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Vorwort. 


Nach langen Hemmungen wird durch den vorliegenden Band 
.» der geometrische Teil der deutschen Bearbeitung von Pascals Re- 
© pertorium der Mathematik zum AbschluB gebracht. Die Verzige- 
> rung ist namentlich dadurch entstanden, daB der Bearbeiter, der 
~ die Flichentheorie tibernommen hatte, durch dringende andere lite- 
o rarische Arbeiten und Dienstgeschifte gehindert, jahrelang mit 
seinem Beitrag im Riickstand blieb, bis er schlieBlich erklirte auf 
2 die Mitarbeiterschaft verzichten zu miissen. In dankenswerter Weise 
_ sprang jetzt Herr Salkowski hilfsbereit ein und erledigte die schwie- 
rige Aufgabe in iiberraschend kurzer Zeit, indem er dadurch die 
lange in Gefahr schwebende Beendigung des Werkes sicherte. DaB 
zwischen der Abfassung der ersten und der letzten Kapitel infolge 
der auseinandergesetzten unglticklichen Umstiinde eine ziemlich 
bedeutende Zeitspanne liegt, ist zu bedauern, die geometrische For- 
schung hat aber in den letzten Jahren keine so entscheidenden 
Wandlungen durchgemacht, daB der Inhalt zum Teil als veraltet 
angesehen werden miif®te. Im Gegenteil kann immer noch das Werk 
in seiner Gesamtheit beanspruchen, eine Darstellung der geome- 
trischen Wissenschaft nach ihrem gegenwirtigen Stande zu geben. 
Es ist dabei zu berticksichtigen, daB eine erschépfende Vollstin- 
digkeit bei dem zur Verfiigung stehenden, verhiltnismiBig knap- 
pen Raum nicht erstrebt werden konnte und auch nicht erstrebt 
zu werden brauchte, denn das Werk ist nicht so sehr fiir den For- 
scher bestimmt, der fiir seine eigenen Untersuchungen den AnschluB 
an die vorhandene Literatur sucht, als vielmehr fiir alle diejenigen, 
die einen Uberblick tiber den Gesamtbereich der geometrischen 
Wissenschaft zu erlangen streben. Allerdings wird man nicht blo8 
auf den einzelnen Gebieten Liicken finden, man wird auch wichtige 
Teile der Geometrie ginzlich vermissen. Dahin gehéren z. B. die Drei- 
ecksgeometrie, die Kugelgeometrie, die differentielle Liniengeometrie 
und die Theorie der Beriihrungstransformationen, also Gebiete, die 
unbedingt Berticksichtigung verlangt hitten und die bloB deswegen 
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weggeblieben sind, weil der Umfang nicht weiter erhdht werden 
konnte. Grundsitzlich ist die Geometrie in Raumen von mehr als 
drei Dimensionen ausgeschieden worden, weil es unméglich war, 
hierfiir eine irgendwie brauchbare Darstellung in solcher Kiirze, 
wie sie notwendig gewesen wire, zu geben. Es schien besser, die 
mehrdimensionale Geometrie einem besonderen Bande vorzubehalten, 
um so mehr, als die Entwicklung der Relativititstheorie eine griind- 
liche Behandlung gerade dieses Gebietes als geboten erscheinen 
14Bt Man mige sich daher begniigen, die gangigsten Disziplinen, 
die auch in den Universititsvorlesungen gewohnlich behandelt wer- 
den, in dem vorliegenden Handbuche vereinigt zu finden. 

Der ersten Auflage war ein ausfiihrliches doppeltes Register 
beigegeben, das viel Beifall gefunden hat. Leider war hierin bei 
der Neubearbeitung doch eine Abanderung notwendig. Der Stoff 
hat sich im Texte so gehiuft, daB sich ein Uberblick tiber den 
Inhalt nur in einem Sachregister geben lie. Hin Namenregister 
mit den bloBen Namen wire ziemlich wertlos gewesen. Sollten 
aber den Namen die an den einzelnen Stellen zu findenden Unter- 
suchungsgegenstande, an denen sich die verschiedenen Autoren be- 
tatigt haben, beigefiigt werden, so wire dieses Register selbst zu 
einem Bande angewachsen, denn schon im Texte ist die Literatur 
der einzelnen Probleme oft nur mit dem Namen des Autors und 
dem Fundort angegeben. Es ist aber auch anzunehmen, da8 bei 
der Benutzung des Registers der Wunsch des Lesers mehr ist, 
sich iiber die Stelle, wo sich ein bestimmter Gegenstand behan- 
delt findet, zu informieren, als dariiber, was der einzelne Autor 
auf dem Gebiet der Geometrie geleistet hat, und so wird dieses 
eine Register wohl genitigen. Fiir seine Anfertigung bin ich Herrn 
Dr. K. Kriiger in Dresden zu besonderem Dank verpflichtet. 

So mége denn das Werk hinausgehen und dazu dienen, das Stu- 
dium der Geometrie zu erleichtern und dieser schénen Wissen- 
schaft neue Freunde zu erwerben. 


Braunschweig, September 1921. 
H. E. Timerding. 
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Kapitel XXV. 
Flachen zweiter Ordnung nach ihrer Gestalt und 
Kinteilung. 
Von O. Staude in Rostock. 


§ 1. Gestalt der Rotations-, Zylinder- und Kegelflachen. 


Einige Flichen 2. Ordnung sind ihrer Gestalt nach unmittel- 
bar durch die Kegelschnitte (s. 1. Teil, S. 201—207) bestimmt. 
Es sind die Rotations-, Zylinder- und Kegelfldchen 2. Ordnung. 

Dreht man die in der zv-Ebene des rechtwinkligen Koordi- 
natensystems Oxyz verzeichnete Ellipse: 

aa a 2 
(1) aa a ih rar > C; 
um ihre groBe oder kleine Achse, so erhilt man das verldngerte 
und abgeplattete Rotationsellipsoid: 


Age 74 22 
(2) +2 e =1, @> 0; 
2 2 g? is 
(3) PAY 4 h=1, &>e, 


mit dem besonderen Fall der Kugel (c? = a?): 


(4) erty? + t= q? 
Ebenso entsteht aus der Hyperbel: 

we” ga? 
(5) ait mt 


durch Drehung um die reelle oder imaginiire Achse das wei- 
schalige und einschalige Rotationshyperboloid: 

2 2) 92 ae 2 2 g? 
ee es, Cy = 1; 


a? (oe ? 


538 + Kapitel XXV. Flachen 2, Ordnung nach ihrer Gestalt. 
aus dem Asymptotenpaar der Hyberbel (5): 

(8) Ey fee 

gleichzeitig mit (6) der Rotationskegel: 


(9) Seer as 


a ¢c? 


Endlich geht durch Drehung der Parabel: 

(10) 2— 2n2 = 0 

um die x-Achse das Rotationsparaboloid hervor: 
(11) y+ 2— Qype. 


Diese Rotationsflichen 2. Ordnung erscheinen schon bei 
Archimedes um 237 y. Chr. (Opera ed. Heiberg, 1, S. 280; 274) 
bis auf das einschalige Rotationshyperboloid, das erst von Kepler 
1615 und Wren i669 betrachtet wird (s. Cantor, Geschichte 
d. Math. 3 (2. Aufi.), 8. 401). 


Das verlingerte Rotationsellipsoid und zweischalige Rotations- 
hyperboloid haben zwei Brennpunkte, das Rotationsparaboloid 
einen, je dieselben wie die erzeugenden Kegelschnitte. Dagegen er- 
halt das abgeplattete Rotationsellipsoid und einschalige Rotations- 
hyperboloid einen Brennkreis, den die Brennpunkte des erzeu- 
genden Kegelschnittes bei der Drehung beschreiben. 


Bezieht man die Gleichungen (1), (5) und (10) selbst auf 
das riumliche System Oxyz, so stellen sie den elliptischen, hyper- 
bolischen und parabolischen Zylinder dar, der von einer Geraden 
beschrieben wird, die, best&éndig der y-Achse parallel bleibend, an 
dem in der zv-Ebene verzeichneten Kegelschnitt hingleitet. 


Der elliptische Zylinder (1) wird auch als schiefer Kreis- 
eylinder eingeftihrt bei Euler 1748 (Introductio 2, App. art. 52) 
und geht mit c?= a? in den geraden Kreiszylinder oder Rotations- 
zylinder tiber. Den letzteren kannte Euklid um 300 v. Chr. 
(s. Tropfke, Gesch. 2, 388), den hyperbolischen und paraboli- 
schen Zylinder bemerkt Euler (Introd. 2, App. art. 125; 126). 

Der elliptische Kegel: 


2 Rado 
(12) “-+45-%=0, a? > b? 
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wird von einer um den Anfangspunkt O drehbaren Geraden be- 
schrieben, die an der in der Ebene ¢ = = c verzeichneten El- 
lipse: 

a’ 2 y 2 
(13) + =i 


Rouen os 


hingleitet (ss’ in Fig. 1). Er entstand urspriinglich als schiefer 
Kreiskegel bei Apollonius um 225 v. Chr. (Con. I, Def. 3; ed. 
Heiberg, 1, 7). 


Die z-Achse ist die innere Hauptachse des Kegels (12), die 
ay-Ebene, welche die beiden Mdntel des Kegels trennt, die dufere 
Hauptebene; die zx-und yz-Ebene sind die Hauptebenen der 
gréften und kleinsten Offnung. 

Als Brennlinien des elliptischen Kegels (12) bezeichnet man 
(nach Magnus, Aufgaben 2 (1837), 172) das in der Haupt- 
ebene der gréBten Offnung liegende Geradenpaar: 


a? Zz? 


(14) a?— b? -_ b+ ¢? 
m0 ff io Fig. 1). 


=0, y=0 
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Ersetzt man die Gleichung (12) durch die Gleichung: 


a” 2 g? 
(15) a? +ch grr pears eg > a, 
so werden die Brennlinien: 
a0 Be 
(16) eee y = 0. 


Da sie von a unabhingig sind, heiSen zwei zu verschiedenen 
Werten von a? gehirige Kegel (15) konfokal. Die Gleichung (15) 
umfaft aber, je nachdem: 


(17) ee Sa >d’ oder 2>a?>0 


ist, nicht nur Kegel von der Form (12) mit der z-Achse, sondern 
auch solche mit der w-Achse als innerer Hauptachse, aufrechte 
und liegende bei vertikal gestellter z-Achse. Monographie tber 
den Kegel: Chasles, Mémoire de géméetrie pure sur les propri- 
étés générales des cones du second degré, Brux. Mém. 6 (1830); 
vgl. auch Salmon-Fiedler, Rawm 1 (4. Aufl. 1898), 426; 
Staude, Flachen 2. O., Teubners Samlg. XXX, 281. 


§ 2. Die Gestalt der Ellipsoide und Hyperboloide. 


Die allgemeinen riumlichen Gegenstiicke der Ellipsen, Hy- 
perbeln und Parabeln sind jedoch die Ellipsoide, Hyperboloide 
und Paraboloide. Ihre Namen tauchen bei J. Wallis 1695 auf 
(s. Kotter, Jahresber. d. D. Math. Vereinig. 5 (1901), 66), wihrend 
ihre zusammenhiingende Beschreibung zuerst von L. Euler (In- 
trod. 2, App. art. 117—125) gegeben wird. 

Die Gestalt des Ellipsoides, des cin- und gweischaligen Hyper- 
boloides ist aus ihren Gleichungen: 


oe y? 22 

(1) gr bye bes lt waters 
a? y? ge 

(2) oe ae 
ese ae ae 

(3) ice b? mee pe b< ¢ 


zu entnehmen. 

Alle drei Flachen haben einen Mittelpunkt, den Anfangs- 
punkt O, drei Hawptachsen, die x-, y- und zg-Achse, und drei 
Hauptebencn, die xy-, zx- und yz-Ebene. | 
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Das Ellipsoid hat drei Paar Scheitelpunkte (Fig. 2): 
(4) A, A’ = a, 0, 0; B, B= 0, 05 039-C,C = 0, 0,.c6 C; 


das einschalige Hyperboloid zwei Paar reelle (Fig. 3) und ein 
imaginires Paar: 


(5) 4, 4°=+4,0,0; B, B’=0,+6,0; 0,0, + e4; 


das zweischalige Hyperboloid ein reelles (Fig. 4) und zwei ima- 
ginire Paare: 


(6) Ae Ad t t y. 04.051 Onc B4f,0;.1.0),0,-21008. 
Beim Ellipsoid heiben 2a, 2b, 2c (AA’, BB’, CC’ in Fig. 2) 


Fig 2. 


die grofe, mittlere und kleine Hauptachse (Hauptachsenlinge), 
beim einschaligen Hyperboloid 2a und 2b (AA’, BB’ in Fig. 3) 
die grofe und kleine reelle und 2ci die imaginére Hauptachse, 
beim zweischaligen Hyperboloid 2a (AA’ in Fig. 4) die reelle, 
2bi und 2c? die kleine und gro8e imaginire Hauptachse. 

Das Ellipsoid schneidet die drei Hauptebenen ¢ = 0, y = 0 
und «= 0 in drei Ellipsen (AB A’B’, AC A'C’ und BC BC’ 
in Fig. 2), seinen Hauptschnitten oder Scheitellinien, die beztiglich 
die Brennpunkte haben: 


7) F,F’=+ Va — b7,0,0; G,G’ = + Va? — c?,0,0; 


H,H’=0, +Vb?—,0, 
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von denen die beiden ersten Paare die inneren und duperen Haupt- 
brennpunkte heiBen und das letzte Paar mit bestimmen. Durch 
die Hauptbrennpunkte sind auch die Fokalkegelschnitte, die Fokal- 
ellipse (g in Fig. 2) und die Fokalhyperbel (f in Fig. 2): 
x? 2 
Gone ar a =1, 2=090; 
(8) fe Fe 


a2?— db? a b? — @ 


bestimmt, die mit den beztiglichen Hauptschnitten konfokal sind, 
wihrend die Scheitelpunkte des einen in die Brennpunkte des 
anderen fallen. Die Fokalellipse liegt innerhalb des Ellipsoides, 
die Fokalhyperbel schneidet es in den vier Punkten (KK in Fig. 2): 


F b2— 2 
ae— ce 


78 
(9) je y=0, @=e 


Das Ellipsoid ist eine geschlossene Fldche, die innerhalb des yon 
den sechs Ebenen ¢ = +a, y=-+b, z=-+c begrenzten recht- 
winkligen Parallelepipedons liegt. 

Das einschalige Hyperboloid hat als Hauptschnitte in der 
Ebene z = 0 eine Ellipse (AB A’B’ in Fig. 3), in den Ebenen 
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y= 0 und «= 0 je eine Hyperbel (CAC, C’A'C’ und DBD, 
D’'B’D’). Die Brennpunkte der beiden ersten Hauptschnitte, die 
Hauptbrennpunkte, sind: 

(10) F,F’=+Va?—02,0,0; G,G’'=+YVe?+ 0,0. 


Die Fokalkegelschnitte (g und f in Fig. 3): 


We 2 
a? + ¢ tare =1, 2=0; 
(11) 
a 2 
Gear Gee a y=0 


sind mit den beiden ersten Hauptschnitten beziiglich konfokal; 
die Brennpunkte des einen sind die Scheitelpunkte des andern. 
Die Fokalellipse umschlieBt den ersten Hauptschnitt, die Kehl- 
ellipse. Die Fokalhyperbel liegt auf der konvexen Seite des zweiten 
Hauptschnittes. Das einschalige Hyperboloid dehnt sich in der 
Richtung der z-Achse nach beiden Seiten hin unbegrenzt weit aus 
und schmiegt sich mehr und mehr dem Asymptotenkegel: 


2 2 2 
a) eee 
an, den er rings umschlieBt. Die Asymptoten der Fokalhyperbel 
sind die Brennlinien des Asymptotenkegels. 

Das zweischalige Hyperboloid hat als ersten und zweiten 
Haupischnitt z = 0 und y = 0 je eine Hyperbel (BAB, B’A’B’ 
und CAC, C’A’C’ in Fig. 4), deren Brennpunkte die Hauptbrenn- 
punkte der Flache sind: 


(13) FF’ =+Va7+02,0,0; G4’ =+Va?+e, 0, 0. 


Die dritte Hauptebene x =O schneidet die Fliche nicht reell, 
sondern trennt sie in zwei Schalen. 


Die Fokalkegelschnitte (g und f in Fig. 4): 


2? 2 
Boe bey x= 0; 
(14) Me is 


a era y=0 


sind mit den beiden ersten Hauptschnitten beztiglich konfokal; 
die Brennpunkte des einen sind die Scheitelpunkte des andern. 
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Die Fokalellipse schneidet den ersten Hauptschnitt in den vier 
Punkten (K, K in Fig. 4): 


2 2 2_'p2 
{15) pies pe a eee p= 05 


die Fokalhyperbel liegt auf der konkaven Seite des zweiten Haupt- 
schnittes. Der Asymptotenkegel: 

4 ie 
(16) -— aa = 0, 


schlieBt die beiden Schalen der Fliche ein. Die Asymptoten der 
Fokalhyperbel sind die Brennlinien des Asymptotenkegels. 


Man kann die drei betrachteten Flachen in die eine Glei- 
chung: 


ae y? 2? 
7) ised a Slee 


ae <ceeae ; 
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zusammenfassen. Sie stellt ein Ellipsoid, ein ein- oder zweischa- 
liges Hyperboloid dar, je nachdem: 


(18) oe ee Cenc ta a > a0, 
In allen drei Fallen sind die Hauptbrennpunkte: 
(19) F,F’=+4,0,0; G,G’=+e,0,0 
und die Fokalkegelschnitte: 

Ae ee 


a? y? 


Da die Hauptbrennpunkte und damit auch die Fokalkegelschnitte 
von @ unabhingig sind, heiBen zwei zu verschiedenen Werten a 
gehérige Flachen (17) konfokal. 


§ 3. Die Gestalt der Paraboloide. 


Die Gestalt des elliptischen und hyperbolischen Paraboloids 
ist ebenfalls aus ihren Gleichungen: 


(1) Pt Dt oy = OB > ot 
b2 ce? rh b} 
2 2 
(2) at 22=0 


zu entnehmen. 

Die wy- und zx-Ebene sind Symmetrie- oder Hauptebenen, 
die z-Achse eine ausgezeichnete Hauptachse beider Flichen. Der 
Schnittpunkt O der Fliche mit der Hauptachse heift der Scheitel- 
punkt, 

Das elliptische Paraboloid (1) liegt bei rechtslaufender «- 
Achse ganz links von der yz-Ebene (in Fig. 5, die sich an die 
spitere Gleichung (10) anlehnt, ist das Achsensystem Oayz nach 
dem Scheitel A verschoben zu denken). Hs schneidet die beiden 
Hauptebenen z = 0 und y =O in zwei nach links gedéffneten 
Parabeln (BAB’, CAC’ in Fig. 5), seinen Hauptschnitten, die 
beziiglich die Brennpunkte haben: 


2 


(ekg 
OO G=——, 0, 0 


b 
(3) fet ay 


2 ’ 
(ersterer in Fig. 5 mit 0 bezeichnet), die beiden Hauptbrennpunkte 


546 Kapitel XXV. Flachen 2. Ordnung nach ihrer Gestalt. 


der Fliche. Durch sie sind die beiden Fokalparabeln (g und f in 
Fig. 5): Fc 
egw oP es Z2=0, 


(4) ie 


22—v?=0, y¥=0 


bestimmt, die mit den beztiglichen Hauptschnitten konfokal sind, 
wihrend der Scheitelpunkt der einen im Brennpunkt der 


andern liegt. Die erste nach links gedffnete Fokalparabel (4) 
liegt innerhalb der Parabel des Hauptschnittes z = 0, die zweite 


nach rechts gedffnete schneidet die Fliche in den beiden P 
(K, K in Fig. 5): n beiden Punkten 


b?— ¢? 
(5) Sag 90>, Fe 


Das hyperbolische Paraboloid (2) hat als Hauptschnitte eine 
nach links und eine nach rechts gedffnete Parabel (BAB, CAGy 
in Fig. 6, wo ebenfalls Oxyz parallel nach A verlegt zu denken 
ist), die beziiglich die Brennpunkte haben: 


b? 2 
©) PO asia ag O03 G= 5,0, 0, 
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die beiden Hauptbrennpunkte der Flaiche. Die Fokalparabeln (g 
und f in Fig. 6): 


2 
Be t 2#— A= 0, z2=0; 
) : . 
era 27-00, y—0 


sind wiederum mit dem ersten und zweiten Hauptschnitt konfokal 
und umschlieSen ihn. Der Scheitelpunkt der einen ist der Brenn- 


Fig. 6. 


punkt der andern. Die durch den Scheitelpunkt der Flache gehende 
yz-Ebene schneidet die Fliche in dem Linienpaar (JJ in Fig. 6): 


(8) (0, = 9, 
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den beiden Scheitelerzeugenden. Die beiden Ebenen: 
ee 
(9) Wace 


(bei Steiner, Werke 1, 376 auch alle parallelen) heiBen Asym- 
ptotenebenen des hyperbolischen Paraboloids. 


Die eine Glewchung: 


(10) ep tee ay 


stellt (im System Oxyz der Fig. 5 und 6), je nachdem: 
(ii) .co>p>e oder ¢> pe 0 oder, O27 1e3 


ein linkes (nach links hin offenes) elliptisches, ein hyperbolisches 
und ein rechtes elliptisches Paraboloid dar. In allen Fillen sind 
die beiden Hawptbrennpunkte: 


(12) w= O= 0, 0,0, 4 = 0c 
und die Fokalparabeln: 
(13) y?+ 2ea—e?=0, ¢=0; #—2er=—0, y=0. 


Da die Hauptbrennpunkte und Fokalparabeln von p unabhingig 
sind, heiBen zwei zu verschiedenen Werten p gehérige Parabo- 
loide (10) konfokal. 


Die Darstellung der Flichen 2. Ordnung durch ihre Haupt- 
schnitte gibt Euler, Introd. 2, App. Fig. 143—147, entspre- 
chende Drahtmodelle H. Wiener, bei Teubner, Mathem. Kata- 
log, Jubiliumsausgabe 1910, 148. Gipsmodelle sind unter Lei- 
tung von A. Brill von R. Diesel (1878) in Miinchen angefertigt 
worden, vgl. W. Dyck, Katalog math. Modelle, 258. Genaueres 
liber die gestaltlichen Verhiltnisse bei Staude, Tewbners Sammi. 
XXX, 275. 


§ 4. Die Kreisschnitte und die Kartonmodelle. 
Bei dem Ellipsoid: 


a? y? g? 
(1) aut pee ge oS ieas e*, 


§ 4. Die Kreisschnitte und die Kartonmodelle. 5AQ: 


gibt es ewei Systeme paralleler Ebenen, die es in einem Kreise 
schneiden, wie zuerst J. d’? Alembert gefunden hat (s. Kétter,. 
Ber. 72). Sie sind parallel den beiden Hauptkreisschnittebenen: 


a” ag? 
(2) Kar be — (bey = 0. 


Diese Ebenen verbinden die mittlere Achse 2b des Ellipsoides mit 
den beiden in der zgz-Ebene liegenden Durchmessern, welche die 
Linge 2b haben. Sie selbst liefern Schnittkreise vom Radius b, 
die reell schneidenden parallelen Ebenen Schnittkreise, deren 

Radien von b bis 0 abnehmen. Fiir den Radius 0 reduziert sich 
- der ganze Kreisschnitt auf einen Punkt, einen ,,Kreispunkt“. Die 
ver Kreispunkte des Hllipsoids (1) sind dieselben vier Punkte 
§ 2, (9), die auf der Fokalhyperbel liegen (Dupin, Développe- 
ments (1813), 278; 321). 


Bei dem einschaligen Hyperboloid und dem Kegel: 


xt 2 a 
(3) = +5-S-1, Tea ae 
ag Up exe 
(4) Ste —a—0, a>d! 


sind in gleicher Weise die beiden Hauptkreisschnittebenen (Monge- 
Hachette, J. éc. polyt. cah. 11 (1802), 161): 


(5) (a? — aE — (a?+ c?) a == 0) 


Sie verbinden beim Hyperboloid (3) die groBe Achse 2a mit den 
beiden in der yz- Ebene liegenden Durchmessern von der Linge 2 a.. 
Sie liefern Schnittkreise vom Radius a, wiahrend alle parallelen 
Ebenen in Kreisen vom Radius a bis oo schneiden. Kreispunkte 
fehlen. Wegen der Kreisschnitte ist der gerade elliptische Kegel (4) 
mit dem schiefen Kreiskegel identisch (§ 1, (12)). 


Die Kreisschnittebenen des elliptischen Zylinders: 
2 2 
(6) ie tele ae > OF 


sind parallel den beiden Ebenen: 


(7) (a? — db?) y?— b?2? = 0. 
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Bei dem zweischaligen Hyperboloid 


2 


x y? tee = 
(8) po aol, bene 


sind die Hauptkreisschnittebenen: 


z : y? ~ 
(9) (es ed at CA ee 


Sie schneiden selbst die Flichen nicht reell, aber die reell schnei- 
denden parallelen Ebenen schneiden in Kreisen vom Radius 0 
bis 00. Die vier dem Radius 0 entsprechenden Kreispunkte sind 
die Punkte § 2, (15), die auf der Fokalellipse liegen. 

Das elliptische Paraboloid: 


y? g? x 9 
(10) pit at 24 = 0, tee 


hat zwei Systeme von Kreisschnittebenen parallel dem Ebenen- 
paar: 
(11) cg? — (b?— c*) 22 = 0. 


Die Kreispunkte sind wiederum die beiden Punkte § 3, (5), in 
denen die Fliche von der einen Fokalparabel geschnitten wird. 

Beim hyperbolischen Paraboloid treten fiir die Kreisschnitt- 
ebenen solche Ebenen ein, die in einer endlichen und einer un- 
endlich fernen Geraden schneiden. Es sind die dem Ebenenpaar 
§ 3, (9) parallelen Ebenen (Kliigel, Mathem. Worterb. 3 (1808), 
328). 

Bee man eine Anzahl Kreisschnitte von jedem der beiden 
Systeme in Kartonkreisen ausschneidet und ineinander schiebt 
(wie Fig. 7 im Durch- 
schnitt der zx-Ebene 
des Ellipsoides),  er- 
hilt man die Karton- 
modelle der F lichen 2. 
Ordnung. Sie bleiben 
in den Kreuzungslinien 
der Kartonblatter be- 
weglich (wie von Fig. 7 
auf Fig. 8) und stellen 
daher eine ganze Reihe 
von Flichen derselben 
Art dar. 
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Diese Kartonmodelle 
sind nach einer Anre- 
gung von O. Henrici 
zuerst von A. Brill 
(1874) ausgefiihrt,vel. 
Dyck, Katalog, 258. 
Von H. Wiener sind 
die Kreise in Draht == 
hergestellt, bei Teub- Fig. 8 
ner, Math. Katalog, 

Jubiliumsausgabe 1910, 143. Nihere Beschreibung der dar- 
_ gestellten Flichenreihen bei Staude, Teubners Samlg. XXX, 308 ff. 


Za 


§ 5. Die geraden Linien der Flichen zweiter Ordnung 
und die Fadenmodelle. 


Auf dem einschaligen Hyperboloid: 


3 y? g? 
(1) Taam pease ore 
gibt es zwei Scharen von geraden Linien, die in ihrer ganzen 
Ausdehnung auf der Fliche liegen. (Monge, J. éc. polyt. cah. 1 
(1794), 5; Kétter, Ber. 75.) Diese ,,Erzeugenden“ der Flache 
sind mit einem Parameter & durch die Gleichungen (Cauchy, 
Applications d’ analyse 1 (1826), 228): 


ee Lea Ta 
(2) = = 5 so + esind, >= 7 sind—« cos 
dargestellt. Die eine Schar entspricht dem Vorzeichen ¢ = + 1, 
die andere ¢ =— 1. Der Asymptotenkegel: 
a? y? zg? i 
(3) cain eae ee 


hat nur die einzige Schar von Erzeugenden: 


(4) 


Die Richtungskosinus «, 6, y der Erzeugenden (2) und (4) ent- 
sprechen der Bedingung: 


als 


ily Sle 
ba ne. 
: 


(5) a:B:y=acosd:bsind:c. 
Pascal, Repertorium IIT 2. 2. Aufl. 36 
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Je zwei ungleichnamige, verschiedenem ¢ entsprechende Erzeugende 
des Hyperboloids, die zu demselben & gehoren, sind parallel und 
sind auch der zu demselben @ gehérigen Erzeugenden des Asym- 
ptotenkegels parallel. 


Mit 2 = tgs kann man die Erzeugenden auch durch die 

Gleichungen: 
Sate puke Nee y ery Lariat 

(8) (Serre eet ) = 9, (+) (+ :) 
darstellen. 

Irgend zwei gleichnamige Erzeugende schneiden sich niemals; 
irgend zwei ungleichnamige schneiden sich stets. Durch jeden 
Punkt der Flache gehen zwei Erzeugende. 


Indem man die Erzeugenden durch gespannte Faden dar- 
stellt, erhalt man ein Fadenmodell (Fig. 9) des einschaligen Hyper- 
%e 


a ¢ a 


VLE ea 


Ce 


7, 


A 


Ss ~ 
oon 


Lf 


Vane 


SN 
ms . : 


Fig. 9. 


Me 
HK 
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boloides, wie es zuerst von Th. Olivier 1830 angefertigt wurde 
(s. F. Miter, Fuihrer durch die math. Lit. 206). Wahlt man 
statt der Faden starre Stibe, die in ihren Kreuzungspunkten dreh- 
bar, aber nicht verschiebbar miteinander verschrankt sind, so 
bleibt das Modell beweglich und stellt in seinen verschiedenen 
Lagen lauter konfokale Hyperboloide dar. Dieses bewegliche Mo- 
dell wurde von O. Henrici 1874 entdeckt (s. W. Dyck, Katalog, 
261) und vonH. Wienerdurch das, geschrinkte Verbindungsgelenk“ 
wesentlich vervollkommnet (s. Teubner, Katalog 1910, 143; 
Staude, Teubners Sammlg. XXX, 339, 714). 


Auf dem hyperbolischen Paraboloid: 
y~ & 
(7) it 3 — 22 =0 


gibt es zwet Scharen von Erzeugenden, dargestellt mit einem Para- 
meter 4 durch die Gleichungen: 


5 Yy 4 Yy z 


die eine Schar mit ¢« = + 1, die andere mit ¢« = — 1. 
Die Erzeugenden einer Schar ¢ sind alle der festen Ebene: 


Z 
(9) aes a 
parallel. 

Die Richtungskosinus einer Erzeugenden (8) entsprechen der 
Bedingung: 
(10) a:B:y=A:b: ec; 


< 


zwei parallele Erzeugende gibt es nicht. 

Irgend zwei gleichnamige Erzeugende schneiden sich nie- 
mals, irgend zwei ungleichnamige stets. Durch jeden Punkt der 
Flache gehen zwei Erzeugende. 

Irgend zwei Erzeugende der einen Schar werden von denen 
der anderen in thnlichen Punktreihen geschnitten; zwei Erzeu- 
gende entgegengesetzter Parameterwerte 4 und — 4 in kongru- 
enten. 

Man erhilt ein Fadenmodell (Fig. 10) der Fliche, indem 
man das von den vier Erzeugenden +4, ¢=-+1 gebildete 
gleichseitige windschiefe Viereck (Hi, E, E, E, in Fig. 10) in Draht 

36* 


554 Kapitel XXV. Flachen 2. Ordnung nach ihrer Gestaltung. 


herstellt, die gegeniiberliegenden Seiten in gleiche Teile teilt und 


die Teilpunkte durch Faden verbindet. ; 
Bei starren, in den Kreuzungspunkten verschrinkten Stében 


Fig. 10. 


gibt das alsdann bewegliche Modell eine Reihe konfokaler Para- 
boloide. 


§ 6. Konjugierte Durchmesser. 


Bei dem Eillipsoid oder Hyperboloid (mit Wechsel der Vor- 
zeichen von 6 und c?): 


(1) Bae 


ae 
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heiBt eine durch den Mittelpunkt gehende Gerade oder Ebene ein 
Durchmesser oder eine Diametralebene. 

Zu jedem Durchmesser mit den Richtungskosinus «, 6, y 
gehort eine konjugierte Diametralebene: 


(2) eG 


der Ort der Mittelpunkte aller dem Durchmesser parallelen Sehnen 
der Fliche. 

Zwei Durchmesser heiSen konjugiert, wenn jeder in der kon- 
jugierten Diametralebene des andern liegt. Ihre Richtungskosinus 
o,, Bj, yy und a, B,, ye entsprechen der Bedingung: 


(3) 3 ae Ps Bs + V1 72 =e 


c? 
Ein Durchmesser ist zu sich selbst konjugiert, wenn er auf dem 
Asymptotenkegel der Fliche liegt. 

In einem System von drei konjugierten Durchmessern ist die 
Ebene je zweier die konjugierte Diametralebene des dritten. In 
bezug auf ein solches System als schiefwinkliges Koordinaten- 
system Ofn€ lautet die Gleichung der Flache (1): 


&? 2 Ga 
(4) eae a ae uae 
Fiir die halben Liangen A, u, v der konjugierten Durchmesser 
gelten die drei Hauptsitze: 


(5) M+ w+ vy =a?+ b? + c?, 
(6) uv? sin? nf + vd? sin? CE + A? u? sin? En 
= §7¢? + ca? + a?d? 
(7) MuAy? sin? §yf =1a7b*c*. 
Nach dem letzten ist das Parallelepipedon aus drei konjugierten 
_ Durchmessern von festem Volumen. 
Konzentrische, thnliche und dhnlich liegende Flachen (1) 


haben gemeinsame konjugierte Durchmesser. 
Beim elliptischen und hyperbolischen (— c? fiir c®) Paraboloid 


2 2 
(8) t+ 5+ 20 =0. 
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heiBt jede der Hauptachse parallele Gerade oder Ebene ein Durch- 
messer oder eine Diametralebene. 

Zu jeder Richtung a, B, y gehdrt eine konjugierte Diametral- 
ebene: 


(9) a + Fe 


der Ort der Mittelpunkte aller in dieser Richtung laufenden 
Sehnen. 

Die Gleichung des Paraboloides (8) hat in einem schief- 
winkligen System $261 die Form: 


n? et? Bee ts 
(10) a ta * ace 


wenn 82 ein Punkt der Fliche, die 7- und ¢-Achse zwei Tangenten 
in ihm und die £&- und &y-Ebene die zur Richtung derselben 
konjugierten Diametralebenen sind. Alsdann ist: 


Ct) uw? sin? En + v? sin? EE = b? + c?, 
(12) py® sin? Ege = 0707 

Die Satze (5)—(7) tiber konjugierte Durchmesser sind von 
Livet, Corr. polyt. 1 (1804), 29; Binet, ebd. 2 (1812), 323 
und mit anderen Sitzen von Chasles, ebd. (1816), 306 ent- 
wickelt. Ihre Ableitung als Invariantensiitze bei Pliicker, System 
d. anal. Geom. d. Raumes (1846), 160; Salmon-Fiedler, Rawm 
1 (4. Aufl.) 125; Staude, Tewbners Sammlg. XXX, 502. Sie fallen 


in dieser Ruffassung unter die affine Gama von Heffter, s. 
II, 1, 100 (Timer ding). 


§ 7. Allgemeiner Begriff der Fliche zweiter Ordnung 
und des Kegels zweiter Ordnung. 


Die Gleichungen der bisher betrachteten Flachen haben das 
gemeinsame Merkmal, da sie in den Koordinaten vom 2. Grade 
sind. Unter einer F'ldche 2. Ordnung tiberhaupt versteht man jede 
Flache, die in gemeinen, auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
Oxnyz wnueta Ge ee durch eine Gleichung von der 
Form (Euler, Introd. 2, App. art. 102): 


(1) 9(@ % #) = a0" + Aggy? + agg? + Qagsyz + Lag, 20 
+ 2a .0Y + 24% + 2aygy + 2ag,2 + ay, =O 
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rs bei homogener Schreibweise (Hesse, Vorles. Raum (3. Aufl.) 
138): 
(2) f(a, y, 2 t) = aya? + ayyy? + Ggge? + Qaggyz + 2a5, 0H 

+ 2a,,x2y + 2a,,0t + 2a,yt + 2a,,2t + at? =0 
dargestellt wird. 

Der Grad der Gleichung bleibt beim Ubergang zu einem 
anderen rechtwinkligen oder einem schiefwinkligen System immer 
derselbe. Daher hat die Fliche 2. Ordnung das charakteristische 
Merkmal, da sie von jeder Geraden, die ihr nicht ganz angehért, 
in zwei Punkten und von jeder Ebene, die ihr nicht ganz angehért, 
— m emer Kurve 2. Ordnung geschnitten wird. 

Das duale Gebilde zur Flache 2. Ordnung ist die F'ldche 
2. Klasse (das Ebenenbiindel 2. Ordnung), von deren Tangential- 
ebenen (,,Ebenen“) durch eine beliebige Gerade zwei hindurch- 
gehen, wahrend die durch einen beliebigen Punkt gehenden Tan- 
gentialebenen einen Kegel 2. Klasse umhiillen. 

Die Gleichung der Flache 2. Klasse lautet in homogenen ge- 
_ meinen Ebenenkoordinaten u, v, w, s (Pliicker, System d. anal. 
Geom. d. R. (1846), 191): 


(3) Fu, v, w, 8) = bg, U? + degv® + bygw? + 2b.,0w 
+ 2b,,wu + 2dbi,uv + 2b,,us + 2b.,0s + 2b,ws + dys? = 0. 


Die Gleichung (2) behilt auch in beliebigen Tetraederkoordi- 
naten X,, L_, Xz, X, dieselbe Gestalt (Pliicker, ebd. 49; 79): 


ed 
(4) f (241 Way X35 %4) ->> Ay Xt, = O, 
1 4 


wobei: 
(5) Ay = Uy 


Die linke Seite der Gleichung ist immer eine quadratische Form 
der vier Koordinaten. Das Entsprechende gilt bei der Flache 
2. Klasse. 

Wegen der neun unabhiingigen Koeffizientenverhiltnisse, die 
in die Gleichung (2) eingehen, ist die Fliche 2. Ordnung im 
allgemeinen durch neun Punkte bestimmt; ebenso die Fliche zweiter 
Klasse durch neun Ebenen. Uber die Konstruktion der Fliche aus 
neun gegebenen Punkten s. K. Rohn, Leipz. Ber. 1894, 160; 
Thomae, Leipz. Ber. 1892, 542; 1897, 315. 
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Die aus den Koeffizienten der Gleichung (2) oder (4) gebil- 
dete Determinante: 


(6) A= |a,,| 


heiBt die Determinante der Fldche 2. Ordnung. Ihre 16 Unter- 


9 


determinanten 3. Grades bezeichnen wir mit: 

(7) A,, = Ay3 (kt =1,2,3,4) 
ihre 36 Unterdeterminanten 2. Grades mit: 

(8) C7 = Op, (k,1 = 1,2,...,6) 


wo k und J die Nummern bedeuten, welche die Variation der 
Zeilen und Kolonnenindizes in der Reihe: 


(9) 23,054 2A Te oA ie 
besitzen, z. B.: 
| G35 O34 33 gy 
05 = ) C6 — 
| Ne Ay Ayg ig 


Der Gebrauch der Determinanten der Flichen 2. Ord- 
nung setzt mit Cauchy, Exerc. 4 (1829), 142 und Jacobi, 
Werke 3 (1834), 201 ein und wird von Hesse, Vorles. Raum 
(3. Aufl.) 138, 174; Salmon-Fiedler, Raum 1 (4. Aufl), 88 
allgemein durchgefiihrt. 

Die Determinante A ist Invariante der Flache. Sie andert 
sich beim Ubergang von dem urspriinglichen Koordinatensystem 
der Gleichung (4) zu einem andern nur um das Quadrat der Sub- 
stitutionsdeterminante. 

Der Kegel § 1, (12), der im Sinne der Gleichung (1) 
als Flache 2. Ordnung im Rawme erscheint, ist auch ein 
Kegel 2. Ordnung innerhalb des Biindels an seiner Spitze O. Ver- 
steht man nimlich unter «, y, ¢ homogene gemeine Koordinaten 
des Strahles im Biindel (Richtungskosinus des Strahles), so ist die 
Gleichung: 


(10) h(a, y, #) = ay2 + aggy® + agg2” + Qangye + ag, 20 
+ 2a,.2y = 0 
der allgemeine Ausdruck des Kegels 2. Ordnung im Biindel. 


Er wird von jeder Ebene des Biindels, die thm nicht ganz angehort, 
in ewet Strahlen geschnitten. 
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Das duale Gebilde zum Kegel 2. Ordnung im Biindel ist 
der Kegel 2. Klasse: 


(11) H(u, v, w) = dy,0? + dggv? + b330? + 2b.,0w 
+ 2b,,wu + 2b,.uv = 0, 


wo wu, v, w homogene gemeine Koordinaten der Ebene im Biindel 
(Richtungskosinus ihrer Normale) sind. Von seinen Tangential- 
ebenen gehen durch jeden Strahl des Biindels zwei. 

Die Gleichungen (10) und (11) sind auch der allgemeine 
Ausdruck der Kurve 2. Ordnung und 2. Klasse in der wnendlich 
 fernen Ebene, wenn x, y, 2 Punkt- und u, v, w Linienkoordinaten 
in dieser Ebene bedeuten (Stawde, Samml. Teubner XVI, 244). 


§ 8. Tangenten und Tangentialebenen, Mittelpunkt. 


Eine durch ihre Parameterdarstellung gegebene Gerade: 
(4) L= ky + aS, ¥=%+ Bs, hy + ys, 


die durch den Punkt 2%, y, 2 in der Richtung «, 6B, y hindurch- 
geht, schneidet die Fidche § 7, (1) in zwei Punkten S, und 8,, 
deren Parameterwerte s = s, und s, die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung sind (Cauchy, Exerc. 3 (1828), 1): 


(2) h(a, B, y)s" a 2(g,°« ote 92° =E Is) 8 +9°=0. 


Hier ist h(e, B, y) die in § 7, (10) eingefiihrte Funktion mit «, 8, y 
fiir x, y, z und ist ferner zur Abkiirzung gesetzt: 


(3) (Hy Ys 2) = My B+ Azpey + Aj3% + As, 


4 = 1, 2, 3, 4, wihrend der obere Index 0 tiberall die Substitution 
der Koordinaten %, Yo, % fir x, y, 2 bedeutet. 

Eine Gerade, deren beide Schnittpunkte S, und S, mit der 
Fliche 2. Ordnung in einen Punkt S, = S, zusammenfallen, ist. 
eine Tangente der Flache in dem Punkte, der Punkt selbst ihr 
Beriihrungspunkt. 

Der Ort der in einem Punkte der Flaiche an sie gelegten 
Tangenten ist eine Ebene, die Tangentialebene der Flache in dem 
Punkte. 
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Die Gleichung der Tangentialebene der Flache § 7, (1) im 
Punkte 2%, Yo) % ist: 


(4) 9,°(& — ay) + 92°(y — Yo) + 93°(2 — %) = 0 
oder: 
(5) g,°% + g.°y + 95°2 + 94° = 0. 


Bei der homogenen Schreibweise § 7, (2) hat die Tangential- 
ebene im Punkte a, Y, %, t& die Gleichung (Hesse, Vorles. 
Raum (3. Aufl.) 130): 


(6) fon + fy + hoe + ft = 0, 
(7) ies f,(2, ¥y, 4, t) = OU + Aggy + A;32 + Azat, 


i= 1, 2, 3, 4, und der Index 0 wieder die Substitution der Ko- 
ordinaten mit dem Index 0 bedeutet. 


Die Tangentialebene schneidet die Flache in zwei (reellen 
oder imaginiiren) Geraden, welche die beiden durch den Beriih- 
rungspunkt gehenden Hrzeugenden der Flache sind. 


Der Ort der von einem Punkte 2%, Y, 2 des Kaumes an 
die Fliche § 7, (1) gelegten Tangenten ist der Beriihrungskegel 
von Py an die Fliche. Seine Gleichung lautet: 


(8) gh(a — 8, ¥ — Yo) & — %) 
— {91°(@ — m%) + 92° (y — Yo) + (2 — %)}? = 9, 
wo h wieder die Bedeutung § 7, (10) hat, oder: 
(9) og (a, ¥, 2) — GH + 95°y + 95°2 + 94°)? =0 
oder bei homogener Schreibweise (Hesse, Vorles. Raum 171): 
(10) Tie, t) — (fx°a + hoy + fg2 + fot)? = 0. 


Zwischen Mittelpunkt 2), Yj, 2) und Richtung «, B, y einer 
Sehne S,S, der Flache besteht nach (2) die Gleichung: 


(11) 94° 0% + 92°B + IY — 0; 
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Daher ist der Ort der Mittelpunkte eines Systems paralleler Sehnen 
von der Richtung a, 8, y eine Ebene: 


(12) ogy (a, y, 2) + Boa(m, y, 2) + 795(x, y, 2) = 0, 


_ welche die der Richtung a, 6, y konjugierte Ebene heiBt. 

Wenn die Gleichung (11) identisch in a, B, y besteht, so ist 
der Punkt 2, Y¥, % Mittelpunkt jeder durch ihn gehenden Sehne 
und daher Mittelpunkt der Fldche. Der Mittelpunkt der Fliche 
ist daher durch die Gleichungen bestimmt: 


~ (13) gj, = 9, 9, = 9, 9, = 9. 


§ 9. Hinteilung nach dem Rang. 


Die Tangentialebene der Fliche 2. Ordnung im Punkte a, 
Yo. ) t% wird unbestimmt, wenn alle Koeffizienten der Glei- 
chung § 8, (6) verschwinden. Ein solcher Punkt heiBt ein singu- 
ldrer oder Doppelpunkt der Fliche. Er ist vollkommen charakte- 
risiert durch die vier Gleichungen: 


(1) h(a, Y; %, t) = Aj % + Ay + A;32 + At = 0, 


4= 1, 2, 3, 4, welche schon zur Folge haben, daB er auf der 
Flache selbst liegt, da identisch: 


(2) hethyt+thetht=er 


Die Anzahl der Doppelpunkte hiingt von dem Rang der Fliche 
ab. Der Rang der Fliche ist gleich dem Rang threr Determinante 
A in § 7, (6), namlich der gréSten Zahl x von der Art, da8 nicht 
alle Unterdeterminanten 7° Grades verschwinden. Er ist also 
r =A, wenn die Determinante 4. Grades A selbst =- 0; r = 3, 
wenn A = 0, aber nicht alle Unterdeterminanten 3. Grades A,, 
verschwinden; = 2, wenn A = 0, alle A,, = 0, aber nicht alle 
Unterdeterminanten 2. Grades o,, verschwinden; r = 1, wenn 
A = 0, alle A,, = 0, alle «,,= 0, aber nicht alle Elemente a,, 
verschwinden. 

Je nachdem r = 4, 3, 2 oder 1 ist, hat die Flache keinen 
oder cinen Doppelpunkt oder oo4 oder co” Doppelpunkte. 

Die Flachen ohne Doppelpunkte heiBen eigentliche Flachen 
2. Ordnung. Die Flaichen mit einem Doppelpunkt erweisen 
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sich als Kegel 2. Ordnung, deren Spitze der Doppelpunkt ist. 
Kegel mit unendlich ferner Spitze sind Zylinder. Die Flaichen mit 
co! Doppelpunkte sind Ebenenpaare; die Durchschnittslinie der 
beiden Ebenen des Paares bildet die Reihe der 001 Doppelpunkte. 
Die Flachen mit co? Doppelpunkten sind Doppelebenen, alle oo? 
Punkte der Fliche sind dann Doppelpunkte. Uber die Rangeintei- 
lung s. Gundelfinger in Hesse, Vorles. Rawm (3. Aufl.) 449. 


Die Bedingungen der verschiedenen Fille sind, wenn wir 
unter ,,A,,= 0! und ,,4,,-- O! verstehen, daB ,,alle A,, = Cs 
und ,,nicht alle A,, = O*: 

A =+ 0: eigentliche Fliichen 2. Ordnung, 
3) A=0, A,,+0!: Kegel 2. Ordnung, 
A=0, A,,=0!, o,,-+ 0!: Ebenenpaare, 
A=0, A,,=0!, o,=0!, 4a,=- 0!: Doppelebenen. 


Fiihrt man fiir die Swmmen der Hauptunterdeterminanten die 
Abkiirzungen ein: 


Aa Ay, + Ags + Ass + Aus, 
(4) AY = Oi, + ogy + Ogg + tye Og eee 
TAS == yy, aie Ao “fF A33 a O44, 
so kénnen die drei letzten Fille (3) (bei reellen a,,) auch durch 
folgende Merkmale bezeichnet werden: 
A=0, A’+0: Kegel 2. Ordnung, 
(5) A=0, A’=0, A” + 0: Ebenenpaare, 
A=0, A’=0, A” =0, A” +0: Doppelebenen. 


Beide Formen (3) und (5) der Bedingungen des Ranges sind von 
dem Koordinatensystem, auf das sich die Gleichung der Fliche be- 
zieht, ganz wnabhdngig und gelten fiir recht- oder schiefwinklige 
gemeine Koordinaten, sowie fiir Tetraederkoordinaten. 


; Die Flichen 2. Klasse, bei denen einem Doppelpunkt 
eine Doppelebene entspricht, zerfallen unter den gleichen Bedin- 
gungen in eigentliche Flichen 2. Klasse, Kegelschnitte als Um- 
hitllungsgebilde ihrer 00” Tangentialebenen, die biischelweise durch 
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ihre Tangenten gehen, Punktepaare als Ebenenbiindel und Doppel- 
punkte. 


Die eigentlichen Flichen zweiter Ordnung sind stets auch eigent- 
liche Fldchen zweiter Klasse und umgekehrt. Die Fliche 2. Ord- 
nung § 7, (2) hat als Fliche 2. Klasse, in Ebenenkoordinaten 
die Gleichung: 


(6) Ayu? + Ayo v? + Aggw? + 2Anvw + 2A, wu + 2A, uv 
+ 2A,,us + 2A,,08 + 2A,,ws + Ays? = 0. 


_ thr gentigen alle Tangentialebenen der Fliche (Pliicker, System 
d. anal. Geom. d. R. (1846), 321). 

Wie die Fliche selbst, wird auch ihre Schnittkurve mit der 

unendlich fernen Ebene: 


(7) h(a, y, 2) = a4, "7 + Aggy? + Agge? + Qdggyz + 2dy, eu 
ae 2 yy XY =O; == () 
nach dem Lange eingeteilt. Sie ist, dem Range 3, 2 oder 1 ent- 
sprechend, fiir: 
(8) A,, + 0: ein eigentlicher Kegelschnitt, 
A,y,=0, -A;,-+ 0: ein Geradenpaar, 
Ay =0, A,,=0, Aj, + 0: eine Doppelgerade. 


Dabei sind fir die Swmmen der Hauptunterdeterminanten von Ay, 
die Abkiirzungen gebraucht: 


/ vr 
(9) Ay, = %1 + Mg + Oss, Aj, = Ay + Mg + Oss. 


Unter Weglassung der Gleichung ¢ = 0 in (7) ist damit zu- 
gleich die Einteilung der Kegel 2. Ordnung im Bindel ge- 
geben, die nach ihrem Range eigentlich Kegel 2. Ordnung, oder 
Ebenenpaare oder Doppelebenen sind. Entsprechend zerfallen die 
Kegel 2. Klasse im Biindel in eigentliche Kegel 2. Klasse, Strah- 
lenpaare als Ebenenbiischel und Doppelstrahlen. 


§ 10. Das Hauptachsenproblem. 


Hs handelt sich nunmehr um die Frage, ob die in §§ 1—3 be- 
beschriebenen Flichen den Inhalt der allgemeinen Gleichung § 7, (1) 
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erschépfen, oder ob es noch andere Flachen 2. Ordnung gibt. 
Der natiirliche Weg zur Entscheidung dieser Frage, den Euler, 
Introd. 2, App. einschlug, ist der der Koordinatentransformation. 

Wenn die auf ein rechtwinkliges System Oxyz bezogene 
Gleichung § 7, (1) durch die Substitution: 


Y= Ly + a, + ayn + af, 
(1) Y = Yo + Bs + Ban + Bef, 
& = & + 46 ek 72 + 36, 


auf ein neues recht- oder schiefwinkliges System $2§7¢ transfor- 
miert wird, deren Anfangspunkt §2 die Koordinaten 2%, Y, und 
dessen Achsen &, , € die Richtungskosinus «,, B,, 713 @2, Bo, Yo5 
«3, Bs, 73 haben, so erhilt sie zunichst wieder dieselbe Form: 


(2) g= 04,8 of Moo” + Og567 + asf + 25.65 + 24,50 
+ 2445 + 2am + 2a546 + ayy = O. 


Die neuen Koeffizienten a,, hangen von den alten a,, und den 
Substitutionskoeffizienten in (1) ab. Uber die letzteren wird man 
nun so zu verfiigen suchen, da8 ein Teil der Koeffizienten a, 
verschwindet. 

Nun hiangen die sechs ersten Koeffizienten a, , einerseits nur 
von den sechs ersten a,, und andererseits nicht von dem Anfangs- 
punkt 8 = xy, Yo, 29, Sondern lediglich von den Richtungen «,, B,, 
V13 2) Bos ¥23 %3, Bs, Ys der Achsen &, y, € ab. Diese bilden nun 
ein System von Hawptachsenrichtungen der Flache, wenn sie zu- 
einander senkrecht stehen und die drei Bedingungen erfillen: 


ie ae lA —— / 
(3) a, = 0, da O} dg = 0. 
5 . 1 iy , , ° 5 ° 
Die Koeffizienten a,,, 49, @,, die danach mit ,, dg, 4, bezeichnet 


sein mégen, heiBen die zugehérigen Hawptachsenkoeffizienten. 


Ks sollen also ohne Riicksicht auf den Anfangspunkt 2 nur 
die Richtungen der Achsen &, », € des neuen Systems RENE so 
bestimmt werden, daB dieses wie das alte Oxyz rechtwinklig wird — 
und die Gleichung § 7, (1) durch die Substitution (1) tibergeht in: 


(4) 9(@ % 2) =A8 + yn? + 1g + Qal— + Lain 
+ 24546 + aj, = 0. 


§ 10. Das Hauptachsenproblem. 565. 


Diese Aufgabe ist stets lésbar. Die drei Koeffizienten 2,, 4g, Ag 
sind die Wurzeln der in 2 kubischen Gleichung (Cauchy, Exer-_ 
cices 4 (1829), 142): 


Qyy— Ah Ayy As | 
G34 As9 as, — A | 


oder entwickelt mit der Bezeichnung § 9, (9): 
(6) ANG iced Parle Ay? — Ayi + Ay = 0. 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind stets reell (Encyklopéidie der 
Math. W. III © 2, 9, s. auch den direkten Beweis bei Staude, 
Math. Ann. 61 (1905), 392). 

Fir eine eimfache Wurzel kénnen niemals alle drei Haupt- 
unterdeterminanten 4,;(4), 49(4), 4g3(4) der Determinante 4(A) 
verschwinden. Fiir eine zweifache Wurzel verschwinden von selbst. 
alle Unterdeterminanten 4,,(4), k, l= 1, 2, 3, aber nicht alle 
Hauptelemente a,, — A, gq — 4, agg —4 von A(A). Fir eine 
dreifache Wurzel verschwinden stets alle Elemente von 4(A). 

Die Verhiiltnisse der Richtungskosinus a,, B,, y; (i= 1, 2, 3) 
der zu dem Hauptachsenkoeffizienten A; gehérigen Hauptachsen- 
richtung bestimmen sich nunmehr aus den linearen Gleichungen: 


(a4, — 4, )o, + 48; + %37, = 9, 
(7) Ay, %; + (dog — 1) B; + de37; = 9, 
Ag4 0; + MgB; ++ (Asg a2 iy = 0. 


Hat nun die Gleichung (5) drei verschiedene Wurzeln, so besitzt. 
die Flache drei bis auf die Pfeilspitze eindeutig bestimmte Haupt- 
achsenrichtungen & 7, ¢ mit den Richtungskosinus: 


(8) 0, B, 2 7; = Ags (A) t Au (As) * 4p3(%)s 


wo nach Belieben & = 1, 2 oder 3 genommen werden kann. Sind 
zwei Wurzeln gleich (4, = 4,) und eine verschieden (A,), so hat 
die Fliche eine bestimmte zu i, gehérige Hauptachsenrichtung ¢, 
wihrend die beiden andern zwei beliebige zu diesen und unter sich 
senkrechte Richtungen sein kénnen. Sind alle drei Wurzeln gleich, 
so sind je drei rechtwinklige Richtungen Hauptachsenrichtungen. 
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Danach zerfallen die Fliichen 2. Ordnung in dreiachsige, eim- 
achsige und unbestimmtachsige. 
Die unbestimmtachsigen: 


ReAg (Set Ss) te 2ai,6 + 2547 + 2546 + Ay, = 0 
sind fiir 4, + 0 die Kugelfldchen: 
(10) (§ —a)?+(n—dbP? + (§—eP —P = 0, 


fiir 1, = 0, homogen gemacht in & , £1 in der Form § 7, (2), 
ein Ebenenpaar, das aus einer endlichen und der unendlich fernen 
Ebene besteht, oder die wnendlich ferne Doppelebene. 

Jede Kugel (10) schneidet die unendlich ferne Ebene t = 0 
in einem vom Mittelpunkt a, b, c und Radius 7 ganz unabhingigen 
eigentlichen imaginéren Kegelschnitt: 


(11) St) ots oe Oe ee 


dem imagmdren Kugelkreise. 
Im allgemeinen schneidet die Flache (4) die unendlich ferne 
Ebene in dem Kegelschnitt: 


(12) Ae + ini tiF=0, 1=0, 
der mit dem Kugelkreis (11) die Punkte: 
(13) E97: CP =I, —1,:4, —1,:4, —A, 


gemein hat. Ist die Fliche (4) dreiachsig (4, + 4, + A), so sind 
dies vier getrennte Punkte. Ist sie einachsig (A, = A, + ds), so 
sind es zwei mal zwei zusammenfallende: 


(14) 4 7? = 0, Gime: 0, t= 0; 


Die dreiachsigen Fldchen schneiden den imaginiren Kugel- 
kreis in wer getrennten Punkten S,, S,, Ss, S,. Die drei Neben- 
ecken des vollstindigen Vierecks dieser Punkte bilden das gemein- 
same Polardreieck (s. II, XII § 1, 247) der Kegelschnitte (11) 
und (12) und sind die unendlich fernen Punkte der Richtungen 
der drei Hauptachsen (Poncelet, Traité (1822), art. 621). 

Die eimachsigen Flichen (Rotationsflachen) beriihren den ima- 
gindren Kugelkreis im zwei Punkten S, = S,, S, = S,. Die Ebenen 


§ 10. Das Hauptachsenproblem. 567 


durch die Beriihrungssehne S,S, sind die Normalebenen der einen 
bestimmten Hauptachse (Rotationsachse). 


Die wunbestimmtachsigen Flichen enthalten den imaginéren 
Kugelkreis ganz. 


Das Hauptachsenproblem der Fliche 2. Ordnung deckt 
sich danach mit der Frage nach dem gemeinsamen Polardreieck 
der unendlich fernen Kurve (12) und des Kugelkreises (11). Es 
gibt entweder ein oder oo! oder co? solcher Polardreiecke. Dies 
beruht darauf, daB die eine Kurve (11) eine imaginire eigentliche 
ist und daher die Hlementarteilerexponenten der Biischeldetermi- 
nante (5) die Werte 1, 1, 1 haben (Stawde, Teubners Samm- 
lung XXX, 256). 


Bezieht sich die urspriingliche Gleichung § 7, (1) auf ein 
schiefwinkliges Koordinatensystem Oxyz mit den Achsenwinkel- 
kosinus: 


(15) % = COs ¥2, 6B = cos 2a, y = cosxy, 


so sind die Hauptachsenkoeffizienten A, , 4,, 4; in der auf die Haupt- 
achsenrichtungen bezogenen Gleichung (4) die Wurzeln der ku- 
bischen Gleichung (Gundelfinger, Nowv. Ann. (3) 13 (1884), 7): 


Qyy— A Ay — yh ay3 — BA | 


16 oy — VA Ugg — dX des — 2h) = 0. 
21 Me 92 23 


| G3, — BA Gy, — ad Ogg — A 
Die Koeffizienten dieser durch: 
(17) S?=1— a — B?—y? + 2aBy = sin? xyz 


dividierten Gleichung, also: 


Ag, 

(18) 5S?) ? 

a, (1a) +-a,,(1—B*) + ag 3 (1—y?) + 20g (By—0) +2445, (yor— B)-+-2a,2(cB- y) 
§2 


O41 bt Gq + Oy, + 20,,0 + 20,8 + 20,.7 
S2 


haben in jedem gemeinen Koordinatensystem Oxyz (innerhalb der 
affinen Geometrie) denselben Wert, falls «, 6, y die jedesmaligen 
Pascal, Repertorium. I12. 2. Aufl. 37 
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Achsenwinkelkosinus sind. Insbesondere ist dabei in jedem recht- 
winkligen System (innerhalb der dquiformen Geometrie): 


a=—p=y=0, Sie 
(Staude, Teubner-Samml. XXX, 499). 


§ 11. Die kanonischen Gleichungen. 


Die auf ein rechtwinkliges System Oxyz bezogene Gleichung 
§ 7, (1) erhalt in einem neuen rechtwinkligen System 82§y¢ die 
Form § 10, (4), falls ohne Riicksicht auf die Wahl des neuen 
Anfangspunktes §2 die neuen Achsen die Hauptachsenrichtungen 
der Fliche erhalten, die ein- oder mehrdeutig, aber unter allen 
Umstinden vorhanden sind. 

Von der Verfiigung tiber $2 hiingen nur noch die Koeffizienten 
Ay41 Coy, A54, 4, in § 10, (4) ab. Von diesen verschwinden die 
drei ersten alle drei immer dann und nur dann, wenn als Anfangs- 
punkt 2 ein (endlicher) Mittelpwnkt der Fliche gewahlt wird. 

Zugleich erhilt dann aj, einen bestimmten Wert, der bei 
mehr als einem Mittelpunkt von der Auswahl desselben unabhingig 
ist. Infolge der Bedingungen fiir mehr Mittelpunkte verschwinden 
dann von selbst auch noch einer oder mehrere der Koeffizienten 
4,, 4, 43. Die entstehenden Formen der Gleichung § 10, (4) und 
ihre jedesmaligen Bedingungen sind folgende: 


Ay, = 0: ein endlicher Mittelpunkt mit den Punktkoordi- 
naten: 


Sp eALG nes, ee 

(1) ei ede? ane Fe: 

‘ . P A 
(2) G(X Yr gy Ae cig Ay Se: 

44 


Ay, = 0, A = 0, Aj, + 0: eine endliche Mittelpunktsachse 
mit den Achsenkoordinaten: 
(3) Gog * W341 * Q1e * A14 * Moa * 34 = Opy t pg 2 Ong 2 Ong? Ops 3 Ong, 
k = 1, 2 oder 3; 


A’ 
(4) g (a, Y, a) Ati Poe aa at 
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Ay =0,A=0, Ay, =0, A” = 0, AZ, + 0: eine endliche 
Mibeelunictsebens nie sen pene oordinaten: 


(5) ME: SAS WS tee Oe ict hot) ig § Opa 
k = 1, 2 oder 8; 
Ae 
(6) g(a, Y Oe — 0: 
44 


Ay=0, A =0, A,,=0, A’ =0, Aj, =0, A” =0, ay, 0: 
unbestimmter Mittelpunkt; 

(7) g(&; Y, 2) = M40" (in homog. Koord. &, n, § 1). 

Ist kein endlicher Mittelpunkt vorhanden, so kann den 
homogen gemachten Gleichungen § 8, (13) durch einen oder mehr 
unendlich ferne Punkte geniigt werden, Es kénnen dann in § 10, 
(4) nur zwei von den Koeffizienten aj,, a3,, 3,4, daneben aber a 
verschwinden. Unter den folgenden Bedingungen entstehen dann 
die weiteren Gleichungen: 

Ay, = 0, AAj,-+ 0: ein unendl. ferner Mittelpunkt in der 
Richtung: 

(8) Oy By yy = Ayg? Agg ? Agy = py t Oye t Os, 
k = 1, 2 oder 3; 


ets 
(9) GH, Yy 2) = dyn? + 1,0 — 2//— a8 =0. 


Ay, = 0, A=0, Aj, = 0, A’ Aj, + 0: eine unendlich ferne 
Mittelpunktsachse von der Stellung: 
(10) 2 Pty = O42 Ops t Og = Ayy 2 Mpg ? Ag, 
k = 1, 2 oder 3: 


(11) g(a! y, 2) = ie +2) — 4 47 § = 0. 


Ae 0, 4= 0, A,, = 0, A= 0, A, = 0, A’ + 0: “eine 
unendlich ferne Mittelpunktsebene: 


(12) g(a Y, 2) =2V—A”-E=0. 

Die Gleichung § 7, (1) kann stets auf eine und nur auf eine 
der sieben Formen (2), (4), (6), (7), (9), (11), (12) gebracht 
werden. Nach dem Range der Fliche selbst und dem Range ihrer 
unendlich fernen Kurve ordnen sich diese kanonischen Formen in 
folgende Tabelle: 


3s 
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EE 


° 
a cay a “qurury}seq U/) 
Oat | 047, VAS + ve (o= "7 ‘0="P7 o= "7 F 
PP Lad i 
vy tha aperesjoddoq 
= 8 0=>——- & fa f LAA ce >) & 
Oy ay, at (0 ae B+ 54% ct 0p 9=tp y= ae 
PF ag q x 
’ re: Shy f Se de oe = hea * Ieeduepeiay “3309 
Ole) Yee eee, y te De eae C= le :oby o= Mp -z 
‘ : : thy p 1, || Sunupig *% esany ‘PUES 
* * O= 3 V+. +.3 7 Fe ea et Vis tre 70 AL 
“‘waueqe i HATHA ieee 
feed ‘orveduoueqy ‘IepurAz pun josey ‘sunupig *Z USOT, “uesiq a Dee 
70 iy ‘ é ¢ 
eee 0-F LV 0+ ‘O=V I 0== 7 7 oi df 
0= 7) \o=7 0=F “II ep Suey Se 


(1) 
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§ 12. Unterscheidung nach den Vorzeichen. 
Die Herstellung der kanonischen Gleichungen aller Fille bahnt 


Von den Koeffizienten kann unter den beztiglichen Bedin- 
Cauchy, Applic. 1 (1826), 253; Exerc. 3 (1828), 87 an, s. Hesse, 


gungen keiner mehr verschwinden. In der Tat bedeutet der Rang 
der Flache auch die miedrigste Zahl homogener Koordinaten in 


der Gleichung der Flache. 


ouaqg-"Buey 


; ; a oa cleddeg "<3 
Oe at O= 5 N*a +z 06a | , c+, ne 0 (om "gq 
‘Qo=%Q -¢ 
‘ eueqy-suvy, 
= sn°g—Aztio=sn°q— ‘jute * 
0 NSS iO8si mAs ? A A— Ae IM sf i Mh Fae : 5 ae 
care zen , mint. ae ‘Oped 
71) mee wdG, 2 
CS eueqy-SuBy, 
o=,8" E+ @ 
V= 3 SG O=. 87 e+,,0%n : sot. m*i + SNARES OS 
; a oh ae ee ay oo Aine “ye tee ai 
PR ie a nO aipeee dime 
ayyundyeddocy ‘doyyung ‘uesiq OSSULy OSSB[Y “S 
0+, ¢7 0=.f ot g UdAINY ‘Ussiq | woyoB,, “uUsstq 
(0 =F 0 a aAN Oe a Ol Fi Oe tO Tt UE tsa 


(FT) 
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Vorles. Raum 253; Staude, Teubners Sammlg. XXX, 532). In 
ihnlicher Weise kann die Gleichung § 7, (3) der Flache 2. Klasse 


(1) 


A =O) 


Higentliche Flachen. 


A>0 A<0: 
Ay, >, Ay, A AY, 
A’ Ai, > 9: | nicht beide>0: I 
I. Imag. Fl. | IL. Geradl. Fl. | Nichtgeradl. Fl. 
AL 0; le ero aan 
Aye Aig > 0:[8 T pt 9? tptp 
1. Imag. +1=0 i 
Ay, =- 0: Kegelschn. |Imag.Ellipsoid| Ellipsoid 
Higentl. : 7 
Kegelschn. Ass Ags Aus 5° 1" 36" ae? eae 
nicht beide a te B? 2 we? py 
0: 7 7 
—1=0 —1=0 
2. Reell. toe 
Kegelschn. Hinsch.Hyperb. | Zweisch. Hyp 
; | @ 
Ais = 0: Be ye 
3. Imag. -_ 
Ay = 9, Linienpaar || Bi = 
Lipteeny Ell. Paraboloid 
Higentl. nr @ 
Linienpaar || 44, <0: Bi 9? 
a Reell. fy 2 i) 
etal Hyp. Parabol. 


Ay, =0, Ai,= 0, A+ 9, 
5. Doppellinie 


AO) eA —= 0A — O08 
6. Unbestimmt 
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durch Koordinatentransformation auf eine der Formen der Ta- 
belle (14), 8S. 571, gebracht werden. 


ae 0, AO: A=0, A’=0, A” +0: |A=0, 4’=0, 
Kegel Ebenenpaare pAiea—1() 
i is ve wt ” A’ £ =e 0 $ 
Aj, > 0, Aj, A AY, a 0: rAtea <<al()ic 
A, >0: | nicht beide>0: 
VI. Vit VU. 
_||IV. Imag. Kegel | V. Reelle Kegel ||Im. Ebenenp.| Reell. Eb.-P. || Dopp.-Eb. 
en. S 
oe 1 Ba ce,3 
——() 
Imag. ell. Kegel 
&? ‘ite Ge 
ean BF 
—=-() 
Ellipt. Kegel 
n? (ee Cae 
pte tine Rt Pt 
mag. wi Zylind.| Ellipt. Zylind. |Im. nee 
n? fe n? (g2 oa, 
BR Peg ve pas 
Hyperb. Zylind. Reell. Eb.-P. 
2 2 2 
Dade ero er et 
v4 
: In. R. Endl. 
Pareb. Zylind. | ralleleb.-P | Paralleleb.-P,|| Dopp-Eb. 
ge) =0 || @)=0 
Endl. 
+u.f. Eb. ju. f. Dpp.-Eb. 


574 Kapitel XXV. Flachen 2. Ordnung nach ihrer Gestalt. 


Hier haben B’, B’, B’”’ fiir die Determinante B die ent- 
sprechende Bedeutung wie § 9, (4) und ist zur Abkiirzung gesetzt: 


(15) By Pie et Beg 


(§ 7, (8)). Die Koeffizienten my, #2, #, sind die Wurzeln der ku- 
bischen Gleichung: 


| by — Oe bys Dy 
|b Dog — Ogg b 
(16) | “at Bo er pnb “YEs Es |= 0 
| Ds Use bsg — Wag | 
| ay D4s bsg Das 
und v,, vs, v3 die Wurzeln der Gleichung: 
by — ¥ Oye Oss | 
(17) Day beg —v dys == (). 
| Begs Ose bsg — | 


Pliicker, Syst. d. anal. Geom. Raum (1846), 191; Hesse, 
Vorles. Raum (8. Aufl.) 173; Clebsch-Lindemann, Vorles. 
Raum 204; Staude, Teubners Sammlg. XXX, 563. 


§$ 12. Unterscheidung nach den Vorzeichen. 


Aus der Regel des Descartes (I, 1, 8. 346, Satz 3) lassen 
sich die Vorzeichen der Wurzeln 1,, 4), 43 der Gleichung § 10, (6) 
bestimmen. Mit Riicksicht darauf ergibt sich alsdann die weitere 
Gliederung (1), 8. 572/83, der Tabelle § 11, (13), in der nun die 
Koeffizienten je nach ihrem Vorzeichen als positive oder negative 
Quadrate reeller Gréfen a, B, y bezeichnet sind. 


Die Anordnung ist so getroffen, da8 z. B. der elliptische 
Zylinder derjenige reelle Kegel (V. Kolonne) ist, der die unend- 
lich ferne Ebene in einem imaginiren Linienpaar (3. Zeile) schnei- 
det. Die Tabelle erschépft alle Fldchen 2. Ordnung, welche 
in der auf ein rechtwinkliges System bezogenen Gleichung § 7, (1) 
enthalten sind, und gibt die Bedingungen an, unter denen diese 
Gleichung die eine oder andere Art darstellt. In den freien Fel- 
dern widersprechen sich Zeilen- und Kolonnenbedingungen, 


§ 13. Unterarten der Flichen 2. Ordnung. 575 


Die Bedingungen der I. und IV., II. und V. Kolonne kénnen 
auch in der Form: 


(2) LV AP 0s AA Sp: 
I, V:) Ae, A A’ nicht-beide > 0 


gegeben werden. Die Tabelle gilt dann nicht nur fiir rechtwink- 
lige Koordinaten «, y, z in der Ausgangsgleichung § 7, (1), son- 
dern auch fiir schiefwinklige, wie tiberhaupt fiir beliebige Tetra- 
ederkoordinaten, deren Tetraeder als vierte Seitenfliche die unend- 
lich ferne Ebene hat. 

Gundelfinger in Hesse, Vorles. Raum (3. Aufl.) 465; 
Clebsch-Lindemann, Vorles. Raum 161; Timerding, J. f. 
Math. 122 (1900), 172; Koehler, Arch. Math. Phys. (3) 3 
(1902), 21; Heffter, J. f. Math. 126 (1903), 83; Gundelfinger, 
J. f. Math.127 (1904), 85; Staude, Tewbners Sammlg. XXX, 539. 


§ 13. Unterarten der Flaichen zweiter Ordnung. 


Die Fliche § 7, (1) ist eine Rotationsfldche, wenn zwei Wur- 
zeln der kubischen Gleichung § 10, (5) gleich sind oder, auf die 
urspriinglichen Koeffizienten tibertragen, wenn entweder keiner 
der drei Koeffizienten dy3, @3,, @. verschwindet und dann: 


(1) gy Gyz — O44 9g #2 Mag — Mag Myy # Mg3 Mg1 — gg M19 = Ugg? Myx ? yoy 
oder zwei, etwa a3, und d,,, verschwinden und dann: 


(2) (G14 — 4g2) (G14 — Ag) — ag, = 0, 
oder alle drei verschwinden und dann zwei von den Koeffizienten 
Qy4) Gog, M3 gleich sind (Cauchy, Exerc. 3 (1828), 10; 20; 
Hesse, Vorl. Rawm (3. Aufl.), 282). 

Die Flache § 7, (1) ist eine Kugelfldche, wenn 1, = 1, = dg 
oder: 
(3) Oy, = Ugg = Agg} Ugg = Az, = yy = O. 


Die Fliche § 7, (1) heiBt gleichsettig, wenn: 
(4) fds =0 
oder in den ursprtinglichen Koeffizienten ausgedriickt: 


(5) Ay = 9; 
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dual gleichseitig, wenn: 


(6) Ag dg + dgdy + Agdg =O (AyAgds 4-0) 
oder: 
(7) Ay=90 (4-0) 


Gleichseitig kénnen die beiden Hyperboloide, der elliptische 
Kegel, das hyperbolische Paraboloid, der hyperbolische Zylinder 
und das reelle Ebenenpaar sein, dual gleichseitig die beiden Hyper- 
boloide und der elliptische Kegel. 

Der Kegel und das einschalige Hyperboloid: 


a? y? ge a? y? g2 
me ae os Os a) ee 
sind gleichseitig, wenn: 
1 1 1 
(10) ibe ea 


Sie haben die charakteristische Higenschaft, daB es zu jeder Er- 
zeugenden zwei zu dieser und unter sich senkrechte, also oo? 
Tripel senkrechter Erzeugender gibt. 

Die Flachen (8) und (9) sind dual gleichseitig, wenn 


(11) a? +b? — c= 0. 


Der Kegel hat dann die charakteristische Higenschaft, da® es zu 
jeder Tangentialebene zwei zu dieser und unter sich senkrechten 
Tangentialebenen gibt (Magnus, Au/fg. 2 (1837), 323; Schroter, 
Oberfl., (1. Aufl.) 195; tiber den Zusammenhang mit der Theorie 
der gleichseitig hyperbolischen Schnitte Staude, Teubners Samig. 
XXX, 628). 

Die Fliche § 7, (1) ist orthogonal, wenn: 


(12) (a, + '4g—2,) (4g + 4, = dq) (a, + dg — ds) a 0) 

oder: 

(18) A’ — 4A, At + 84, = 0 

und dual orthogonal, wenn: 

(14) (asa, te Ay Ag— Agdg) (Ay Ag + Ag 4g —Ag Ay) (ag Ag+ Aga, —A, Ag) el 


oder: 
(15) Aj 4A, A, A+ SAzi=—O: 
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Der Kegel und das Hyperboloid (8) und (9) sind orthogonal, 
wenn mit a?> b?: 


1 1 1 


Beim Kegel stehen dann die beiden in der Hauptebene der kleinsten 
Offnung liegenden, beim Hyperboloid die vier durch die Scheitel 
der groBen Achse gehenden Erzeugenden auf den Kreisschnitt- 
ebenen senkrecht (Schroter, Oberfl. (1. Aufl.) 184; 195; Clebsch- 
Lindemann, Vorles. Rawm. 195; Entstehung der verschiedenen 
Erzeugungsarten beiStaude, Teubners Samlg. XXX, 970, Anm. 165). 

Vom Kegel (8) gibt es auBer dem gleichseitigen, dual gleich- 
seitigen, orthogonalen und dual orthogonalen als weitere Unter- 
arten (immer a? > b? angenommen): 


b= c. Kegel des Pappus mit zwei Biischeln 
von Ebenen, die in einem recht- 
winkligen Geradenpaar schneiden; 


Gee= C, Kegel des Hachette mit zwei Biischeln 
von Strahlen, durch die zwei recht- 

(17) winklige Tangentialebenen gehen; 
a®— 2b?+c?=0, Kegel mit rechtwinkligen Fokallinien; 


—=0, Kegel mit rechtwinkligen Kreisschnitt- 


ebenen (Reye, G. d. L. 1, (4. Aufl.) 
260; Staude, Teubners Samlg. XXX, 
963, Ann. 1438). 
Von besonderen Flichen 2. Klasse ist der imagindre Kugel- 
kreis: 


(18) w+vtt w?=0 


zu nennen, bezogen auf irgendein rechtwinkliges Koordinaten- 
system Oxyz (Hesse, Vorles. Raum (3. Aufl.) 338). 


Kapitel XXVI. 


Allgemeine Rigenschaften der Flichen zweiter Ordnung 
und die Theorie ihrer ebenen Schnitte.’) 


e Von QO. Staude in Rostock. 


§ 14. Harmonische Pole und Polarebene bei der Flache 
zweiter Ordnung. 


Die Fliche zweiter Ordnung § 7, (4): 


ans 
(1) r= >! 1 yy = 0 
1 ost 


wird von einer geraden Linie in zwei Punkten S, und S, ge- 
schnitten. Ist die Gerade als Verbindungslinie zweier, wie die 
Gleichung (1), in Tetraederkoordinaten gegebenen Punkten: 


P= ound. Po == 4°) byes tO mee 


bestimmt, so sind die Koordinaten ihres laufenden Punktes durch 
einen Parameter 4 in der Form 2,“)+ ia, dargestellt. Die 
Parameter der beiden Schnittpunkte S, und S, bestimmen sich 
alsdann aus der quadratischen Gleichung: 


(2) fick 2fi2d + fogd? = 0. 


Hier sind 7,, und fy, die Werte der quadratischen Form f fiir 
die Punkte P, und P, und ist: 


aA a 4 Oy as 
(3) fie — aria? = DE FO 0, = > I fo? a, 
1 1 


1) Des bequemen Riickverweisens wegen sind die Paragraphen 
von Kap. XXV bis Kap. XXVII durchlaufend numeriert. a 
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worin /,) und f,@ die fiir die Punkte P, und P, gebildeten line- 
aren Ausdriicke: 


4 

(4) fs = fa (@1» We » ey 4) = lays m. 
r 

Unter der Bedingung: 

(5) fia 9, 


fy, und f, nicht beide 0 vorausgesetzt, sind die gegebenen Punkte 
P, und P, zu den Schnittpunkten 8, und S, harmonisch und 
heiBen harmonische Pole in bezug auf die Fliche. 

Auf jeder Geraden, die nicht ganz der Fliche angehort, gibt 
es co! Paare harmonischer Pole, die eine Involution harmonischer 
Pole mit den Doppelpunkten S, und S, bilden. 

Der Ort aller harmonischen Pole P eines festen Punktes P, 
ist eine Ebene, die Polarebene des Punktes, mit der Gleichung: 


(6) fy ay sis fa, =) eee sie FOL, = 0. 


Sie ist die Ebene des Kegelschnittes, lings dessen der von P, an 
die Fliiche gelegte Beriihrungskegel die Fliche beriihrt. 

Ein Punkt liegt immer dann und nur dann mit seiner Polar- 
ebene vereinigt, wenn er ein Punkt der Fldche ist. Seine Polar- 
ebene ist dann die Tangentialebene in ihm. 

In der durch a,, = a, bedingten Symmetrie der Bedingung (3) 
in bezug auf x, und x, liegt die involutorische Higenschaft von 
Pol und Polarebene ausgesprochen: Von zwei harmonischen Polen 
liegt jeder in der Polarebene des andern. 

Die Koordinaten w, der Polarebene des Punktes x, sind mit 
einem Proportionalititsfaktor: 


(7) OU, = f= Ur % + Mg Xo + Ag Xs + Apg Ly. 


Diese Gleichungen sind fiir a,,=- a, der allgemeine Ausdruck der 
reziproken Verwandtschaft (Korrelation) im Raume. Von ihr gibt 
es zwei involutorische Spezialfalle, den hier vorliegenden a,, = a,, 
und den Kap. XXIX, § 4 zu besprechenden a,,—= —a,,. Die Polar- 
verwandtschaft in bezug auf eme Fldche 2. Ordnung ist also ein 
Spezialfall der Korrelation. 

Die Frage, inwieweit zu jedem Punkte x, eine bestimmte 
Polarebene gehort, fiihrt nach (7) wieder auf die singuldren Punkte 
zurtick, die nun als Punkte wnbestimmter Polarebene erscheinen. 
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Die Polarsysteme unterliegen daher der Hinteilung nach dem 
Range, wie die Flachen 2. Ordnung selbst. 

Zwei harmonischen Polen bei der Fliche 2. Ordnung ent- 
sprechen dual zwei harmonische Polarebenen u, und wu, bei der 
Fliche 2. Klasse: 


4 4 
(8) F= >} >! bu, = 0. 
1 1 


Sie sind zu den beiden durch ihre Schnittlinie gehenden Tangential- 
ebenen harmonisch und sind durch die Bedingung verkniipit: 


4A 4 
cf 1 


Alle zu einer festen Ebene harmonischen Polarebenen gehen durch 
einen Punkt, den Pol der festen Ebene. 


Die Polarentheorie der Flachen 2. Ordnung beginnt bei 
Monge, Géom. descr. (1798/9), Ostwalds Klassiker 117, 197 
und wird von Gergonne, Ann. de math. 1 (1810/1), 337; 3 
(1812/3), 293; 17 (1826/7), 273; Brianchon, J. ¢c. polyt. cah. 
18 (1806), 297; Lamé, Examen des méthodes (1818), 48; Pon- 
celet, Traité (1822), 180; 396 weitergefiihrt. Die Erkenntnis, 
daB die Polarverwandtschaft ein Spezialfall der Korrelation iiber- 
haupt ist, wird durch Moebius, Werke 1 (1827), 169—318, 
Pliicker, Abhandl. 1, 149; 178, 224; Steiner, Werke 1, 305 
gewonnen, auch bei Magnus, Aufgaben 2, 127; Chasles, Apercu 
(1837) 219; 370; 633. 


§ 15. Allgemeine Polarentheorie der Flachen 
verschiedenen Ranges. 


Das wesentliche Merkmal der Polarentheorie der eigentlichen 


Flachen 2. Ordnung und 2. Klasse ist das Fehlen unbestimmter 
Polarelemente. 


Zu jedem Punkt des Raumes gehirt eine bestimmte Polar- 
ebene, der Ort aller harmonischen Pole des Punktes. Zu jeder 
Ebene des Raumes gehért ein bestimmter Pol, der Trager aller 
harmonischen Polarebenen der Ebene. Jeder Punkt ist der Pol 
seiner Polarebene, jede Ebene die Polarebene ihres Poles. 
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Zwischen Pol x, und Polarebene w, bestehen die Beziehungen: 
4 


4 
bis Gu, = Mam, (2) oa RA iy 
1 


1 


Beide Gleichungensysteme sind mit eo =A wechselseitig Auf- 
lésungen voneinander. 

Die Polarebenen der Punkte einer geraden Punktreihe 
bilden einen ihr projektiven Ebenenbiischel, die Pole der Ebenen 
eines Biischels eine ihm projektive Punktreihe. Die Achse des 
Biischels und die Gerade der Reihe entsprechen sich wechselseitig 
als reziproke Polaren. Es sind zwei Gerade, von denen jede die 
Schnittlinie der Polarebenen zweier Punkte der andern ist. Die 
Polarebenen der einen von zwei reziproken Polaren gehen durch 
die andere. Jeder Punkt der einen ist harmonischer Pol jedes 
Punktes der andern. Die Verbindungslinie zweier Punkte der 
Fliche hat als reziproke Polare die Schnittlinie der Tangential- 
ebenen der beiden Punkte. Sind p, und g, (k = 1, 2,..., 6) die 
Strahlen- und Achsenkoordinaten einer Geraden und p,’ und q,’ 
die der reziproken Polaren, so bestehen zwischen beiden die Be- 


ziehungen: 
6 


6 
(3) eo = Hew, (4) op, = Ana 

T T 
wo A,, die Unterdeterminanten 2. Grades aus den A,, sind. 


Liegen Pol x, und Polarebene wu, vereinigt, so ist jener ein 
Punkt der Flaiche und diese die Tangentialebene in ihm. Elimi- 
niert man daher wu, mittels (1) oder x, mittels (2) aus der Be- 
dingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene: 


4 


(5) hit, = 0, 


1 


so erhilt man die Gleichung der Fldche in Punkt- oder Ebenen- 
koordinaten: 


wen: ud Ash bor 
(6) r=>} att, = 0, CIF =>} Age = 0. 
Pours Led 


Liegen zwei reziproke Polaren vereinigt (schneiden sie sich), so 
liegt ihr Schnittpunkt auf der Flache, und sie sind beide Tan- 
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genten in ihm. Eliminiert man gi mittels (3) oder pz mittels (4) 
aus der Bedingung der vereinigten Lage zweier Geraden: 


6 
(8) Porn = 0, 
T 


so erhilt man die Gleichung der Fldche in Strahlen- oder Achsen- 
koordinaten: 


G22 76 ara. 
(9) 9= >! eur = 0. (10) ® ->} Aah = 0. 
Lia Ly tah 


Zwei sich schneidende reziproke Polaren sind ,,konjugierte’ Tan- 
genten. Sie sind zu den durch ihren gemeinsamen Beriithrungs- 
punkt gehenden Erzeugenden harmonisch. 

Fallen zwei reziproke Polaren ganz zusammen, so bilden sie 
eine Erzeugende der Fliche. Die Annahme q,’ = q,= p;, unter k 
die komplementiire Variation zu k aus der Reihe § 7, (9) ver- 
standen (z. B. k = 23, k= 14), gibt aus (3) als Bedingungen 
fiir die Erzeugenden: 


6 
(11) Op; ->! 0.7 Py- 
1 


Diese sechs Gleichungen sind aber nur fiir: 


(12) o=2VA, oe 1, 


vertriglich, zihlen alsdann fiir drei unabhiingige und bestimmen 
jede der beiden Scharen von Erzeugenden, die eine fiir e = + 1, 
die andere fiir « = — 1 als gemeinsame Geraden yon drei linearen 
Komplexen. Es sind die Gleichungen der beiden Regelscharen in 
Strahlenkoordinaten (Staude, Teubners Samlg. XXX, 824). 
Konjugiert beiBen zwei Elemente, wenn jedes mit dem Polar- 
element des andern vereinigt liegt. Zwei harmonische Pole sind 
konjugierte Punkte, weil jeder in der Polarebene des andern liegt; 
zwei harmonische Polarebenen sind konjugierte Ebenen, weil jede 
durch den Pol der andern geht. Konjugierte Gerade sind solche, 
von denen jede die reziproke Polare der andern schneidet. Jede 
Gerade hat also co® konjugierte, die Transversalen ihrer rezi- 
proken Polare und auch diese letztere selbst. Zwischen zwei kon- 
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jugierten Punkten 2,9, x,%), Ebenen u,“, u,, Strahlen p,\, p,®) 
oder Achsen q,"), g, bestehen beziiglich die Bedingungen: 


(18) fia = Sana? = 0, (14) Fy= DPD AyuQPuy? = 0; 
digo ce ee: 
Gee 6 sees 

a5) Piz ->!>! Op Dx”? DY = 0, (16) Dyy = > : » AG 9 = 0. 
Bead ae! 


Es sind zugleich die Gleichungen der Polarebene des Punktes «,(?) 
in laufenden Punktkoordinaten 2,, des Poles der Ebene wu,“ in 
laufenden Ebenenkoordinaten w,), der reziproken Polare des 
Strahles p,™ in laufenden Strahlenkoordinaten p,® und der Achse 
g,? in laufenden Achsenkoordinaten q,”). 

Die Polarentheorie des Kegels kommt im wesentlichen auf 
das Polarbiindel an seiner Spitze zuriick. In diesem entsprechen 
sich je ein Strahl und eine Ebene als Polstrahi und Polarebene 
wechselseitig eindeutig. Zwei Strahlen sind konjugiert, wenn der 
eine in der Polarebene der andern liegt, zwei Ebenen sind kon- 
jugiert, wenn die eine durch den Polstrahl der andern geht. Pol- 
strahl und Polarebene liegen vereinigt, wenn jener eine Erzeu- 
gende des Kegels und diese die Tangentialebene lings der Er- 
zeugenden ist. 
| Die Polarentheorie des Ebencnpaares kommt im wesentlichen 
auf die Ebeneninvolution zurtick. Zwei Ebenen an der Achse des 
Paares entsprechen sich wechselseitig eindeutig als zwei zu dem 
_ Ebenenpaar harmonische Ebenen. 


§ 16. Polarentheorie besonderer Flachen. 


Bei dem Ellipsoid oder Hyperboloid: 


4? y? g? 
(1) at peta O= 0, 
das in Ebenen- und Strahlenkoordinaten die Gleichungen hat: 
| (2) a’y? + b?y? + c?w?— s?= 0, 
P33 Dime elie. Pid ee bs) 6 Dias s 
(3) OG? ‘a ca? i a? 0* a? b? CG 


Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 38 
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bestehen zwischen Pol x, y, 2, t und Polarebene uw, v, w, s die 
Beziehungen: 


x z 
(4) OU Bt0 qu= 4, I ee sat 


und zwischen zwei reziproken Polaren: 


, p ’ Po Qo p 
O03, een ie CDi "sae 
(5) 
Pp. ’ Pp. wn aes Pre 
OP 14 <= bBo? OPs4 = tai ’ OPo4 = 2B? 5 


Die Erzeugenden sind beim einschaligen Hyperboloid: 


a? y? g? 
(6) ai tora} 


die gemeinsamen Linien der drei linearen Komplexe: 


Pog eee Psi Peer Dies = tegeh se 
(7) be are Ci eb Pe mga 
wo ¢= 1 fiir die eine und ¢ = — 1 ftir die andere Schar ist. 
Mit a? = b? = c? = — 1 entsteht aus (4) das Polarsystem der 


Dualitit in gemeinen Koordinaten: 
(8) eryr:e:t=urviwes. 


Zwei sich in diesen entsprechende Flichen heiBen polarreziprol 
in bezug auf den Ursprung 0. Die Reziproke einer Kugel in be- 
zug auf einen beliebigen Ursprung 0 ist dann eine Rotationsflache 
2. Ordnung, deren einer Brennpunkt in 0 und deren Rotationsachse 
in den Leitstrahl 0M des Kugelmittelpunktes Wf fallt. 


Bei dem Paraboloid: 
2 2 
(9) ip t+ Qat+aP®=0 
welches in Ebenen und Strahlen-Koordinaten die Gleichung ha 
(10) bv? + cw? 4+ 2us—au2=0, 


(11) #3 —. 5) Piste + 9 Pai Pes a pigt ate a Bs — 0, 
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—bestehen zwischen Pol x,y, 2,t und Polarebene w, v, w, s die 
_Beziehungen: 


y z 
maz) owt, Qu=— a, w= 3, os=atat 


und zwischen zwei reziproken Polaren: 


f 1 p , 
OS cieemare. ity, (OD ai —— aes HF +a oe OP, = aie ates , 
= (13 
q = 85 fe ok Ee oA 
OP bic?? Ca 2 ges 0P,, = — van 


Die Erzeugenden sind beim hyperbolischen Paraboloid: 
.. eee oe 

(14) pF git 2a=0 
die gemeinsamen Linien der drei Komplexe: 


, (15) Pog = EDCP14, Os, = ECPyg, EPgg = EDDs,, 


wo ¢=-+1 oder — 1 ist. 
Im Polarsystem des Kegels: 


‘ me? y? g? 

(16) aia 

-entsprechen sich ein Polstrahl mit den Richtungskosinus a, 6, y 
und eine Polarebene mit den Stellungskosinus uw, v, w nach den 
-Gleichungen: 

(17) wrviw= 2h. 

Es ist die Beziehung zwischen Durchmesser und konjugierter 
Diametralebene beim einschaligen Hyperboloid § 6, (2). 


In bezug auf den Kugelkegel: 
(18) et y+ 22=0, 


im orthogonalen Polarbiindel“ stehen Polstrahl und Polarebene 
aufeinander senkrecht. Insbesondere entspricht dem Kegel (16) 
hier der reziproke Kegel: 


< 
t 


ax + b?y? — ees 0, 
387 
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dessen Tangentialebenen auf den Erzeugenden des Kegels (16) 
senkrecht stehen. Den Kreisschnitten des einen von zwei rezi- 
proken Kegeln entsprechen die Fokallinien des andern. 


In bezug auf den imagindren Kugelkreis: 
(20) w+ vt w?=0 


sind zwei Ebenen konjugiert (harmonische Polarebenen), wenn 
sie aufeinander senkrecht stehen. Der Pol einer Ebene ist der 
gemeinsame unendlich ferne Punkt aller Normalen der Ebene. 


§ 17. Der Achsenkomplex der Flache zweiter Ordnung. 


Die von Pol auf Polarebene gefallte Senkrechte heif®t eine 
Achse der Fliche 2. Ordnung. Die Gesamtheit aller Achsen bildet 
den Achsenkomplex. Er besteht auch aus allen Geraden, die zu 
ihrer reziproken Polaren senkrecht sind. 


Fiir das Ellipsoid oder Hyperboloid: 


v4 2 2 
1 sa la ag 
(1) 2 oS 
ist die Gleichung des Achsenkomplexes: 
(2) Pos Pia + BP31Poa + YPi9P34 = O, 
fir das Paraboloid: 
2 2 

(3) Fat ae ao 
lautet sie: 
(4) Po3 Py4 + (6 a) Pos P34 = O. 


Die durch einen festen Punkt P, gehenden Komplexstrahlen 
bilden einen gleichseitigen Kegel 2. Or neg k, Die in einer Ebene ID, 
liegenden Komplexstrahlen umhiillen eine Parabel p. 


Derjenige Punkt einer Achse, dessen Polarebene auf ihr senk- 
recht steht, heiBt der konjugierte Pol der Achse. Der Ort der 
Pole der durch einen festen Punkt P, gehenden Achsen ist eine 
gleichseitige kubische Hyperbel (s. Kas XXIX § 6), die auf dem 
Kegel k liegt. Dagegen erfiillen die Pole der in einer festen 


bene IT) liegenden Achsen eine gerade Linie, die Tangente der 
Parabel p st. 
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In den co* Achsen der Fliche gehéren auch ihre co? Nor- 
malen, da sie die in den Punkten der Fliche auf der zugehérigen 
Tangentialebene errichteten Senkrechten sind. Die Fufpunkte 
der durch einen Punkt P, gehenden Normalen sind die Schnitt- 
punkte der kubischen Hyperbel mit der Fliche. Es sind beim 
Ellipsoid und Hyperboloid sechs, beim Paraboloid fiinf. 

Konfokale Fliichen haben denselben Achsenkomplex. Der 
Achsenkomplex einer Fliche besteht auch aus den Normalen aller 
zu thr konfokalen Fldchen. 

Reye; G. d. L. 2 (1907), 223; Lie-Scheffers, Beriih- 
_ rungstransformationen (1896), 271; 320. 


§ 18. Polartetraeder und Quadratdarstellung. 


Vier nicht in einer Ebene liegende Punkte, von denen jeder 
harmonischer Pol jedes andern ist, bestimmen ein Polartetraeder 
der Fliche 2. Ordnung. 

Bei den ezgentlichen Fldchen 2. Ordnung und 2. Klasse sind. 
je zwei Ecken, je zwei Seitenflichen und je zwei Kanten eines 
Polartetraeders konjugiert. Jede Ecke ist der Pol der gegeniiber- 
liegenden Seitenfliche, jede Seitenfliiche die Polarebene der gegen- 

_tiberliegenden Kcke, jede Kante die reziproke Polare der gegen- 
tiberliegenden Kante. Es gibt oo® Polartetraeder. 

Beim Kegel fallt eine Ecke in die Spitze, beim Ebenenpaar 
fallen zwei Ecken in die Achse und bei der Doppelebene drei 
Hcken eines Polartetraeders in diese selbst hinein. 

Immer dann und nur dann, wenn die Gleichung der Flache 
2. Ordnung: 


ceed 
(1) f=>} at) = 0 
1 1 


auf ein Polartetraeder transformiert wird, erhilt sie die Form 
(Pliicker, Syst. anal. Geom. Rawm (1846), 88): 


(2) — fy? + fog Ya” + fs3¥s° + fas = 0, 


in der nur die Quadrate der neuen Koordinaten y,, Yo, Y3, Y4 
yorkommen. Die Koeffizienten f,, sind die Werte der Form / in 
den Ecken des neuen Tetraeders. 

Die Anzahl der nicht verschwindenden Glieder in der Glei- 
chung (2) ist gleich dem Rang der Fliche. 
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Die Transformation der Fliche (1) auf die Quadratdarstel- 
lung (2) ist wegen der willktirlichen Wahl des Polartetraeders 
auf co® Weisen miglich, wobei jedesmal noch der Hinheitspunkt 
der Tetraederkoordinaten willkiirlich bleibt. 

Zu demjenigen Polartetraeder, welches sich am engsten an 
das urspriimgliche Koordinatentetraeder der Gleichung (1) anschlieft, 
leitet die ,,Stufentransformation“ (Jacobi, Werke 3, 590;Plicker, 
Abhandl. 1, 399): 


| = Yy — My Vq F %3Y3 1 ArsY4; 


(3) ty = Ay, Yo + C3 Y3 + AgsY4, 
Ls = tt33Y3 + AgsYy, 
dame Ags 


tiber, vorausgesetzt, daB: 
(4) Ay M33 Aq = 0. 


Durch sie wird die Gleichung der Fliche: 
(5) f= On 4a a5 Ay 1 %33 Yo” + Pee. Se) A, Ay?i= QO. 


Ein zweites ausgezeichnetes Polartetraeder ist dasjenige, 
welches die Fliche (1) mit der imaginiren eigentlichen Fliche 
2. Ordnung: 


(6) g = ae+ ay? + a3? + 2 i= 6 


gemein hat. Es wird bei der orthogonalen Substitution (Cauchy, 
Exerc. 4 (1829), 140; Jacobi, Werke 3, 199; Hesse, Vorl. 
Raum 259; WeierstraB, Berl. Ber. 1858, 213): 


(7) a San, 
; af VGian _ 


benutzt, wo 2, die Koordinaten der m*" neuen Ecke sind und 
Imm er Wert von g fir dieselbe ist. Sie fihrt gleichzeitig (6) in: 


(8) 9= 4, + yy" + ys? + y,2 = 0 
und (15) in: 


(9) f= Aya? + agyy? + As¥3" + Agy? = 0 


§ 18. Polartetraeder und Quadratdarstellung. 589 


liber. Dabei sind 4,, dy, dz, A, die stets reellen Wurzeln der bi- 
quadratischen Gleichung: 


Ay; —A Ah ay3 Oy4 
a Ago — a 
21 22 23 24 
(10) 40) =}, Ee =0 
31 A39 a33 M34 
gy O49 O43 Ayy— 4 


oder entwickelt: 
(11) A(a) = 4— A” 4 ANP AL 4+ A=. 


Die Koordinaten «” der m‘® Ecke des eingeftihrten Polartetra- 
eders, von denen in (7) nur die Verhiltnisse eingehen, werden 
ihren Verhiltnissen nach durch die mit 4 =4,, gebildeten Glei- 
chungen bestimmt: 


Cr zc a) Hy + Ay, He + Ayg%z + ay, %, = 0, 
gy @y (Ag = a) Tq + Agg%3 + Ag4%, = 0, 
34 %_ + Age Ly + (ass — A) t% + dz, %, = 0, 


yy By + Gy, Hq + My + (Gy, —A)a, =0. 


(12) 


Die Transformation ist stets méglich, da die Elementarteiler- 
exponenten der Determinante (10) immer 1, 1, 1, 1 sind (Staude, 
Teubners Sammi. XXX, 879). 

Nach dem Trdgheitsgesetz der quadratischen Formen ist die 
Anzahl der Koeffizienten von einerlei Vorzeichen in (2) immer 
dieselbe, welches auch das gewihlte Polartetraeder sei. Die 
Flachen 2. Ordnung zerfallen mit Riicksicht auf diese Vorzeichen 
unter folgenden Bedingungen in folgende ,,Spezies*: 


0A OA AO: 
Le f= 07 yy? + 4? yg? + 057 9g” + 47 yy = 0; 
eig. imag. Flichen; 
A>O, A’, A’A” nicht beide > 0: 
A+0 I. f= a7 yy? + 0%? yy” — 075" ys” — 0" y," = 0, 
. eig. geradl. Fliachen; 
Wicd 0 
TID. f = 0,7 y,? + O97 Yq? + 0137 yg”? — 04? yy” = 0, 
eig. nicht geradl. Flichen; 
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Ai 0, 7 to O: 
IV. f= ayy? + Oh? Yn” + os" ys = 0, 
A=0, imag. Kegel; 
A’'+0 A”, A’ A’ nicht beide > 0: 
Ve f= 0,2 442 + 0%? Yq? — 057 4g" = O, 
reell. Kegel; 


a 30: 
ae 0; VI. f = a7 4,2 + a” ¥* = 0, imag. Ebenenpaare; 
A =0 
; AIL re Oe 
A” + 0, s 


VIL. f = 0,2 9,7? — @y” yg? =0, reell. Ebenenpaare; 
0d = 04 A" 0, A 0: 
VII. f = a, y,? = 0, Doppelebenen. 


Diese Spezies bilden auch die Kolonnen der Tabelle in § 12, (4). 

Zu den Polartetraedern der Ellipsoide und Hyperboloide 
gehéren auch die aus den Verbindungsebenen dreier konjugierten 
Durchmesser und der unendlich fernen Ebene bestehenden Tetra- 
eder, auf die sich die Gleichung § 6, (4) bezieht. 


§ 19. Erzeugung der Flachen zweiter Ordnung durch 
Elementargebilde. 


Die geradlinigen Flichen 2. Ordnung haben zwei Scharen 
von Erzeugenden. Die Punktreihen, in denen zwei feste Erzeu- 
gende der einen Schar von einer laufenden Erzeugenden der an- 
deren geschnitten werden, sind projektiv. Die Ebenenbiischel, 
welche zwei feste Erzeugenden der einen Schar mit der laufenden 
Erzeugenden der anderen verbinden, sind projektiv. 

Umgekehrt ist der Ort der Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier projektiver Punkireihen, sowie der Ort der Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen zweier projektiver Ebenenbiischel eine 
Regelschar einer geradlinigen Fliche zweiter Ordnung (Steiner, 
Werke 1, 370). 

Bei zwei reziproken Bindeln im Raume entsprechen den 
Strahlen des einen die Ebenen des anderen und umgekehrt den 
Ebenen des einen die Strahlen des anderen. Der Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen und Ebenen gweier reziproker 
Biindel ist eine Fliche 2. Ordnung. In jedem der beiden 
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Biindel gibt es ein Paar von Strahlen, die je mit ihrer entsprechen- 
den Ebene vereinigt liegen. Je nachdem dieses Paar reell oder 
imaginar ist, wird die erzeugte Flache eine geradlinige oder nicht 
geradlinige. Dual umhiillen die Verbindungsebenen entsprechender 
Punkte und Strahlen zweier reziproker Ebenen eine Fliche 2. 
Klasse (Seydewitz, Arch. Math. Phys. 9 (1847), 158; Schré- 
ter, Ober fl. (1880) 452). 

Bei einer polaren Verwandtschaft im Raume entsprechen sich 
je ein Punkt und eine Ebene wechselseitig. Der Ort der Punkte 
und Ebenen, die mit ihren entsprechenden vereinigt liegen, ist eine 
Flache 2. Ordnung und 2. Klasse. 

Wenn eine Gerade an drei festen windschiefen Geraden gleitet, 
beschreibt sie die eine Regelschar eines einschaligen Hyperboloides. 
Ist die eine feste Gerade unendlich fern, so entsteht das hyper- 
bolische Paraboloid (Magnus, Aufg. 2, 277; Hesse, Vorles. 
Raum 113.) 

Uberhaupt bilden die gemeinsamen Geraden von drei linearen 
Komplexen die eine Regelschar einer Fliche zweiter Ordnung. 
Beide Regelscharen kénnen nicht einem und demselben linearen 
Komplexe angehéren. Dagegen gehért jede einzelne Regelschar 
co? linearen Komplexen an, die ein dreigliedriges lineares System 
bilden. Die Achsen der speziellen Komplexe der dreigliedrigen 
Systeme sind die beiden Regelscharen (Klein, Math. Ann. 2 
(1869), 208). 


§ 20. Sechsseite auf dem Hyperboloid. 


Ein wnebenes Sechsseit mit den Seiten 1, 2, 3, 4, 5, 6 heiBt 
ein Pascalsches, wenn die Schnittlinien je zweier Gegenebenen, 
12 und 45, 34 und 61, 56 und 23, in einer Ebene, der Pascal- 
ebene, liegen; und heiBt ein Brianchonsches, wenn die Verbindungs- 
linien je zweier Gegenecken, 12 und 45, 34 und 61, 56 und 23, 
durch einen Punkt, den Brianchonpunkt, gehen. 

Jedes unebene Pascalsche Sechsseit ist auch ein Brianchon- 
sches und umgekehrt. Es liegt stets auf einer Linienfldche zweiter 
Ordnung derart, daB seine drei ungeraden Seiten 1, 3, 5 der einen 
und seine drei geraden Seiten 2, 4, 6 der anderen Regelschar an- 
gehoren. 

Umgekehrt ist jedes auf einer Linienfliche zweiter Ordnung 
verzeichnete Sechsseit ein Pascalsches und Brianchonsches unebenes 
Sechsseit. Pascalebene und Pascalpunkt sind Polarebene und Pol in 
bezug auf die Flache. 
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Wenn man bei einem auf dem Hyperboloid liegenden Sechs- 
seit die ungeraden Seiten festhilt und die geraden Seiten auf alle 
Weisen vertauscht, so erhilt man sechs Sechsseite, die in ihren 
Ebenen und Ecken verschieden sind. Die sechs Pascalebenen 
dieser Sechsseite gehen zu je drei durch zwei Gerade, und die sechs 
Brianchonpunkte liegen zu je drei auf denselben zwei Geraden. 
Diese selbst sind reziproke Polaren in bezug auf die Flache (Hesse, 
Werke 58; 651; 676; Staude, Teubners Samml. XXX, 913). 


§ 21. Der Rang der ebenen Schnittkurve und des 
Schnittpunktpaares. 


Die Theorie der Schnittkurve der Fldche 2. Ordnung: 


NERY: 
(1) ho > > } Oy UX, = O 
abst 


mit einer Ebene: 
4 


QQ): ye, = 0 


1 


kntipft sich an die gerdinderte Determinante: 


(3) aS 


Agy Ayn yg gy |” 

UW Uy Ug wm O 

deren Unterdeterminanten 4. Grades mit Ay, und 3. Grades mit 
aj, bezeichnet seien, soweit sie durch Rinderung der Unterdeter- 
minanten § 7, (7); (8) entstehen z. B.: 


As gg Ug M33 A34 Ug 


O35 =) yp My, % |, O36 —=| M3 Ay y |- 
. Uy UW O oe Ug 0. 
Die Schnittkurve ist alsdann ihrem Range nach fiir: 
(4) A” + 0: ein eigentlicher Kegelschnitt; 


A* = 0, A¥ + O!: ein Linienpaar; 
AY = 0, A¥ = 0}, o == O!: eine Doppellinie, 
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in der Bezeichnungsweise von § 9, (3). Fiihrt man fiir die Sum- 
men der Hauptunterdeterminanten die Abkiirzungen ein: 


(5) AM = Atte Ax, an A}, "3 At, 
AU = cit + oi, + of, + of, + og, + of, 


so kénnen die beiden letzten Falle (4) auch durch folgende Merk- 
male bezeichnet werden (Staude, Zeubners Samml. XXX, 583). 


(6) A“ = 0, A™ + 0: Linienpaar; 
AY = (0, A’ = 0, A” + 0: Doppellinie. 


Die Bedingung: 


(7) AY = 0 


ist bei der eigentlichen Fliche gleichzeitig die der Tangentialebenen, 
also die Gleichung der Fliche (1) in Ebenenkoordinaten. 

Beim Kegel ist A” ein vollstindiges Quadrat und (7) die 
Gleichung der Spitze in Ebenenkoordinaten. Beim Ebenenpaar 
ist A” identisch 0 (Clebsch-Lindemann, Vorl. Rawm, 151). 

Die Theorie des Schnittpunktpaares der Fliiche (1) mit der 


Geraden: 
4 


4 
(8) > U,L, = O, > U, &, = 0 
1 1 


kniipft sich an die doppelt geriinderte Determinante: 


V4 
Ay, Uo Ag Ug Uy Wy 


(9) AM = 1) 
1 em une enc 0, OF | 
deren Unterdeterminanten 5. Grades mit A¥” bezeichnet seien 
teed = 1, -2,:3,'4). 
Das Schnittpunktpaar ist dann seinem Range nach fir: 


(10) A““ =: 0: ein getrenntes Punktepaar, 
Av” = 0, Av” + O!: ein Doppelpunkt. 

Mit der Abkiirzung: 

(11) All = Abt Aub AB Ate 
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ist der zweite Fall (10) auch durch die Bedingungen bezeichnet: 


(12) Auv = 0, A’“” + 0: ein Doppelpunkt. 


Die Bedingung: , 
(13) A= 0 


ist zugleich die der Tangente, also die Gleichung der Flache in 
Achsenkoordinaten: 


(14) G1 — Uy Uy — Uy - 


Beim Ebenenpaar ist A”” ein vollstindiges Quadrat und (13) die 
Gleichung der Achse des Paares in Achsenkoordinaten (Clebsch- 
Lindemann, Vorles. Rawm 152; Staude, Tewbners Samml. XXX, 
782; 957 (Anm. 118)). 


§ 22. Das Hauptachsenproblem und die kanonischen 
Gleichungen. 


Ist in gemeinen rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung 
der Flache, wie § 7, (1): 


(1) 9(@, y, 2) =0 
und die der schneidenden Ebene: 
(2) ux+toytwze+s=0O, 


so kann die Gleichung der Schnittkurve in bezug auf ein recht- 
winkliges System §2§7 in der schneidenden Ebene auf die Form 
gebracht werden: 


(3) A, £? + dyn? + 2a,,6 + 2a,n + a,, = 0. 


Hier haben € und 7 die stets vorhandenen Hawptachsenrichtungen 
der Schnittkurve, wihrend der Anfangspunkt S und mit ihm die 
Koeffizienten a,,, @,, @,, noch verfiigbar bleiben. Die Hawpt- 
achsenkoeffizienten 4, und i, aber sind die stets reellen Wurzeln 
der quadratischen Gleichung: 


Ay —i Ars As U 
(5) ES ois Mae tain mn 2 
A3y Az9 Ass -——} Ww 
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oder entwickelt: 
(5) H(i) = — (wv + 0? + ww)? — Ad + AY, = 0, 
wo: 
(6) Ayy = af, 1 Og, r Ogs. 

Da die Gleichung (4) von s unabhingig ist, sind Schmnitte 
paralleler Ebenen ahnlich und dhnlich liegend. 

Die Mdglichkeit des Verschwindens der Koeffizienten a,,, 
G4, 4, bei geeigneter Wahl von $2 hingt von der Frage des 
Mittelpunktes der Schnittkurve ab. Die entstehenden kanonischen 


Gleichungen ordnen sich nach dem Rang der Schnitthurve und dem 
Rang ihres unendlich fernen Punktepaares in die Tabelle: 


(7) | II, A“ 0, eae 
1 AY 0: A 0: | rang, 
Higentl. Kegelschnitt. Getrennt. | Alte 0: 
Tanscops Doppellin. 
il, Zoe Ae 
Getrennt. Wetton, gt Foe Mica ‘ 
Punktep. aaa 
2, AU) —— 
, — AX Ary ANS 
AU RSE mee, Ve zee E—0 4,1" + Gra = 0 Aa 10 
Doppelpunkt. Ais ee 
eA) 
Ayi=0: a nt =0 TiO 
Unbestimmt. 


Die weitere Gliederung der Tabelle (7) beruht auf der Unter- 
scheidung der Vorzeichen der Koeffizienten 4,, 4,, die sich nach 
(5) bestimmen. Danach ergibt sich folgende Tabelle (8) der Schnitt- 
kurven der Fliche (1) mit der Ebene (2), 8. 596/7. 

Wendet man die Tabelle (8) auf die Ebene z= 0 (uw = 0, v = 0, 
w—=1,s=0) an, so erhalt man die Klassifikation der Kegel- 
schnitte in der xy-Ebene (Hesse, Vorles. Raum (8. Aufl.), 388; 
Staude, Teubners Samml. XXX, 647). 
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(8) AY == 0: 
Higentl. Kegelschnitte 


my Ah, = 0, | =. AY, , AM Ay 
AUAY > 0: nicht beide > 0: 


I. Imag. Kegelschn. |I. Reell. Kegelschn. 


| gue wh pide ima 
— Ay, > 95 pp Bae at Bi 2 
Ag-to: |1 imag. PP.) Imag. Ellipse Reelle Ellipse 
Eigentl. 
Punktepaare foe “1 eee 
— At,<0: a? Bp 1=0 
2. Reell. Pp. Hyperbel 
Mie yA we; | git ei—0 


3. Doppelp Parabel 


AY¥,=0, AiyY=0: 
4. Unbest. | 


§ 23. Gleichseitig hyperbolische und Kreisschnitte. 


Der Kegelschnitt, in dem die Flaiche zweiter Ordnung von 
der Ebene w, v, w, s geschnitten wird, hat ein gegebenes Achsen- 
verhiltnis m : —n, wenn wu, v, w der Bedingung geniigen (Steiner, 
Werke 1, 445, Aufg. 81; Staude, Teubners Sammlg. XXX 976, 
Anm. 184): 


(1) (m — n)?(u® + 0? + w*) AX, — mn(Ae)? = 0. 
Da parallele Schnitte gleiches Achsenverhiltnis haben, kann man 


die zu festem w, v, w und wechselndem s gehirigen Ebenen alle 
von der durch 0 gehende Ebene: 


(2) s=0 


vertreten lassen. Die beiden Gleichungen (1) und (2) stellen als- 
dann einen Kegel vierter Klasse dar, den Leitkegel der ebenen 
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Au —0, A*0: | Avo, A’u=0, 
Getr. Linienpaare AL Dei WNe 
—A’'X“>0: —A'%XN<0: 
Ii. Imag. Linienp. IV. Reell. Linienp. V. Doppellinien 
2 2 
co awe 


at! Be 


Imag Linienp. 


Sey, 
a 2 pe 
Reell. Linienp. 


2 
n = n A 
7 Pile oe a0 


| Endl. Doppell. 
Imag. Parallellinienp. | Reell. Parallellinienp. per ites 


n(t) = 0 (r*) =0 
Endl. + u. f. Linie Un. f. Doppell. 


Schnitte vom Achsenverhilinis m:—n. Jede einer Tangentialebene 
dieses Kegels parallele Ebene schneidet in einem Kegelschnitt von 
solchem Achsenverhiltnis. 

Fir m=0 oder »=O kommt er auf den Kegel zweiter 
Klasse: 
(3) Al, = 0 
zuriick, welcher durch Parallelverschiebung in den Asymptoten- 
kegel der Fliche iibergeht und der Leitkegel der parabolisehen 
Schnitte ist. 

Fir m = n zerfallt er in den doppelt zihlenden Kegel zweiter 
Klasse: . 
(4) Ay ey 
den Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte (Schréter, 
Oberfl. 1880, 75; Bath, Dissert., Rostock 1904; Staude, Tewb- 
ners Sammlg. XXX, 624). 
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Fir m = —n tritt der besonders zu behandelnde Fall der 
Kreisschnitte ein. Je nachdem die Flache zweiter Ordnung drei- 
achsig, einachsig oder unbestimmtachsig ist, besitzt sie sechs oder ein 
oder co? Systeme paralleler Kreisschnittebenen. Sie gehen im 
ersten Falle durch die sechs Seiten des vollstindigen Vierecks der 
in § 10 zu (14) erwihnten Schnittpunkte S,, S,, S;, S, der un- 
endlich fernen Kurve der Flache mit dem imaginiren Kugelkreis, 
im zweiten durch die Beritthrungspunkte S, = S,; und S, = S, 
beider (Kotter, Bericht 72; Staude, Arch. Math. Phys. (3) 7 
(1904), 183; Teubners Sammlg. XXX, 632). 


§ 24. Die Spezies der ebenen Schnitte. 


Bilden drei Punkte x,“, x,, x, in der schneidenden Ebene 
ein Polardreieck der Schnittkurve und bedeuten y,, Y2, Y3 Dreiecks- 
koordinaten in bezug auf dieses, so lautet die Gleichung der 
Schnittkurve: 


(1) hays ae foo Yo" ag fs3Y3° sat 


Da es 00° Polardreiecke eines Kegelschnittes gibt, kann diese 
Quadraidarstellung auf ebenso viele Weisen erreicht werden. Bei- 
spielsweise kann man entsprechend § 18, (5) unter der Voraus- 
setzung: 


(2) of At, + 0 
die Form herstellen: 
(3) aan” + ot, AY yo At AMy nO. 


Man kann aber auch das Polardreieck wiihlen, welches die 
Schnittkurve § 21, (1); (2) mit dem imaginiren eigentlichen 
Kegelschnitt: 

4 
(4) 47 + a" + a7 + a? = 0, ye, =0 


£ 


gemein hat und in dem dieser die Gleichung: 


(5) eae Ya" = Ys” —V 
erhilt. Die Gleichung der Schnittkurve wird dann: 
(6) Ay + As Yg” + dys” = 0, 


Wo 41, 4g, 43 die Wurzeln der kubischen Gleichung sind: 


yw 
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Gy —h Me A135 a4 Uy 
Oo Gag —h Ags 24 Ug 
(7) A(A) = Bi 39 Msg — A gg Uz |= 0 
Cay M49 O43 Ugg — A Uy 
Uy Ug Us Wy O 


oder entwickelt (§ 21, (5)): 
(8) AQ)= (uw? + uy? + us” + uy?) Ae + AMMA? — AML 4+ AX = 0, 


Danach ergeben sich fiir die Spezies der Schnittkurve folgende 
Merkmale: 


mass A’ ¥ SS 0, A“ Ae > 0: 
1. o157y,” + e%7Yq” + a&7ys” = 0; 


9 A” ate 0 ; see : 
( ) 1 — A", AXA nicht beide > 0: 
2. 0 2yy” + gy” — a? ys” = 0; 
-— A> 0: 
3. 0%47Y4" + Oy7Yp” = 0; 
Aven (Ae 
“ aaa eee (he 


2,,2 ity lak 
4. 0,°Y," — O° Yo" = 05 


AX = 0, A’ = 0, AU" +0: 


5. a,7y," = 0; 


A“ = 0, A! = 0, A” = 0: 


6. unbestimmt. 


Bei gegebener Spezies der Flache ist nicht jede Spezies der 
Schnittkurve méglich. Die méglichen Kombinationen enthilt die 
folgende Tabelle. Sie gibt fiir die méglichen Fille in der ersten 
Zeile jedes ausgefiillten Faches die Gleichung einer Fliche von der 
Spezies der betreffenden Kolonne, in der zweiten Zeile die Glei- 
chung einer Ebene, welche mit der Fliche eine Schnittkurve von 
der Spezies der betreffenden Zeile liefert, z. B.: in V 5 ist 


4? + Ye" — ys” = 0 


Pascal, Repertorium II.2. 2. Aufl. 39 


12463638 
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ein reeller Kegel, der von der Ebene y, — yz = O in der Doppel- 
linie y,? = 0, y, — ys =O geschnitten wird. 


(10) 


cA 0p 
Higentl. Flichen zweiter Ordnung 
A>0, A” >0, |A>0, 454 AA ee 
A’ A”’>0: | nicht beide>0: IIL. 
I. Imag. FI. Il. Gerad]. Fl. | Nichtger. F1. 
. | 
, pees | 
= A SO os Yr + Ye? + Ys” 
HAE CPSs (Ne +y,?=0 | —y?=0 
AY = 0: 1.Imag.eig.K. Y,=0} Y,=0 
Eigentl. Kur- uy ee 
ven zweiter eka oe ; be : 
Ordnung ee Yr > Y2°— Ys" Ys +Y2"+Ys” 
n.beide >0: —y2=0 —y,2=0 
2.Reell.eig.K. Y—0 Y,=9, 
2 
a= SO: Y,°-+-Ys"4+- Yar 
A“ —0, | 8.Imag. L.p. — Y= 
A’“4.0; Yo— Ys = 9 
Getrennte l : 
Linienpaare | __ A’*<0:|| Ws +Y2*—Yy" | 2 
4. Reell Lp. aoe 
| Y2—Y4=9 


A%—0, Ale). Os Bee 
5. Doppellinien 


Ace ()) vAu “__Q, PAG (ys 
6. Unbestimmt 
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Die Tabelle gibt direkt die Klassifikation der Fldchen zweiter 


Ordnung: 
A=0, A’+0: A=0, A’=0, A” +0: A=0, 
Kegel zweiter Ordnung Ebenenpaare A’ = 0, 
Ae = 9, 
fe), AA >0:| A’, A’ A” Oi A’ <0: A” 10: 
nicht beide>0: VIL. VII. 
IV. Im. Kegel | V. Reell. Kegel || VI. Im. Eb.p.| Reell. Eb.p. || Doppelebenen 
| y.° + y,” 
| + y,°=0 
Y, = 0) 
Yr? Ya” 
aaa es 
Ye 
j 2 ay. 2 2 2 
Yi" + Ye : Yi, + Ye 2+ yy? =0 
+ Ys = 0 eS, eat 6 
N= 
Y, =9 Ys = 9 
4 2 Be | 
4 ee. Yy7— Yo*=0 
i Usha 
om 
i bic 29 YY? =0 | y,2>— yn? —=0 ys” 
ss Y,=9 Y,—=9 if) = 
CES 
yj 4 = 9 Up ee 
Ut eee ae he 


Bey 
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4 4. 
(11) igs hy ate =a 
Lif 


falls die Ebene: 
4 


(12) > U,t, = 0 


i. 


die unendlich ferne Ebene in den Tetraederkoordinaten der Glei- 
chung (11) ist. Es sind nur die Namen der Tabelle § 12, (1) 
in die entsprechenden Felder einzutragen. Ist die Ebene (12) die 
Koordinatenebene x, = 0, so wird: 


(3) Au=— Ay, AM =A, AM = AY 


und geht die Tabelle § 12, (1) hervor (Gundelfinger in Hesse, 
Vorles. Raum 388; Staude, Teubners Samml. XXX, 893). 


Kapitel XXVII. 


Fokaleigenschaften und konfokale Systeme von Flichen 
zweiter Ordnung. 


Von O. Staude in Rostock. 


§ 25. Brennpunkte und Fokaleigenschaften. 


Wie bei der Ellipse und Hyperbel die Differenz der Halb- 
achsenquadrate die Brennpunkte bestimmt, so bestimmen auch bei 
dem Ellipsoid und Hyperboloid die beiden Differenzen der Halb- 
achsenquadrate die Fokalkegelschnitte § 2, (8), deren simtliche 
Punkte als Brennpunkte gelten, unter ihnen die Hauptbrennpunkte, 
die Scheitelpunkte der Fokalkegelschnitte. 

Die Brennpunkte der Kegelschnitts sind die Scheitelpunkte 
solcher Tangentenpaare, die Kreisstrahlenpaare (a? + y? = 0) sind, 
oder was dasselbe ist, sie sind Punkte, an denen die vom Kegel- 
schnitt bestimmte Involution harmonischer Polaren eine Involution 
rechter Winkel ist. Auf jeder Hauptachse liegt ein Paar von Brenn- 
punkten; das eine dieser Paare ist reell, das andere imaginir. 
Dieser Begriff erscheint im Raume auf drei verschiedene Weisen 
verallgemeinert. 

Erstens entstehen die ,,Fokalachsen“ der Flichen 2. Ordnung 
als Achsen solcher Tangentialebenenpaare der Fliche, die Kreis- 
zylinder-Ebenenpaare (x? + y® = 0) sind, oder was dasselbe ist, 
an denen die von der Fliche bestimmte Involution harmonischer 
Polarebenen eine Involution rechtwinkliger Ebenenpaare ist. Beim 
Kegel 2. Ordnung gibt es in jeder Hauptebene ein Paar solcher 
Fokalachsen (Chasles, Cones (1830), 11); unter diesen drei 
Paaren ist ein reelles, namlich die Fokallinien §1,(14). Bei den 
Ellipsoiden und Hyperboloiden gibt es oo” Fokalachsen, die Er- 
zeugenden aller zu der Flache konfokalen Flichen; durch jeden 
Punkt des Raumes gehen zwei imaginire und ein reelles Paar. 
Unter diesen Fokalachsen befinden sich die Tangenten der Fokal- 
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kegelschnitte; in jeder Hauptebene liegt ein Fokalkegelschnitt, einer 
ist imaginar, zwei sind reell (Reye, G. d. L. 2 (1907), 230). 

Zweitens sind die Fokalkegelschnitte der Ort der Scheitel- 
punkte solcher, die Fliche lings eimes Kegelschnittes beriihrender 
Bertihrungskegel, die Rotationskegel (a + y® — c?z? = 0) sind 
(Steiner, J. f. Math. 1 (1826), 47 = Werke 1, 11). 

Drittens sind die Fokalkegelschnitte der Ort der Scheitel- 
punkte solcher, die Flache in zwei Punkten beriihrender Kegel, die 
Kugelkegel (x? + y? + 22 = 0) sind. Hierbei ist die Bertihrungs- 
sehne die dem betreffenden Brennpunkt entsprechende Direktrix, 
wie beim Kegelschnitt die zu einem Brennpunkt gehérige Direk- 
trix die Beriihrungssehne des vom Brennpunkt an die Kurve ge- 
legten Tangentenpaares ist (Pliicker, System (1846), 276). 

Die Brennpunkte der Kegelschnitte sind die Doppelpunkte 
der Punktinvolutionen, in denen Tangenten und Normalen die Haupt- 
achsen schneiden. Ebenso sind beim Kegel die Brennlinien 
die Doppelstrahlen der Strahleninvolutionen, in denen Tangential- 
und Normalebenen die Hauptebenen schneiden. Endlich sind bei 
den eigentlichen Flichen 2. Ordnung die Fokalkegelschnitte die 
Ordnungskurven der Polarsysteme, in denen Tangentialebenen und 
eg die Hauptebenen schneiden (Reye, G. d. L. 2 (1907), 
227). 

In der Schar konfokaler Ellipsen und Hyperbeln sind die 
Brennpunktpaare und das imaginire Kreispunktpaar die drei 
Punktepaare der Schar; in der Schar konfokaler Kegel sind die 
drei Fokalstrahlenpaare die drei Strahlenpaare der Schar: in der 
Schar konfokaler Ellipsoide und Hyperboloide sind die drei Fokal- 
kegelschnitte und der imaginiire Kugelkreis die vier Kegelschniite 
der Schar (Ch. Dupin, Developpements (1813), 277; 309). 


§ 26. Winkel der Brennstrahlen gegen die Normale. 


Bei den Kegelschnitten werden die Winkel der Brennstrahlen 
eines Punktes von Zangente und Normale halbicrt. Allgemeiner 
hat im System konfokaler Kegelschnitte das von einem Punkte an 
einen Kegelschnitt des Systems gelegte Tangentenpaar die Nor- 
malen der beiden durch den Punkt gehenden konfokalen Kegel- 
schnitte zu Hauptachsen. Dieser Satz erscheint im Raume in 
verschiedener Weise verallgemeinert. 


Kin System konfokaler Kegel ist durch die Gleichung: 
nie y? ge 
(1) 2 +B a === 0, ei 8, Sey 
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dargestellt. Die gemeinsamen Brennlinien sind: 


ee z 
(2) ae ee 0: 
Das System umfaBt zwei Arten von Kegeln, aufrechte mit der 
vertikalen z-Achse und liegende mit der horizontalen x-Achse 
als innerer Hauptachse. Durch jeden Strahl des Biindels an der 
Spitze 0 gehen zwei ungleichnamige Kegel hindurch, deren Para- 
meter t = uw und t = vy zwischen den Grenzen liegen: 


(3) y<u<Bpcv<a 


und die elliptischen Koordinaten des Strahles heiBen. Diese beiden 
Kegel schneiden sich senkrecht. Das durch einen Strahl uw, v an 
einen Kegel + des Systems (1) gelegte Tangentialebenenpaar hat 
die Normalebenen der beiden Kegel w und y lings des Strahles 
zu Halbierungsebenen. Insbesondere werden bei dem einzelnen 
Kegel die Winkel der ,,Fokalebenen“, welche die Erzeugenden des 
Kegels mit seinen beiden Fokallinien verbinden, durch Z'angential- 
und Normalcbene lings der Erzeugenden halbiert (Chasles, Apercu 
hist. (1837), 237). 

Diese Siitze tibertragen sich auf die sphdrischen Kegelschnitte. 

Ein System konfokaler Ellipsoide und Hyperboloide ist durch 
die Gleichung: 


2 2 2 
(4) = a qe i a> p> ys 


i TF 


dargestellt. Die gemeinsame Fokalellipse und Fokalhyperbel 
haben die Gleichungen: 


iy sh £ -==1, 2=0; 
(6) pea See 


Das System umfaft drei Arten von Flichen, Ellipsoide, ein- und 
zweischalige Hyperboloide. Durch jeden Punkt des Raumes gehen 
drei ungleichnamige Flichen hindurch, deren Parameter t = 4, 
u, v zwischen den Grenzen liegen: 


(6) Seo ay 


und die elliptischen Koordinaten des Punktes heiBen. Diese drei 
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‘Flachen schneiden sich in dem Punkte senkrecht. Je zwei un- 
gleichnamige Flachen schneiden sich tberall senkrecht in ihren 
Kriimmungskurven. 

Das Entsprechende gilt fiir das System konfokaler Paraboloide: 


(7) ats 


oe pet a em pS? 


mit den gemeinsamen Fokalparabeln: 


(8) ee 


Das System umfa8t drei Arten von Paraboloiden, nach links ge- 
éffnete elliptische, hyperbolische und nach rechts geéffnete ellip- 
tische. Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei ungleichnamige 
Paraboloide hindurch, deren Parameter t = 2, w, v zwischen den 
Grenzen liegen: 


(9) —o<icy<p<pcv<+o 


und die parabolischen Koordinaten des Punktes heiBen. Diese 
drei Flachen schneiden sich in dem Punkte senkrecht (Ch. Dupin, 
Développements (1813), 268; 302; 316). 


Der von einem Punkte P=A, uw, v des Raumes an eine 
Fliche t des konfokalen Systems (4) oder (7) gelegte Beriihrungs- 
kegel hat als Hauptachsen die Normalen der drei durch den Punkt 
gehenden Flichen 1, w, v. Seine drei Paar Fokallinien sind die 
drei Paar Erzeugenden der drei Flaichen, die durch P gehen. Ins- 
besondere haben bei einer einzelnen Fliche die beiden Fokalkegel 
eines Punktes P der Flache, die von ihm tiber den Fokalkegel- 
schnitten errichtet sind, die Normale der Flache und die Zan- 
genten der beiden Kriimmungslinien P als Hauptachsen (Jacobi, 
J. f. Math. 12 (1834), 187 = Werke 7, 7). 

Entsprechen so den beiden Brennstrahlen eines Punktes beim 
Kegelschnitt einerseits die Fokalkegel, so entsprechen ihnen ander- 
seits die vier Fokallinien, die Schnittlinien der beiden Fokalkegel. 


Die Winkel je zweier Paare der vier gemcinsamen Tangenten, 
die von einem Punkte P an zwet Flichen des konfokalen Systems 
laufen, werden von den Normalen der drei Flichen 2, w, v im 
Punkte P halbiert (Liouville, J. de math. (1) 11 (1846), 112). 
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Insbesondere werden bei den einzelnen Flichen die Winkel 
je zweier der vier Fokallinien eines Punktes P, der gemeinsamen 
Transversalen der beiden Fokalkegelschnitte durch P, von der 
Normalen und den Tangenten der beiden Kriimmungslinien in P 
halbiert. (Die gesamte Theorie der konfokalen Flichen s. bei 
Staude, Teubners Samml. XXX, 644 ff.) 


§ 27. Die Fokaleigenschaften der Kegel. 


Die vereinigte Fokaleigenschaft de: Ellipse und Hyperbel 
liegt in der fiir alle Punkte x, y der Ebene giiltigen Identitit: 


BE aa ees) (Re Eee | 
@(@— (5+ a4 ,-11 


a8) Bae a et 2 (5) 
(4 ( 2 ) J (4 2 } 
wo r,7 die beiden Fokaldistanzen des Punktes sind. 

Innerhalb des Biindels am Anfangspunkt O gilt fiir jeden 
Strahl «: y: 2 identisch die Gleichung (Staude, Teubners Samig. 
XXX, 718). 

Vie: ane ay {2° y? e 
a*(a? — da”) (a é) (= +o + 


a? — e? 


(1) 


(2) 


= (a? + y? + 2) | sin? « — sin? ete | {sin?e— sin? ® = : p 
in der 9 und 9’ die Winkel bedeuten, welche der laufende Strahl 
x:y:2 mit den beiden Fokalstrahlen § 1, (16) des Kegels bildet. 


Auferdem ist: 


¢ 1 ah 
(3) Sioa — : 


und a<e,d<e. Hieraus folgt aber die Fokaleigenschaft des 
elliptischen Kegels, beztiglich der spharischen Ellipse. 

Daher ist der elliptische Kegel der Ort eines Strahles im 
Biindel, fiir den die Swmme oder Differenz der Winkel, welche er 
mit den Fokalstrahlen bildet, wnverinderlich bleibt (Magnus, Auf- 
gaben 2 (1837), 170). 

Die Brennpunkt-Direktrixeigenschaft der Ellipse und Hyperbel 
liegt in der Identitit: 


2 2 
@ @-A\let+pia—-1}-f-#88, «5, 
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wo r und 0 die Abstinde des Punktes x, y von Brennpunkt und 
Direktrix sind. 

Der elliptische Kegel hat zwei Leitebenen, die Polarebenen 
seiner Fokalstrahlen. Sind r und 0 die Abstinde eines Punktes 
%,Y, 2 von Fokalstrahl und Leitebene, so gilt die identische 
Gleichung (Staude, Zeubners Saml. XXX, 710): 


2 gy { 0” y? ze 2 259 
(5) (@ See eer cey eer ee 
wo: 
2 a*(a? — d?) + (e? — a*)d?” 
Sn Gt re 


Daher ist der elliptische Kegel der Ort eines Punktes, dessen Ent- 
fernungen von Fokalstrahl und Leitstrahl das unverdnderliche Ver- 
halinis ¢ haben. 

Fiir den Kegel des Hachette ist e—1 (Chasles, Cones 
(1830), 44). 


§ 28. Fokaleigenschaften der Ellipsoide und Hyperboloide. 


Verbindet man einen beliebigen Raumpunkt P geradlinig mit 
einem Punkte C der Fokalellipse: 


we? 2 
(1) at ae ree 
und wiederum C geradlinig mit einem der beiden Brennpunkte 
B, oder By der Fokalellipse, so erhilt man eine ,,gebrochene Ent- 
fernung®: 


(2) r=PCB,, r'=PCB, 


des Punktes P tiber die Fokalellipse von einem ihrer Brennpunkte. 

Jede dieser beiden gebrochenen Entfernungen r und r’ hat ein 
. . 5 , . . . 

Minimum 7, und 7, und ein Maximum r, und 7,’, und zwar ist: 


(3) 1 = PCB, ™%= PC, Boy 1 = PCB, 1) = PCB, 


wo C,, Cy, C3, C, die Treffpunkte der vier Fokallinien des 
Punktes P mit der Fokalellipse in bestimmter Anordnung be- 
deuten. Man nennt 7,, 7, 7;', 1% die vier gebrochenen Fokal- 
distanzen des Punktes P tiber die Fokalellipse. Die Anfangsstiicke 
PC, sowohl wie die Endstiicke C, By, C,By’ dieser Distanzen sind, 
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erstere hinreichend verlingert, gemeinsame Transversalen von Fo- 
kalellipse und Fokalhyperbel, also Fokallinien. 
Fiir die GréBenverhiltnisse gelten die Ungleichungen: 


y, 
mtr tritry—-4e>n+r7—1-—7/> 


|t— ry — Pen ei Peis 1 Ty = 0: 


(4) 


Ferner aber gilt, entsprechend § 27, (1), fiir jeden Punkt P= a, y, z 
des Raumes die identische Gleichung: 


— a(t @) (= 2) (8 + se + 
(5) rtr, +r ; 2 
eae fo ES te My es a e\ | 
=|a ( 4 )] 


oS See ee 


Die beiden Minima r, und r,’ sind stabile, die Maxima r, 
und r, labile Gleichgewichtslagen eines Fadens, der im Punkte P 
sowie in By, B, festgehalten wird und in C,, C,, C;, Cy frei tiber 
die aus dtinnem glatten Draht gebildete Fokalellipse hinweg- 
gleitet. Die Maxima rv, und 1,’ lassen sich aber unter Erhaltung 
ihrer Anfangsstiicke durch stabile Gleichgewichtslagen ersetzen, 
nimlich durch die Minima der gebrochenen Entfernungen des 
Punktes P iiber die beiden Zweige der Fokalhyberbel von deren 
Brennpunkten Cy, C,’: 


(6) = PBC, 3, = PBC, 


gF \ 


wo B, und B,’ die Gleitpunkte auf den beiden Hyperbelzweigen 
sind. Hs ist dann: 


(7) rm=stdte, m=s, tdte. 


Man nennt 7,, 7,, 8, 5, (Fig. 11) die vier gebrochenen Haupt- 
fokaldistanzen des Punk- 
foc P45, 7, und 6,, 8; 
gleichnamige, 7,, s, und 
r,, 8, gleichseitige (in 
bezug auf die yz-Ebene). 
Danach folgen unmittel- 
bar aus (5) mit Riicksicht 
auf (4) die Fokaleigen- 
schaften (Staude, Teub- 
ners Sammlg. XXX, 744). 
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I. Fiir jeden Pnnkt des Ellipsoides ist die Summe zweier un- 
gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen gleich 
der groBen Hauptachsenldnge, vermehrt um die halbe Differenz der 
beiden Hauptbrennweiten. 

Il. Fir jeden Punkt des einschaligen Hyperboloides ist die 
Differenz zweier gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Haupt- 
fokaldistanzen gleich der groBen Hauptachsenlinge, vermindert wm 
die halbe Summe der beiden Hauptbrennweiten. 

Ill. Fiir jeden Punkt des zgweischaligen Hyperboloides ist die 
Differenz zweier ungleichseitiger gleichnamiger gebrochener Haupt- 
fokaldistanzen gleich der reellen Hauptachsenldnge. 

An die I. Higenschaft kniipft sich die Ladenkonstruktion des 
Ellipsoides mit der Fadenlage B, C,PB,C, oder C, B,’PC,B, 
(Fig. 11) eines in B,C, oder C, Bo befestigten, tiber die Fokal- 
kegelschnitte frei gleitenden und in P durch ein Hikchen ge- 
spannten Fadens. Sie entspricht der Gdédrtnerkonstruktion der 
Hiliipse und gebt in der zy- und zx-Ebene stetig in diese tiber, 
indem sich bei der Fadenstrecke C, B,’ PC, By entweder das Stiick 
C, By in C, By oder das Stiick C,By in C)B, festlegt und P 
beziiglich den Hauptschnitt mit den Brennpunkten B,B, oder 
den mit den Brennpunkten C)C,’ beschreibt. 


§ 29. Fokaleigenschaften der Paraboloide. 
Die Fokaleigenschaft der Parabel liegt in der Identitit: 


De (241s) oo eee 


begriindet, wo r der Abstand des Punktes P = x, y vom Brenn- 
punkt O = 0,0 und d = x — p der von der Direktrix « = p ist. 
Fir die Paraboloide gilt eine entsprechende Identitit: 


90-9 (ee 


= (p —&—1,)(p —& — m)(p — 2 —m). 


(2) 
Hier sind: 
(3) 7, = PC, + C, By, m, =— PC, + 0, By, m, = —PO, +5, 


die drei gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P = x,y, 2 tiber 
die linke Fokalparabel: 


(4) y+ 2er — F =O 
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von deren Brennpunkt By= 0, 0,0, und zwar ist 7, das Mini- 
mum der Summe: r = PC + CB, und m, und m, Minimum und 
Maximum der Differenz: m—— PC + CB, bei beliebig laufendem 
Punkte C der Parabel (4). Unter C,, C,, C, sind die Schnitt- 
punkte der drei durch P gehenden Fokallinien oder gemeinsamen 
Transversalen der beiden Fokalparabeln verstanden (die vierte 
Fokallinie, die nach dem gemeinsamen unendlich fernen Punkte 
der beiden Fokalparabeln liiuft und der xw-Achse parallel ist, fallt 
dabei aus). Hs ist dabei: 


(5) —00 <e—r, — my <KO<e —m, — 17, e<e—m, —m, << +00; 
(6) r+m+m+a2—e=0. 

Statt m, und m, kann man auch das Minimum: 

(7) $, = PBC, 


der Entfernung des Punktes P iiber die rechte Fokalparabel § 3, (13) 
von deren Brennpunkt C, einfiihren (Fig. 12), worauf neben (6): 
(8) e—m=s +s. 

Man nennt r, und s, die beiden gebrochenen Hauptfokal- 
distanzen. Sie sind Gleichgewichtslagen eines Fadens, der in P 
und B, oder C) festgehalten wird und 
iiber die eine oder andere Parabel frei 
gleitet. 

Fir das linke elliptische Paraboloid 
§ 3, (10) mit co >p>e ist nun: 
(9) =p 
als Polarebene des linken Hauptbrenn- 
punktes B, eine Hauptdirektrixebene. 
Mit Bezug auf diese enthilt dann die 
Identitat (2) die Fokaleigenschaft 
(Staude, Teubners Samig. XXX, 763). Fig. 12. 

I. Fiir jeden Punkt des elliptischen Paraboloides ist die ge- 
brochene Hauptfokaldistanz von dem Brennpunkt der inneren Fokal- 
parabel gleich dem senkrechten Abstand von der zugehdrigen Haupt- 
dircktrixebene. 

Andererseits folgt aber aus derselben Identitiit (2): 

Il. Fiir jeden Punkt des hyperbolischen Paraboloids ist die 
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Differenz der beiden gebrochenen Hauptfokaldistanzen gleich der 
Differene der Entfernungen des Schettelpunktes von den beiden 
Brennpunkten. 

In der wy-Ebene kommt die I. Higenschaft unmittelbar auf 
die Fokaleigenschaft der Parabel zurtick. 


§ 30. Das Theorem von Ivory. 
Auf zwei konfokalen Ellipsoiden (§ 26, (4)): 


ES SI SO Mi oe y BES. 
(1) ep! =1, (2) God + ae 1 


betrachtet man zwei solche Punkte P und P’ als entsprechende, 
welche bei verschiedenen elliptischen Koordinaten 4 und i’ die- 
selben elliptischen Koordinaten w und v haben, so dab: 


(3) P=, uw, v5 P=1, hy 


ist. Die Punkte P und P’ werden also aus den beiden Ellipsoiden 2 
und 4’ von der Schnittlinie der beiden Hyperboloide uw und y, 
der orthogonaien Trajektorie, ausgeschnitten. Die Verwandtschaft 
der beiden Ellipsoide, die sich so Punkt fiir Punkt entsprechen, 
ist eine affine. Der auf sie beziigliche Satz von Ivory lautet 
(Ivory, Ostwalds Klassiker 19, 32; Salmon-Fiedler, Rawm 1 
(4. Aufl.) 303 Staude, Teubners Sammlg. XXX, 711): 

Die Entfernung irgend zweier Punkte P und Pj der beiden 
konfokalen Ellipsoide (1) und (2) ist gleich der Entfernung der 
beiden entsprechenden Punkte P’ und Py der jedesmal andern Fliche, 
also: 


(4) PP, =F. Pe 


Der Satz gilt ebenso fiir zwei einschalige oder fir zwei 
zweischalige konfokale Hyperboloide und fiir zwei gleichartige 
Paraboloide des konfokalen Systems § 26, (7). Bei zwei ein- 
schaligen Hyperboloiden oder zwei hyperbolischen Paraboloiden 
treten noch die weiteren Siitze hinzu: 

Zwei Punkten P,, P, einer Erzeugenden der einen Flache 
entsprechen stets zwei Punkte P,’, P,’ einer Erzeugenden der 
andern. 

Die Linge einer Strecke P,P, auf einer Erzeugenden der 


einen Fliiche ist gleich der Linge der entsprechenden Strecke 
P,’P,’ auf einer Erzeugenden der andern. 
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Jedes aus Erzeugenden gebildete Vierseit der einen Fliche 
tibertrdgt sich also mit unverdnderten Seitenliingen auf die andere 
(Cayley, Mess. 8 (1879), 51). 

Dieser Satz fiihrt wieder auf das bewegliche Modell § 5. 

Eine unmittelbare Folge des Ivoryschen Theorems ist die 
Jacobische Fokaleigenschaft des Ellipsoides: Die Abstinde eines 
Punktes P des Ellipsoides von drei festen Punkten F,, Fy, FP; 
der Fokalellipse sind gleich den Abstiénden des entsprechenden 
Punktes P’ im Innern der Fokalellipse von drei festen, den Punkten 
F,, F’,, F’, entsprechenden Punkten A,, A,, A; des ersten Haupt- 
schnittes des Ellipsoides; oder allgemeiner: 

Der Ort eines Punktes P im Raume, dessen Entfernungen von 
drei festen Punkten F,, Fy, 3 durch dieselbe Relation verbunden 
sind, welche die Entfernungen der Ecken eines Dreiecks A, A, As 
von einem Punkte P’ ihrer Ebene verbindet, ist eine Flidche 2. Ord- 
nung (Jacobi,. J. f. Math. 12 (1834) 1389 = Werke 7, 8, 
O. Hermes, J. f. Math. 73 (1871), 182 = Jacobi, Werke 7, 44; 
Darboux, Théorémes d’Ivory 1872, 197; Schréter, Oberfl. 639; 
Salmon-Fiedler, Rawm 1, 305; Staude, Teubners Sammig. 
XXX, 716); R. Sturm, Geom. Verwandtschaften 4 (1909), § 142. 


§ 31. Die Amiot-Mac Cullaghschen Fokaleigenschaften. 


Die allgemeine Gleichung g = 0 der Fache 2. Ordnung kann 
auf die Form gebracht werden: 


(1) g(@, y¥,2) =k—UV=0, 
wo: 
Pe GG —yyG are 


ein Kugelkegel mit dem Mittelpunkt P) = %, yp, #) und U=0, 
V = 0 zwei Ebenen sind. Der Punkt P, muB8 dabei ein Brenn- 
punkt, ein Punkt eines Fokalkegelschnittes, sein. Die beiden 
reellen oder konjugiert imaginaren Ebenen U = 0, V = 0 heifen 
die ihm entsprechenden Direktrixebenen und ibre reelle Schnitt- 
linie die ihm entsprechende Direktrix. Sie ist die Beriihrungs- 
sehne der doppelten Beriihrung der Fliche (1) mit dem Kugel- 
kegel (2). 

Nun bedeutet & auch den Abstand r des Punktes P = a, y, 2 
vom Brennpunkt P, und UV bis auf einen konstanten Faktor, 
bei reellen Direktrixebenen das Produkt der Abstinde 7, und ry 
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des Punktes P von den Direktrixebenen, bei imaginaren Direk- 
trixebenen den schriigen Abstand d des Punktes P, von der Direk- 
trix parallel einer Kreisschnittebene gemessen. Im ersten Falle 
gibt die Gleichung (1) die Amiotsche, im zweiten die Mac Cul- 
laghsche Fokaleigenschaft der Fliiche 2. Ordnung (Amiot, J. de 
math. (1) 8 (1843), 161; Mac Cullagh, Werke 267). 

Jene gilt fiir die Punkte P, derjenigen Fokalkegelschnitte, 
welche die Fliche in ihren Kreispunkten schneiden, diese fiir die 
Punkte P, der die Fliche nicht schneidenden Fokalkegelschnitte. 
Fir das einschalige Hyperboloid und hyperbolische Paraboloid 
gilt also nur die Mac Cullaghsche Fokaleigenschaft, die alle 
Flichen 2. Ordnung umfaBt. 

Im einzelnen gestaltet sich z. B. fiir das Ellipsoid die Iden- 
titit (1) folgendermafen: 

2 


x? y g? e?—d? . 
2) (@— eis r i SELLA eae | 1 = i geo 


2 e2(a? — d?) 


2 a) {v y® z “ 
Oe Pe oF a*— d? ges er ee 1| war a*(a? — ¢%) '1729 


wo 7 den Abstand des laufenden Punktes P = x, y, 2 von einem 
festen Punkt P, der Fokalellipse bez. P, der Fokalhyperbel be- 
deutet, s den schrigen Abstand des Punktes P von der zu Py 
gehorigen Direktrix, parallel den Kreisschnittebenen gemessen, und 
1, % die senkrechten Abstiinde des Punktes P von den zu P, 
gehérigen Direktrixebenen. Es gelten daher die beiden Siitze: 

I. Fiir jeden Punkt des Ellipsoides: 


g? 


a y? alee 
(5) Asso Laer eae —1=0, ig oS Oe da’, 


— en 


ist das Verhiltnis des Abstandes yon einem Punkte P, der Fokal- 
ellipse und des schriigen, parallel einer Kreisschnittebene ge- 
messenen Abstandes von der zugehérigen Direktrix konstant, 
gleich Ve? — a? : Va? — d?, also auch unabhangig von P). 

II. Fiir jeden Punkt des Ellipsoides (5) ist das Verhiiltnis 
des Quadrates des Abstandes von einem Punkte P, der Fokal- 
hyperbel und des Rechtecks aus den senkrechten Abstinden von 
den zwei durch die zugehdrige Direktrix gelegten Kreisschnitt- 
ebenen konstant, gleich e?(a? — d®) : a?(a?— ?). 


Schréter, Oberfl. zweiter Ordnung 623; 641; Staude, 
Teubners Sammlg. XXX, 693. 
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§ 32. Besondere Formen der Beriihrungskegel. 


Der Ort der Scheitelpunkte rechtwinkliger Tangentenpaare 
ist bei der Ellipse und Hyperbel ein Kreis, bei der Parabel eine 
gerade Linie. 

Die entsprechenden Satze im Raume ergeben sich mit Hilfe 
der elliptischen Koordinaten des § 26 nach einheitlicher Methode 
(Staude, Teubners Sammig. XXX, 940, Anm. 66). 

Der Ort der Biindelstrahlen, durch die an den Kegel (mit 
oO): 

a? a 2 gt 
(1) pro iegs 


zwei rechtwinklige Tangentialebenen gehen, ist der Kegel (Magnus, 
Aufgaben 2 (1837), 321): 

1 1\ 2? ‘Eee ae: 1 1\ 2? 
@Q) G@taatGtaet@tma-° 
Der Ort der Spitzen gleichseitiger Beriihrungskegel des Ellipsoides 
oder Hyperboloides: 


oi 2 gr 
(3) oa! 
ist die Flache 2. Ordnung (Pliicker, System d. amal. G. d. R. 
(1846), 206): 
; 1 te 1 UN OF 1 Le? 1 1 1 
(4) ie ie a) a? ae (5 a =| b? aR (= a a ey a pet C2 


und des Paraboloides: 


2 es 
(5) ac + 54+ 20=0 
das Rotationsparaboloid: 
bets 1 1 
(6) aga ie act aa a) 
be v c 


Der Ort der Spitzen dual gleichseitiger Beriihrungskegel der 
Fliche (1) ist die , Mongesche“ Kugel (Lamé, Examen (1818), 80): 


(7) et yt 2 ait B74 oc, 
der Fliche (5) die Ebene (Magnus, Aufg. 2, 325): 
(8) 24 —b?—c?=0. 


Der Ort der Geraden, durch die zwei senkrechte Tangentialebenen 
an die Fliche (3) gehen, ist ein Komplex 2. Grades (Painvin, 
Bull. scienc. Math. 2 (1871), 371). 


Pascal, Repertorium. II.2. 2. Aufl. 40 


Kapitel XXVIII. 


Systeme von Flichen zweiter Ordnung. 
Von O. Staude in Rostock. 


A. Biischel und Scharen von Flachen zweiter Ordnung. 


$1. Begriff und Gleichung des Biuschels. 


Die Gesamtheit aller Flichen 2. Ordnung, die durch acht 
gegebene Punkte von allgemeiner Lage hindurchgehen, bildet ein 
Biischel von Fldchen 2. Ordnung. Alle Flaichen des Biischels gehen 
durch eine Raumkurve 4. Ordnung, die Grundkurve des Biischels, 
hindurch, welche als Durchschnitt irgend zweier Flachen: 


ee 4. 4 
; @. 
(1) f=>} te ty, = Woes 5 > Duh 0 
1 1 1 1 


des Biischels, seiner Grundfldchen bestimmt ist. Die Gleichung 
des Biischels ist alsdann mit einem Parameter i: 


(2) f+tig=0 
(Lamé, Examen (1818), 28; 35). 

Durch jeden Punkt des Raumes auferhalb der Grundkurve 
geht eime Fliche A des Biischels hindurch. 

Das duale Gebilde ist die Schar von Flichen 2. Ordnung, 
die Gesamtheit aller Flichen 2. Ordnung, die acht gegebene Ebenen 
von allgemeiner Lage beriihren. Alle Flichen der Schar beriihren 
die gemeinsamen Tangentialebenen irgend zweier Flichen der 


Schar, ihrer Grundfldchen. Sind deren Gleichungen in Ebenen- 
koordinaten: 


el) er Ae ee 
: QU 
(3) F ay D4 Orn) on Ps By, u=O0, 
1 


Somst: 


(4) b+uG=0 
die Gleichung der Schar. 
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Jede Ebene des Raumes, die nicht zu dem Ebenenbiischel 
der gemeinsamen Tangentialebenen gehért, wird von einer Fliche 
der Schar beriihrt. 

In der Determinante des Biischels: 


(4) 4@)—|a,,+ 20,|=4+Cl+ E+ DE+ BY 


sind A und B die Determinanten der Grundflichen und: 


dee a4 6 6 
(6) Om Dt Anbu aD Du Ba; B= >t Se Bey 
1 L 


Simultaninvarianten der beiden Grundfliichen (Bedeutung von ki 
wie Kap. XXVI, § 15, (11)). 

Ist AB=- 0, also f und g eigentliche Flichen 2. Ordnung, 
so bedeutet die Bedingung: 


(7) C0. 


daB der Fliche g = 0 oo? Polartetraeder der Fliche f= 0 ein- 
und der Fliche f = 0 co? Polartetraeder der Fliiche g umbeschrieben 
werden kénnen; Hesse, J. f. Math. 45 (1852), 90; Liiroth, 
Zeitschr. f. Math. 13 (1868), 405); die Fliche f = 0 heiBt apolar 
zur Fliche g (Reye, J. f. Math. 78 (1874), 97; 345; 79 (1874), 
159). D=O bedeutet dasselbe nur mit Vertauschung von f 
und g. Fir: 


(8) E=0 


gibt es co* Polartetraeder der einen Flache, deren Kanten die 
andere bertihren (H. Vogt, Ann. éc. norm. (3) 12 (1895), 363). 
Ist A=0, B+ 0, so liegt unter der Bedingung (7) die 
Spitze des Kegels f= O auf der Fliche g = 0; fir D=O gibt 
es Polartrieder von f = 0, deren Ebenen, fiir # = 0 solche, deren 
Kanten g = O beriihren. 
Fir C= 0 und D= 0 heiBen f = 0 und g = O auch har- 
monisch zueinander (A. VoB, Math. Ann, 10 (1876), 174). 
Fir: 
(9) CD—4AB=0 


enthilt jede der beiden Regelscharen der einen Flache oo! Tripel 
yon Strahlen, die einander beziiglich der anderen konjugiert sind 


(Schur, Math. Ann. 18 (1881) 9; 21 (1882), 315). 
40* 
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Sind mit AB + 0 die Grundflichen (3) der Schar mit denen 
des Biischels (1) identisch, so ist die Entwicklung der Deter- 
minante der Schar: 


(10) |A,,+ uB,,| = A+ A? Du+ ABEW + BOw + Bias 


so daB wieder dieselben Simultaninvarianten (6) auftreten. 


§ 2. Durchschnitt des Biischels mit Ebene und gerader 
Linie. 

Hine Ebene wird von dem Fliachenbiischel in einem Kegel- 
schnittbiischel geschnitten und von drei Flichen des Flachenbiischels 
beriihrt. Die Beriithrungspunkte sind die Ecken des gemeinsamen 
Polardreiecks des Kegelschnittbtischels. 

Die Gleichung des Biischels in Ebenenkoordinaten hat die 
Form (4(a) in § 1, (4) mit ~, gerindert): 


(1) F+Hi+ KV24+ G3 =0, 


wo F’ = 0 und G = 0 die Gleichungen der Grundflichen in Ebenen- 
koordinaten sind. Die Gleichung: 


(2) Zo 


stellt eine Flache 2. Klasse dar, deren Tangentialebenen die Grund- 
flichen f = O und g = O in zwei Kegelschnitten von solcher Lage 
schneiden, daB dem zweiten Kegelschnitt Polardreiecke des ersten 
ein- und dem ersten Polardreiecke der zweiten umbeschrieben 
werden kénnen (Gundelfinger in Hesse, Vorles. 497; Salmon- 
Fiedler, Rawm 1 (1898), 345). 

Durch das Verschwinden der Diskriminante der Gleichung (1): 


(3) (9FG— HK) — 4(3FK— H)(3GH — K*) =0 


wird die Grundkurve des Bischels als Fliche 8. Klasse in 
Ebenenkoordinaten u, dargestellt, der Gleichung (3) gentigen die 
Tangentialebenen der Grundkurve (dual bei Cayley, Cam. Dubl. 


math. J. 5 (1850), 53). Die Bedingungen einer dreifachen Wurzel 
der kubischen Gleichung (1): 


(4) 8F:H=H:K=K:3G 


stellen die Schmiegungsebenen der Grundkurve als Ebenenbtischel 
12. Klasse dar. 
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Dual entsprechend ist die Gleichung der Schar in Pumkt- 
koordinaten von der Form: 


(5) A?f+ Ahi + Bhi? + B’gi3 = 0, 
wo: 
(6 a) 


eine Flache 2. Ordnung ist, der Ort der Punkte, von denen 
an die Grundflichen f = 0 und g = O Beriihrungskegel von sol- 
cher Lage gehen, daS dem zweiten Polartrieder des ersten um- 
und dem ersten Polartrieder des zweiten einbeschrieben werden 
kénnen (Gundelfinger in Hesse, Vorles. Raum 473). 

Die den Grundflichen wmbeschriebene abwickelbare Fldche 
8. Ordnung, das Ebenenbiischel der gemeinsamen Tangential- 
ebenen der Grundfliichen, hat die Gleichung: 


(7) (QABfg — hk) — 4(3 Bfk — h®)(3 Agh — Kk?) = 0 
und ihre Riickkehrkurve 12, Ordnung die Gleichungen: 
(8) DA fe isl fete le =k. BB g, 


Eine gerade Linie wird von den Flachen des Biischels in 
einer Punktinvolution geschnitten und von zwei Flichen des Biischels 
beriihrt. Die Beriibrungspunkte sind die Doppelpunkte der In- 
volution. 

Die Gleichung des Biischels in Achsenkoordinaten q,, hat die 
Form (4(4) mit uw, und w,’ gerindert): 


(9) pty+v? =O, 


wo » = 0 und yw = O die Gleichung der Grundflichen in Achsen- 
koordinaten sind. Die Gleichung: 


(10) 4=0 
stellt den Kompleax 2. Grades derjenigen Strahlen dar, welche 


die beiden Grundflichen in vier harmonischen Punkten schneiden; 
die Gleichung: 


(11) ¢—49y¥=0 
stellt den Komplex 4. Grades derjenigen Strahlen dar, welche 


die Grundkurve schneiden (vgl. Pick, Wien. Ber. 100 (1901), 
561). 
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§ 3. Polarentheorie im Flaichenbuschel. 


Die Polarebenen eines Punktes in bezug auf die Flachen 
des Biischels bilden einen Hbenenbiischel, dessen Achse dem Punkte 
konjugiert heiBt (Plicker, Abhandl. 1, 88). 

Die reziproken Polaren einer Geraden in bezug auf die Fla- 
chen des Biischels bilden eine Regelschar und die den Punkten der 
Geraden konjugierten Achsen deren Leitschar. 

Die Pole einer Ebene in bezug auf die Flachen des Biischels 
bilden eine kubische Raumkurve und die konjugierten Achsen der 
Punkte der Ebene deren Sehnenkongruenz (Hesse, Werke 345). 

Der Ort der Schnittkurve der Polarebene eines Punktes in 
bezug auf die laufende Flache des Biischels mit dieser ist eine 
Fliche 3. Ordnung (Steiner, Werke 2, 652; Sturm, Flédchen 
dritter Ordnung, 16). 

Die Verbindungslinien der Pole einer Ebene oder die Schnitt- 
linien der Polarebenen eines Punktes in bezug auf die beiden 
Flichen f=0O und g=O bilden einen tetraedralen Komplex. 
Dieser besteht auch aus allen den Geraden, deren reziproke Polaren 
in bezug auf f = 0 und g = 0 sich schneiden (Reye, G. d. L.3 
(EITO); 29). 

Nimmt man f und g in der Form: 


(1) [ f= ay ay" + aya" + gay” + Ayr, = 0, 
g = 0,0, + Dy ay” + dys” + bya? = 0, 
so hat der Komplex die Gleichung: 


(2)  (Ggdgd1 by + a, yby ds) Pos Pia + (a3 By by + Mg 4,5.) 51 Pog 
+ (Gy 4903 04 + Mg Abs by) Pio Day = O. 

Fir zwei konfokale Flichen f=0O und g =O geht er in den 

Achsenkomplex tiber. 

Wahrend im allgemeinen die Polarebenen eines Punktes in 
bezug auf die Flachen des Biischels einen Ebenenbiischel bilden, 
gibt es insbesondere solche Punkte, deren Polarebenen in bezug 
auf die Flachen des Bischels zusammenfallen. Sie heiBen Hawpt- 
punkte und ihre Polarebenen Hauptebenen. Sie sind identisch 


mit den Doppelpunkten der nicht eigentlichen Fldchen des Biischels. 
Sie bestimmen sich aus den vier Gleichungen: 


(3) i+ 1g, = Ce + ADpy) ay ce Ce ae Dg) Xs 
+ (a3 + Adz) a3 + (G4 + Ld, 4) a4 = 0, 
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k =1, 2, 3, 4, wo 2 eine Wurzel der Gleichung: 
(4) A(i) = 0. 


Hat diese vier verschiedene Wurzeln, so gehort zu jeder 
Wurzel vermége der Gleichungen (3) ein Hauptpunkt, und die vier 
Hauptpunkte bilden das alsdann einzige gemeinsame Polartetracder 
der beiden Grundflichen sowie aller Flichen des Biischels. In be- 
zug auf dieses erhalten die beiden Grundflichen Gleichungen von 
der Form (1). Das Biischel enthilt in diesem Falle vier Kegel, 
deren Spitzen die Hauptpunkte sind (Lamé, Examen (1818), 72). 

Wenn indessen die vier Gleichungen (3) infolge der Bedin- 
gung (4) im allgemeinen vier durch einen Punkt gehende Ebenen 
darstellen, so kénnen im besonderen diese vier Ebenen auch durch 
eine Achse gehen oder alle vier zusammenfallen. Es sind daher 
verschiedene Faille zu unterscheiden, mit denen zugleich alle még- 
lichen Falle der Beriihrung 2. Ordnung hervorgehen (Plicker, 
Abhandl. 1, 107) und mit denen auSerdem das Problem der gleich- 
zeigen Transformation zweier quadratischer Formen von vier 
Variablen auf Summen von Quadraten vollstiindig erledigt wird 
(Cauchy, Exercices 4 (1829), 140; Jacobi, Werke 3 (1834), 
191; Pliicker, System d. analyt. Geom. d. Rawmes (1846), 324; 
Weierstra8, Berl. Monatsber. 1868, 316). 


§ 4. Hinteilung der Flachenbtischel zweiter Ordnung. 


Die Unterscheidung der verschiedenen Arten von Biischeln, 
beztiglich der verschiedenen Lagen zweier Flachen 2. Ordnung 
gegeneinander, beruht auf der Theorie der Hlementarteiler der De- 
terminante A (2). 

Sei nimlich 1, der Exponent der héchsten Potenz von 4 —i,, 

die in 4(4) vorkommt; ferner 2, der Exponent der héchsten Po- 
tenz von 4—i,, die gleichzeitig in allen Unterdeterminanten 
3. Grades 4,,(1), 4,” der Exponent der héchsten Potenz von 1—4,, 
die in allen Unterdeterminanten 2. Grades 0,,(4), 4,” der Exponent 
der héchsten Potenz von 4 —4,, die in allen Elementen der De- 
terminante 4(i) vorkommt. Dann heiBen die Differenzen: 
GQ) 4a=—4—-, @=4ou, GHW hs a= ra 
soweit sie nicht 0 sind, die zur Wurzel 2, gehérigen Elementar- 
teilerexponenten. Nach den Werten von /,,/,,... und ¢,, ¢,--- 
sind alsdann folgende Falle méglich: 
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(2) dry lay bg, 2 = a b C d e 
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Hier bedeuten die Pwnkte die voneinander verschiedenen Wur- 
zeln; die Anzahl der Striche, die ein Punkt tragt, die Multiplizitat 
der betreffenden Wurzel; die Anzahl der je gleichgerichteten Striche 
an jedem Punkte die beziiglichen Elementarteilerexponenten (nach 
M. Bocher, Gdétting. Preisschrift 1891, 13). 


Einer Wurzel 2, entspricht als nicht eigentliche Flache des 
Biischels ein Kegel oder ein Hbenenpaar oder eine Doppelebene, 
je nachdem in der Tabelle (2) ihr Punkt nur Striche von einer 
oder von zwei oder von drei Richtungen enthalt. So enthalt z. B. 
im Falle I[d das Biischel ein dreifaches Ebenenpaar und einen 
einfachen Kegel, im Falle Il ¢ eine vierfache Doppelebene. 


In den Fallen I gibt es bei a ein, bei b co}, bei c co? und bei 
d oo* gemeinsame Polartetraeder; in den Killen II bis V gibt es 
kein gemeinsames Polartetraeder, also auch keine gemeinsame 
Quadratdarstellung beider Flichen. Charakteristisch aber ist, daB 
die Fille gleicher Zeile jedesmal ein gemeinsames Paar kanonischer 
Gleichungen fiir die Flichen f= 0 und g = 0 zulassen, und zwar: 


(3) Lf = 1,0" + das? iar? + 10? = 0, 
Uae ane + Ue + Ly” + ne = 0; 
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IL. i= 1, 0,7 a ie ae 2 lp Wy Iq ae ay? ae 0, 
g9 = 2,7 + a7 + 2a,r, = 0; 

IN, f= 4,7 + 2,” + 21,2, % + 21,452, = 0, 
J = Uy hq Ht, = 05 

IV. f = Ajay? + Ay (ag” + 2atgx4) + 2axyx3 = 0, 
9 =H," + (@5" + 2a_a4) = 0; 

V. f = ag? + 2m, @5 + 2dy (aay + 225) = 0, 
9 = UX + UX, = 0. 


Die verschiedenen Fille a, b, c, d, e unterscheiden sich dann 
‘innerhalb jeder Zeile nur dadurch, daB die Koeffizienten d,, A», 
ds, 44, die Wurzeln der Gleichung 4(A), den Kolonneniiberschrif- 
ten entsprechend gleich werden (Sylvester, Phil. Mag. (4) 1 
(1851), 119; Killing, Dissert. Berlin 1872; Clebsch-Linde- 
mann, Vorles. Raum 215). 

Die Grundkurve des Biischels ist in den verschiedenen Fallen: 
Ta Raumkurve 4. Ordnung ohne Doppelpunkt; 1b zwei eigentliche 
Kegelschnitte mit zwei gemeinsamen Punkten, I¢ ein windschiefes 
Viereck, Id ein doppelter eigentlicher Kegelschnitt; ILb Rawm- 
kurve 4. Ordnung mit einem Doppelpunkt, Ile eigentlicher Kegel- 
schnitt und zwei sich schneidende Gerade, die auch beide den 
Kegelschnitt schneiden, IId zwei sich beriihrende Kegelschnitte, 
Ile zwei sich schneidende Doppelgerade; Ile Rawmkurve 3. Ord- 
nung mit Sehne; Ile Doppelgerade mit zwei diese schneidenden 
windschiefen Geraden; IVd Rawmkurve 4. Ordnung mit Spitze, 
IVe Kegelschnitt und zwei sich auf ihnen schneidende Gerade; 
Ve Raumkurve 3. Ordnung mt Tangente. 


Innerhalb jeder der 13 Arten von Flichenbiischeln ist bei 
reellen a,,, 0,, nach der Realitdt der Wurzeln i4,, der Haupt- 
punkte und der nicht eigentlichen Flichen zu unterscheiden. Zwei 
Wurzeln kénnen nur dann konjugiert komplex sein, wenn die zu- 
gehorigen /, und e, entsprechend gleich sind. Im Normalfalle Ia 
gibt es vier Unterfille: 1. die vier Wurzeln i,, die vier Haupt- 
punkte und die vier Kegel des Biischels sind reell; 2. die vier 
Wurzeln und die vier Hauptpunkte sind reell, aber nur zwei 
Kegel reell; 3. es sind zwei Wurzeln, zwei Hauptpunkte, zwei 
Kegel reell; 4. es gibt keine reellen Wurzeln, Hauptpunkte und 
Kegel (Sturm, Fldchen 3 Ordnung 254; 304; Cremona, J. f- 
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Math. 68 (1868), 124; Painvin, Now. Ann. (2) 7 (1868) 481; 
Killing, Dissert. Berlin 1872). 


§ 5. Flichen mit gemeinsamem Kegelschnitt. 


Besondere Betrachtungen kntipfen sich an die Fille 1b und Id. 


Wenn zwei Flichen 2. Ordnung einen Kegelschnitt gemeim 
haben, so schneiden sie sich auSerdem noch in einem Kegelschnitt. 
Die beiden Kegelschnitte haben zwei Punkte gemein, und die F'la- 
chen berithren sich in diesen (,,doppelte Beriihrung*). Die Verbin- 
dungslinie beider Punkte heiBt Beriihrungsschne. Zugleich haben 
die beiden Flichen zwei gemeinsame Tangentenkegel. Analytisch 
werden alle Flichen 2. Ordnung, die mit f=0O zwei Kegel- 
schnitte in den Ebenen U = 0 und V = O gemein haben, durch 
die Gleichung (Kap. XXVII, § 31, (1): 


(1) f+iuv=0 


dargestellt (Hesse, Vorles. Rawm (3. Aufl.) 121). 


Als besondere Beispiele von zwei Flichen 2. Ordnung, die 
zwei Kegelschnitte gemein haben oder sich in zwei Punkten 
beriihren, kénnen zwei &hnliche und ahnlich liegende Flachen 
2. Ordnung (Lamé, Examen (1818), 41) dienen oder zwei Ro- 
tationsflichen 2. Ordnung mit einem gemeinsamen Brennpunkt 
(Magnus, Aufgaben 2, 353). Eine Rotationsfliche 2. Ordnung 
und eine Kugel haben eine doppelte Beriihrung in zwei Punkten 
des imaginiren Kugelkreises (Hesse, Vorles. Raum 343). Zwei 
nicht konzentrische Kugeln schneiden sich aufen in dem imagi- 
niren Kugelkreise in einem Kreise, dessen Ebene die Potenzebene 
der beiden Kugeln ist, und haben zwei gemeinsame Tangenten- 
kegel, deren Spitzen ihre zwei Almlichkeitspunkte sind (s. Kétter, 
D. Math. Ver. 5, 89). 

Wenn drei Flichen 2. Ordnung durch einen Kegelschnitt 
gehen, so gehen die drei Ebenen der Kegelschnitte, in denen sie 
sich auBerdem schneiden, durch eine Gerade, bei drei Kugeln die 
Potenzachse. Bei vier solchen Flachen gehen die Ebenen der sechs 
tibrigen Kegelschnitte durch einen Punkt, bei vier Kugeln den 
Potenzpunkt. 

Zwei Flichen, die sich lings eines Kegelschnittes bertihren, 
heiBen einander ein- und umbeschrieben. Analytisch werden alle 
Flachen, welche die Fliche f = 0 lings ihrer Schnittkurve mit der 
Ebene U = 0 beriihren, in der Form: 
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_ (2) f+i0?=0 


dargestellt (Magnus, Awfg. 2, 352). Eine Fliche und ihr Be- 
riihrungskegel, zwei konzentrische uhnliche und ihnlich liegende 
Flachen, zwei konzentrische Kugeln sind Beispiele solcher sich 
beriihrender Flichen. 

Wenn zwei Flichen 2. Ordnung sich lings eines Kegel- 
schnittes bertihren, so schneidet die Tangentialebene in einem 
Kreispunkt der einen Fliche, die andere in einem Kegelschnitt, 
fiir den der Kreispunkt ein Brennpunkt ist. Ein Spezialfall dieses 
Satzes ist das Theorem von Dandelin tiber Rotationskegel und 
einbeschriebene Kugel (Dandelin, Bruz. now. mém. 2 (1822), 

@ 171). 

Zwei Flichen 2, Ordnung, die einer dritten Fliche 2. Ord- 
nung umbeschrieben sind, schneiden sich ihrerseits in zwei ebenen 
Kurven, deren Ebenen Symptosenebenen heiBen. Die Aufgabe, zu 
vier Flichen 2. Ordnung, die derselben Fliche 2. Ordnung f = 0 
einbeschrieben sind, eine fiinfte zu finden, die ebenfalls der Fla- 
che f = O einbeschrieben ist und jene vier beriihrt, ist eine Ver- 
allgemeinerung der Beriihrungsaufgabe des Apollonius fiir Kugeln 
(Kétter, Bericht D. Math. Ver. 5, 109). 


§ 6. Besondere Biischel und Scharen. 


Fiir zwei konzentrische Mittelpunktsflachen 2. Ordnung geht 
das gemeinsame Polartetraeder in das gemeinsame System kon- 
jugierter Durchmesser (nicht immer reell) tiber (Fall Ia). Fiir 
eine Miltclpunktsfliche und eine konzentrische Kugel wird dieses 
gemeinsame System das der Hauptachsen der ersteren Flache. 
Fir eine Rotationsfldche und konzentrische Kugel ergeben sich oot 
gemeinsame Systeme (Fall 1b). Zwei konzentrische ihnliche und 
ahnlich liegende Mittelpunktsflichen haben alle ihre Systeme kon- 
jugierter Durchmesser gemein (Fall Id). 

Der durch zwei Kugeln bestimmte Kugelbiischel (Fall 1b, oder 
wenn die Kugeln sich beriihren, Fall IIc) enthilt die Potenzebene 
und die unendlich ferne Ebene als doppelt zihlendes Ebenenpaar 
und zwei einfach zihlende Kugelkegel. 

Ist in bezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem Oxyz die 
Gleichung einer Fiche 2. Ordnung und 2. Klasse in Punkt- und 
Ebenenkoordinaten: 


(1) f(4, Y, % bt) = aye? +--- dyt’ = 0, 
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(2) F(u, v, w, 8) = dw +--+ + dys? = 0, 
wobei 

(3) buy = Agu 

so ist von der Flichenschar (Hesse, Vorles. Rawm 331): 
(4) F(u, v, w, 8) + wu? + v? + w?) = 0, 


die Determinante dieselbe wie beim Hauptachsenproblem der Fliche 
2. Klasse in Kap. XXV, § 11, (16). In den Koeffizienten a,, aus- 
gedriickt, lautet ihre Entwicklung: 


(5) ASA? Ale AA Ae 


Die GroBen A,,, A,,, Ay, (vgl. Kap. XXV, § 10, (6)) sind da- 
her Simultaninvarianten der Fiche (1) und des imagindren Kugel- 
kreises u® + v?+ w?=0, also wie dieser gegen jede Transfor- 
mation der rechtwinkligen Koordinaten invariant. 

Da die Gleichung (2) nach Kap. XXV § 11, (14) durch solche 
Transformation stets auf eine der Formen: 


(6) ew? +Bv? + yw? — 5s? =0 oder: Bv? + yw? + 2us=0 


gebracht werden kann, so umfaft die Schar (4) gerade die beiden 
Scharen der konfokalen Ellipsoide wnd Hyperboloide und der kon- 
fokalen Paraboloide: 


(7) ee ete Fe w : 
und 

2 y2 
8 AR pitta 5 bce 
(8) een AG pee + wo = 0. 


B. Biindeil von Flachen zweiter Ordnung. 


§ 7. Begriff und Gleichung des Biindels. 


Die Gesamtheit aller Flichen 2. Ordnung, die durch sieben 
gegebene Punkte von allgemeiner Lage hindurchgehen, bildet ein 
Biindel von Flichen 2. Ordnung. 

Alle Flachen des Biindels gehen noch durch einen achten 
Punkt hindurch, der durch die sieben gegebenen vollkommen bestimmt 
ist. Diese acht Punkte, Grundpunkte des Biindels, sind auch als 


§ 7. Begriff und Gleichung des Biindels. O21 - 


Schnittpunkte von irgend drei Flaichen des Biindels, den Grund- 
flachen des Biindels, bestimmt. Sind f=0, g=0, h =O die 
Gleichungen der drei Grundflichen, so ist die Glvichung des Biin- 
dels mit zwei Parametern 4 und uw: 


(1) ft+ig+uh=0. 


Durch zwei beliebig gegebene Punkte des Raumes geht im 
allgemeinen eine Fiche des Biindels. Das duale Gebilde heibt 
eine Scharschar von Fldchen 2. Klasse. 


Die acht Schnittpunkte dieser Flichen 2. Ordnung, die der- 
art voneinander abhingen, da8B durch sieben von ihnen der achte 
bestimmt ist, heiBen acht assoziierte Punkte (Reye, Ann. di mat. 
(2) 2, 129; G. d. L. 3 (1910), 38). Irgendwie zu zweimal vier 
verteilt, bilden sie die Ecken zweier Polartetraeder einer Flache 
2. Ordnung. Auch sind die Ecken zweier Polartetraeder einer 
Fliche 2. Ordnung stets acht assoziierte Punkte. Sind 1, 2,...8 
acht assoziierte Punkte, so liegen die Schnittlinien der vier Ebe- 
nenpaare 123 >< 567, 234 >< 678, 345 >< 781, 456 >< 812 
hyperboloidisch. 

Das Biindel von Flichen 2. Ordnung wird von einer Hbene 
in einem Kegelschnittbtindel geschnitten; co! Flachen des Biindels 
beriihren die Ebene, und die Beriihrungspunkte bilden die Kern- 
kurve des Kegelschnittbiindels. 

Eine Gerade wird in jedem ihrer Punkte von einer Fliache 
des Biindels beriihrt. 

Die Erzeugenden der Flichen des Biindels bilden einen Kom- 
plex 3. Grades (Reye, G. d. L. 3 (1910), 134 ff.) 


§ 8. Polarentheorie im Flachenbindel. 


Die Polurebenen eines Punktes P in bezug auf die Flaichen 
des Biindels bilden einen Ebenenbiindel, geben also durch einen 
Punkt P’; die Punkte P und P’ heiBen einander konjugiert in be- 
zug auf das Biindel. Die acht Grundpunkte sind je sich selbst 
konjugiert. 

Die zu den Punkten einer Geraden konjugierten Punkte bil- 
den eine Raumkurve 3. Ordnung, die reziproken Polaren der Ge- 
raden in bezug auf die Fliichen des Biindels die Sehnenkongruenz 
der Raumkurve. 

Die Pole einer Ebene in bezug auf die Flichen des Biindels 
bilden eine Flache 3. Ordnung. 
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Die Spitzen der im Biindel enthaltenen Kegel liegen auf einer 
Raumkurve 6. Ordnung, 16. Ranges und 3. Klasse, der Kernkurve, 
Jacobischen Kurve oder Quadrupelkurve des Biindels. Sie ist 
zugleich der Ort der Punkte, deren Polarebenen in bezug auf die 
Flichen des Biindels ein Ebenenbiischel bilden, und der Ort der 
Ecken der gemeinsamen Polartetraeder aller in dem Biindel ent- 
haltenen Biischel (Reye, G. d L. 8 (1910), 135). 


§ 9. Besondere Bindel. 


Wihrend zwei Flachen 2. Ordnung im allgemeinen ein ge- 
meinsames Polartetraeder besitzen, haben drei Flichen 2. Ordnung 
im allgemeinen kein gemeinsames Polfiinfeck; wenn sie aber ein 
solches haben, so haben sie unendlich viele. Die Bedingung hier- 
fiir ist, daB die drei Flachen die ersten Polaren dreier Punkte in 
bezug auf eine Fliche 3. Ordnung sind. Sie bestimmen dann ein 
Biindel mit Polfiinfeck (G. Darboux, Bull. Sc. M. (1) 1 (1870), 
353; W. Frahm, Math. Ann. 7 (1874), 635; E. Toeplitz, 
Dissert. Leipzig (1876) und Math. Ann. 11 (1877), 434; Th. 
Reye, J. f. Math 82 (1877), 75; Townsend, Quart. Journ. 11 
(1871), 347). 

Liegen die sieben Grundpunkte des Biindels auf der durch 
sechs von ihnen bestimmten Raumkurve 3. Ordnung, so gehen 
alle Flaichen des Biindels durch diese, und es liegt ein Biindel mit 
kubischer Grundkurve vor (Geiser, J. f. Math. 69 (1868), 215; 
R. Sturm, J. f. Math. 70 (1869), 238; J. Cardinaal, J. f. 
Math. 101 (1887), 142; Th. Reye, G. d. L. 2 (1907), 180; 
R. Sturm, Liniengeometrie 1, 252). 

Drei Hyperboloide, die eine Gerade gemein haben, schneiden 
sich noch in vier Punkten und bestimmen ein Biindel mit Grund- 
gerader und vier Grundpunkten (M. Chasles, J. de Math. (2) 2 
(1857), Nr. 29; R. Sturm, Math. Ann. 1 (1869), 559; Th. 
Reye, G. d. L.3 (1910), 189; G. Darboux, Bull. Sc. M. (1) 
1 (1870), 354; Sturm, Liniengeomeirie 1, 336). 

Drei Flichen 2. Ordnung, die einen Kegelschnitt und zwet 
Punkte gemein haben, bestimmen ein Biindel. Bin besonderer Fall 
von diesem ist das durch drei Kugeln bestimmte Kugelbiindel oder 


die lineare Kugelkongruenz (Th. Reye, Geom. d. Kugeln, Leipzig 
(2870), 215179). 
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C. Systeme dritter bis neunter Stufe. 


§ 10. Das Gebiisech von Flichen zweiter Ordnung. 


Sindf=0,9=0,h =0, k = 0 vier Flachen 2. Ordnung, 
die keinem Biindel angehéren, so bilden die oo® Flachen: 


(1) ftagtuh+vk=0 
ein lineares System 3. Stufe oder ein Gebiisch von Fléchen 
2. Ordnung. 

Durch einen Punkt des Raumes gehen oo? Flichen des Ge- 
biisches, die ein Biindel bilden. Jeder Punkt gehdrt einem System 
assoziierter Punkte des Gebtisches an. Durch zwei Punkte gehen 
oo! Flaichen des Gebiisches, die einen Biischel bilden. Jedes 
Punktepaar gehért einer Durchdringungskurve 4. Ordnung des 
Gebiisches an. Durch drei Punkte geht eine Fliche des Gebtisches 
(De Jonquiére, J. de Math. (2) 7 (1862), 412; R. Sturm, J, 
f. Math. 70 (1869), 212; Math. Ann. 1 (1869), 554; Th. Reye, 
G. d. L, 3 (1910), 148). 

Das duale Gebilde ist das lineare Gewebe 3. Stufe von 
Flachen 2. Klasse (Reye, J. f. Math. 82 (1877), 5). 

Die Polarebenen zweier Punkte in bezug auf die Flichen 
des Gebiisches sind homologe Ebenen zweier kollinearen Riéume 
(De Jonquiere, J. de Math. (2) 7 (1862), 412). Die reziproken 
Polaren einer Geraden in bezug auf die Fliichen des Gebiisches 
bilden einen tetraedralen Komplex (Reye, G.d. L. (1910) 3, 144). 


Weist man jeder Fliche 2 des Gebitisches die Polarebene 2” 
eines festen Punktes in bezug auf die Flaiche zu, so wird das Ge- 
biisch Y auf den Ebenenraum &’ projektiv bezogen. Einem Biindel 
oder Biischel von Flichen  entspricht ein Btindel oder Bischel 
von Ebenen 5. Jede Durchdringungskurve 4. Ordnung zweier 
Flichen & entspricht eine Gerade als Durchschnitt zweier Ebenen 5”. 
Jeder Gruppe assoziierter Punkte als Durchschnitt dreier Flachen 2 
entspricht ein Punkt, der Schnittpunkt dreier Ebenen =” (Th. 
Berner, Dissert. Berlin 1865; Th. Reye, J. f. Math. 86 (1879), 
85: G. d. L. 3, 145; R. Sturm, Liniengeom. 2, 278). 

Der Ort der Spitzen der oo? Kegel, die dem Gebiisch an- 
gehoren, die Kernfldche oder Jacobische Fldche des Gebtisches 
ist eine Fliche 4. Ordnung. Man erhilt ihre Gleichung durch 
Nullsetzen der Funktionaldeterminante von f, g, h, k. Sie ist 
auch der Ort der Beriithrungspunkte zweier Flaichen des Gebiisches; 
ferner der Ort eines Punktes P, dessen Polarebenen in bezug auf 
die Flichen des Gebtisches durch einen Punkt Q hindurchgehen. 
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Die Punkte P und Q heiBen einander konjugiert in bezug auf das 
Gebiisch und liegen beide auf der Kernflache. Die Verbindungs- 
linie zweier einander konjugierter Punkte heiBt ein Hauptstrahl 
des Gebtisches. Er wird von den Flichen des Gebiisches in einer 
Punktinvolution geschnitten, deren Doppelpunkte die konjugierten 
Punkte sind. Die Hauptstrahlen bilden eine Kongruenz (R. Sturm, 
Flichen 3. Ordnung (1867), 108, Liniengeom. 2, 278; Th. Reye, 
J. f. Math. 86 (1879), 86; G. Darboux, Bull. Sc. Math. (1) 1 
(1870), 354). Das Gebiisch enthalt im allgemeinen cehn Ebenen- 
paare, deren Doppellinien auf der Kernflache liegen (Th. Reye, 
J. f. Math, 86 (1897), 86). 


§ 11. Besondere Gebiische von Flachen zweiter Ordnung. 


Ein besonderes Gebitisch bilden alle Flachen, die durch sechs 
Grundpunkte bindurchgehen. Durch die sechs Grundpunkte gehen 
auch die Grundkurven aller in dem Gebiisch enthaltenen Biischel. 
Die Kernfliche geht durch die 15 Kanten des Sechsecks der Grund- 
punkte und durch die Doppellinien seiner zehn Paare von Gegen- 
ebenen. Sie enthilt die kubischen Raumkurven durch die sechs 
Grundpunkte, deren Sehnen Hauptstrahlen sind und von der Kern- 
fliche in vier harmonischen Punkten geschnitten werden (Th. Reye, 
J. f. Math. 86 (1879), 90; R. Sturm, Math. Ann. 1 (1869), 
533). Dieses Gebiisch wird zur Definition einer involutorischen 
Verwandtschaft benutzt, da jeder Punkt mit den sechs Grund- 
punkten einen Punkt als achten assoziierten bestimmt (V. Eber- 
hard, Dissert. Breslau 1885). 

Die ersten Polaren aller Punkte des Rawmes in bezug auf eine 
Fldche 3. Ordnung bilden ein besonderes Gebiisch von Flaichen 
2. Ordnung, bei dem die Doppellinien der zehn Ebenenpaare die 
Kanten eines Pentaeders bilden. Die Kernfliche des Gebiisches 
ist die Hessesche oder Steinersche Fliche der Fliche 3. Ord- 
nung (Steiner, J. f. Math. 58 (1857), 138 = Werke 2, 656; 
R. Sturm, Fidchen 3. Ordnung (1867), 127; L. Cremona, J. 
f. Math. 68 (1868), 46; Frahm, Math. Ann. 7 (1874), 635; 
Toeplitz, Math. Ann. 11 (1877), 432; Thieme, Zischr. f. M. 
24 (1879), 221; 276; Math. Ann. 28 (1886), 133; Reye, G. d. L. 
eedc92), 96. (13): 

Vier Flachen 2. Ordnung, die durch eine Gerade gelegt 
werden, bestimmen ein Gebtisch von Flachen 2. Ordnung. Die 
Flaichen des Gebiisches schneiden sich biischelweise in der Basis- 
geraden und einer Raumkurve 3. Ordnung, biindelweise in der 
Basisgeraden und vier assoziierten Punkten. Die Kernfliche ist 
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der Ort der Doppelgeraden der Ebenenpaare des Gebiisches 
(R. Krause, Dissert. StraBburg (1879); Th. Reye, G. d. L. 3 
(1892) 168; 174; J. Cardinaal, J. f. Math. 111 (1893), 31. 
Gebiisch mit zwei Basisgeraden s. R. Sturm, Liniengeom. 1, 252; 
254; Silldorf, Dissert. Minster (1882); A. Rasche, Ztschr. f. 
M. 20 (1875), 133). 

Die Jacobische Flache von vier Flaichen 2. Ordnung, die 
eimen Kegelschntt gemein haben, besteht aus der doppelt zihlenden 
Ebene des Kegelschnittes und einer durch ihn gehenden Fliache 
2. Ordnung (Th. Reye, G. d. L. 3 (1892), 211). Fiir das hier- 
her gehérige Kugelgebiisch ist die Jacobische Fliche die Ortho- 
gonalkugel der vier das Gebtisch bestimmenden Kugeln (Reye, 
Geom. der Kugeln, 5; 78). 

Alle Flichen 2. Ordnung, die ein gegebenes Tetraeder als 
Polartetraeder haben, bilden ein Gebiisch, dessen Kernfliiche aus 
den Seitenflichen des Tetraeders besteht (Painvin, J. f. Math. 
63 (1864), 58; K. Meister, Zischr. f. M. 31 (1886), 321; 34 
(1889), 6; Th. Reye, G. d. L. 3 (1892), 216; Timerding, Ann. 
di mat. (3) 1 (1898), 95). 


§ 12. Systeme und Gewebe vierter bis neunter Stufe. 

Die Gesamtheit aller oo Flachen 2. Ordnung und 2. Klasse 
im Raume bildet ein System, beztiglich Gewebe 9. Stufe. Die zehn 
Koeffizienten der Gleichung der Flache dienen als homogene 
Koordinaten einer Flache des Systems oder Gewebes. Durch p- 
Gleichungen zwischen den zehn Koordinaten ist im allgemeinen 
ein System oder Gewebe (9 — p)** Stufe bestimmt. Es ist linear, 
wenn die Gleichungen linear sind. 

Ein lineares System p** Stufe kann auch durch eine Glei- 
chung von der Form: 


Pp 
(1) > ufe= 0 


dargestellt werden, wo f,= 0 p + 1 linear unabhingige Flachen 
2. Ordnung und 4, p+ 1 homogene Parameter sind. In einem 
solchen System gibt es im allgemeinen eine Fliche, die durch p 
gegebene Punkte geht. Hin lineares System 8. Stufe besteht aus 
allen Flichen 2. Ordnung, die irgend einem Polartetraeder einer 
bestimmten Fliche 2. Klasse umbeschrieben, zu ihr apolar sind 
(Th. Reye, J. f. Math. 82 (1877), 1; 54; Gundelfinger, Arch. 
Math. Phys. (3) 3 (1901), 309; 4 (1902), 352). 


Pascal, Repertorium, II. 2, 2. Aufl. AL 


Kapitel XXIX. 


Die Raumkurven dritter und vierter Ordnung. 
Von O. Staude in Rostock. 


A. Die Raumkurven dritter Ordnung. 


§ 1. Begriff und Bestandteile. 


Die Raumkurve 3. Ordnung (kubischer Kegelschnitt) ist die 
Raumkurve niedrigster Ordnung. Sie hat mit jeder Ebene des 
Raumes drei Punkte gemeinsam. Eine Ebene, fiir die zwet von 
diesen drei Punkten zusammenfallen, ist eine Tangentialebene; 
eine Ebene, fiir welche alle drei zusammenfallen, eine Schmiegungs- 
ebene. 


Eine Gerade kann mit der Kurve héchstens zwei Punkte 
gemein haben. Ist dies der Fall, heiBt sie Sehne (Sekante, Bise- 
kante, Doppelsekante), eigentliche oder wneigentliche Sehne, je nach- 
dem die Punkte reell oder imaginar sind, und wenn die beiden 
Punkte zusammenfallen, Tangente. Eine Gerade, die nur einen 
Punkt mit der Kurve gemein hat, heiBt Zransversale (Treff- 
gerade, Sekante). Eine Gerade, die durch einen Punkt der Kurve 
geht und in dessen Schmiegungsebene liegt, heiBt ein Schmiegungs- 
strahl (Reye, G. d. L. 2 (1907), 181). 

Das duale Gebilde ist der Ebenenbiischel 3. Ordnung (das 
Ebenengewinde 3. Ordnung, die Raumkurve 3. Klasse) mit drei 
Ebenen durch jeden Punkt des Raumes. Die abwickelbare Flache 
des Ebenenbiischels ist der Ort der Punkte, fiir welche zwei von 
den drei Ebenen, die Kuspidal- oder Riickkehrkurve der Ort der 
Punkte, fiir welche alle drei Ebenen zusammenfallen. Eine Ge- 
rade, durch welche zwei Ebenen des Biischels gehen, heiBt eine 
Achse (Linie in zwei Ebenen), eine Gerade, durch die eine Ebene 
geht, Streichlinie (Linie in einer Ebene). 

Die Raumkurve 3. Ordnung und das Ebenengewinde 3. Ord- 
nung sind insofern dasselbe Gebilde, als die Schwingungsebenen 
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der Raumkurve 3. Ordnung ein Ebenengewinde 3. Ordnung bilden 
und die Rtickkehrkurve eines Ebenengewindes 3. Ordnung eine 
Raumkurve 3. Ordnung ist. Man sagt daher auch, da& die Rawm- 
kurve von der 3. Ordnung auch von der 3. Klasse ist und um- 
gekehrt. Die Ordnung bezeichnet die Anzahl der Punkte in einer 
Ebene, die Klasse die Anzahl der Schmiegungsebenen, oder schlecht- 
hin EHbenen, durch einen Punkt. 


Der Rang der Kurve, die Anzahl der Tangenten, die eine 
Gerade treffen, ist 4. Die Tangenten der Raumkurve 3. Ordnung 
bilden eine Linienfliche 4. Ordnung. 


Die Sehnen der Raumkurve 3. Ordnung bilden eine Strahlen- 
kongruenz 1. Ordnung und 3. Klasse. Daher hat die Kurve einen 
scheinbaren Doppelpunkt. Die Achsen der Kurve bilden dual eine 
Strahlenkongruenz 3. Ordnung und 1. Klasse. 

Die Transversalen der Kurve bilden einen Komplex 3. Grades. 
Der Komplexkegel eines Punktes P auBerhalb der Kurve ist ein 
Kegel 3. Ordnung mit einer Doppelerzeugenden. 

Zusammenfassendere Darstellungen der Theorie der Raum- 
kurve 3. Ordnung geben A. F. Moebius (1827), Werke 1, 117 ff.; 
Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), 203; M. Chasles, 
J. de Math. (2) 2 (1857), 397ff.; H. Schréter, J. f. Math. 56 
(1858), 27 u. Oberfl. 2. Ordnung 227 ff.; v. Staudt, Beitr. (1860), 
299; R. Sturm, J. f. Math. 79 (1875), 99; 80 (1875), 128; 86 
(1879), 116; Math. Ann. 26 (1886), 465; L. Cremona, Ann. 
di mat. (1) 1 (1858), 264; 278; 2 (1859), 19; 5 (1863), 227; 
Cc. A. v. Drach, Kub. Kegelschnitte, Leipzig 1867; Reye, G. 
d. L. 2 (1907), 163, Hamb. Math. Geselisch. 2 (1890), 43. 


§ 2. Analytische Darstellung und Schmiegungstetraeder. 


Die vier Tetraederkoordinaten des laufenden Punktes sowie 
der laufenden Schmiegungsebene sind proportional linearen Funk- 
tionen 3. Grades eines Parameters ft: 


(1) 0%, = C0 + Cua t? + Cygt + Cpa, 
(2) Gu, = C,,— 8C,,t + 30,,8— Cyt, 


wo O(,, die Unterdeterminanten 3. Grades der Determinante 
= |¢,,| sind. 
Bin Schmiegungstetraeder ist durch zwei Punkte P, und P, 
der Raumkurve bestimmt und dadurch gekennzeichnet daB die- 
41* 
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jenigen drei Punkte der Kurve, die in jeder Seitenfliche des 
Tetraeders liegen, beziehungsweise sind: P, P, P,, Py P,P, Py Py Pa, 
P,P,P,. Die erste und letzte dieser Seitenflichen sind also die 
Schmiegungsebenen in in P, und P,, die beiden mittleren aber 
die durch P, und P, gehenden Tangentialebenen der Punkte P, 
und P,. Von den sechs Kanten des Tetraeders sind zwei Tan- 
genten, zwei Treffgerade und zugleich Streichlinien, eine Sehne und 
eine Achse. Die Beziehung des Schmiegungstetraeders zur Kurve 
ist daher dual. Es gibt co” solche Tetraeder. Jede Sehne, welche 
die eine der beiden in einem Schmiegungstetraeder enthaltenen 
Treffgeraden schneidet, schneidet auch die andere und wird durch 
die beiden Schnittpunkte harmonisch geteilt. 

In bezug auf ein Schmiegungstetraeder lauten die zusammen- 
gehérigen Parameterdarstellungen der Punkte, Schmtegungsebencn 
und Z'angenten der Raumkurve: 


(3) Rant Rees OE a gee AE NEG 
(4) Uys Ug Uy, — 1 2 — Bt 3 F, 
Co) s Dy ty Pes Pet Pg SH EI 2 Se eee 


Moebius, Werke 1, 117; 118; 121; H. Schréter, Math. 
Ann. 25 (1885), 294; Sturm, Liniengeom. 1, 356; Cremona, 
Amn. di mat. (1) 1 (1858), 164; 2 (1859), 19. 


§ 3. Raumkurve dritter Ordnung und Flache 
zweiter Ordnung. 


Hine Raumkurve 3. Ordnung hat mit einer Fliche 2. Ord- 
nung sechs Punkte gemein. Hat sie mehr als sechs Punkte ge- 
mein, liegt sie ganz in der Flache 2. Ordnung. 


Alle durch eine Raumkurve 3. Ordnung gehenden Flichen 
2. Ordnung bilden ein Biindel. Alle nicht eigentlichen Flichen 
des Biindels sind Kegel und die Raumkurve selbst der Ort shrer 
Spitzen. Die Sehnen der Kurve sind die Erzeugenden der Kegel. 
Die Kurve wird aus jedem ihrer Punkte durch einen Kegel 2. Ord- 
nung projiziert. Sie bildet mit jeder ihrer Sehnen den voll- 
stindigen Durchschnitt der beiden Kegel 2. Ordnung, welche die 
Kurve aus den Endpunkten der Sehne projizieren. Die in einer 
Schmiegungsebene liegenden Achsen umhiillen einen Kegelschnitt, 
den ,,Schmiegungskegelschnitt. 
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Alle eigentlichen Flichen des Buindels sind Regelfldchen, 
deren eine Regelschar aus Sehnen, deren andere Regelschar aus 
Transversalen besteht. Der vollstiindige Durchschnitt irgend 
zweier solcher Regelflichen besteht stets aus der Raumkurve 
3. Ordnung und einer ihrer Sehnen oder Tangenten. Umgekehrt 
bildet die Kurve mit jeder ihrer Sehnen oder Tangenten die Grund- 
kurve eines Biischels von Flichen 2. Ordnung, welcher in dem 
Biindel enthalten ist. 

Diejenige Regelschar einer Fliche des Biischels, zu welcher 
die genannte Sehne oder Tangente gehirt, besteht aus lauter 
Sehnen der Raumkurve 3. Ordnung, die andere aus lauter Trans- 
versalen. Zwei Raumkurven 3. Ordnung auf einer Fliche 2. Ord- 
nung heifen gleichartig, wenn sie dieselbe Regelschar der Fliche 
zu Sehnen haben. Zwei gleichartige solche Kurven schneiden sich 
in vier, zwei ungleichartige in fiinf Punkten. 8S. Cremona, Ann. 
di mat. (1) 1, 172; Reye, G. d. L. 2 (1907), 168. 


§ 4. Polarentheorie der Raumkurve 3. Ordnung. 


Die Verbindungsebene der Berithrungspunkte der drei durch 
einen Punkt gehenden Schmiegungsebenen heiBt die Polarebene 
des Punktes. Der Schnittpunkt der Schmiegungsebenen der drei 
in einer Ebene liegenden Punkte der Kurve heiBt der Pol der 
Ebene. 

Jeder Punkt ist der Pol seiner Polarebene, jede Ebene die 
Polarebene ihres Poles. Pol und Polarebene liegen stets vereimigt. 
Die Verbindungslinie zweier Punkte und die Schnittlinie ihrer 
Polarebenen sind reziproke Polaren. 

Diese reziproke Verwandtschaft zwischen Punkten und Ebenen 
ist diejenige involutorische Korrelation des Raumes, die auch als 
Nulisystem bezeichnet wird und zugleich das Polarsystem eines 
linearen Komplexes bildet. 

Ist die Raumkurve, auf ein allgemeines Koordinatentetraeder 
bezogen, durch die Gleichungen § 2, (1) gegeben, so ist die Glei- 
chung dieses linearen Kompleaes: 


(1) (741 — 3 744) P1 + (51 — 3754) Pa + (Yer — 3 Yea) Ps 
+ (711 = 3 714) Ba + (Y21 — 3-704) Ps + (31 — 3 724) Ps = 0 
mit der Invariante: 
(ya — 3 744) (%11 — 314) + (51 — 3 ¥54) (Yer — 3724) 
@) + (y61 — 3 %¢4) (a1 — 3754) = — 3C. 
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Hier bedeuten y,, die Unterdeterminanten 2. Grades der Deter- 
minante C bei § 2, (1). 

Ist die Raumkurve, auf ein Schmiegungstetraeder bezogen, 
durch die Gleichungen § 2, (3) gegeben, so ist die Gleichung des 
linearen Komplexes: 


(3) 3p, — py = 0 
und die Bezichungen zwischen Pol x, und Polarebene u,: 
(4) thy | Ug? Ug Uj = Hy: — 324: 34,2 — Hy. 


Umgekehrt gekéren zu einem linearen Komplex co’ Raum- 
kurven 3. Ordnung als Ordnungskurven oder Nullkurven. 

Moebius, J. f. Math. 10 (1833), 317 = Werke 1, 489; 3, 
119; v. Staudt, G.d. L. 191; Beitr. 58; Reye, Hamburger 
Math. Gesellsch. 2 (1890), 48; R. Sturm, Liniengeom. 1, 82 ff. 

Vier Punkte einer Raumkurve 3. Ordnung bilden ein Tetra- 
eder, die Schmiegungsebenen in ihm ein zweites. Das eine Tetra- 
eder ist dem andern zugleich ein- und umbeschrieben. 

Moebius, J. f. Math. 3 (1828), 273 = Werke 1, 439; 
J. f. Math. 10 (1833), 326 = Werke 1, 498; Magnus, Aufg. 2, 
144; Schréter, J. f. Math. 56 (1858), 40; Muth, Ztschr. f. 
Math. 3% (1892). 


§ 5. Projektive Erzeugungen. 


Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Ebenen dreier 
projektiver Ebenenbiischel ist eine Raumkurve 3. Ordnung. Die 
Achsen der Biischel sind Sehnen der Kurve. Umgekehrt sind die 
Ebenenbiischel, welche irgend zwei feste Sehnen einer Raumkurve 
3. Ordnung mit dem laufenden Punkte der Kurve verbinden, pro- 
jektiv. 

Der Ort der Schnittpunkte sich schneidender entsprechender 
Strahlen zweier projektiver Strahlbiindel ist eine Raumkurve 
3. Ordnung. Die Zentra der Biindel sind Punkte der Kurve. 
Umgekehrt sind die Sehnen, welche irgend zwei feste Punkte 
einer Raumkurve 3. Ordnung mit dem laufenden Punkte der 
Kurve verbinden, sich schneidende entsprechende Strahlen zweier 
projektiver Strahlbiindel. 

Chasles, Apercu 405, J. de Math. (2) 2 (1857), 398; 
Seydewitz, Arch. Math. Phys. 10 (1847), 203; Cremona, 
Ann. di mat. (1) 1, 165, J. f. Math. 58 (1861), 144; v. Staudt, 
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Beitr. 325; Schur, Math. Ann. 18 (1881) 1; A. del Re, Pa- 
lermo Rend. 1 (1887), 272. 

Kine Raumkurve 3. Ordnung ist durch sechs Punkte be- 
stimmt. Uber ihre Konstruktion s. Moebius, Werke 1, 94, 119; 
Cremona, Ann. di mat. (1) 1, 168, 170; Seydewitz, Arch. 
Math. Phys. 10, 208; E. Lange, Zischr. Math. 26 (1881), 98; 
Sturm, J. f. Math. 79 (1874), 79; 80 (1875), 128; 334; 
Schréter, Oberfl. 253; Reye, G. d. L. 2 (1907), 167. 

In jedem einer Raumkurve 3. Ordnung einbeschriebenen 
Siebeneck 1234567 liegt der Punkt 7 in der Ebene der 
drei Punkte (217) (54), (176) (438), (765) (32); Chasles, Aper- 
gu 403; J. de Math. (2) 2 (1857), 397. 

Sind 1, 2,..., 8 irgend 8 Punkte einer Raumkurve 3. Ord- 
nung, so liegen die vier Geraden (123) (567), (234) (678), (345) 
(781), (456) (812) hyperboloidisch; A. Buchheim, Mess. of 
Math. (2) 14 (1884), 74. 

Sind 1, 2,. ., 8 irgend acht Punkte einer Raumkurve 3. Ord- 
nung, so schneiden die zehn Kanten des Fiinfecks 12345 und 
deren Gegenebenen die Ebene 678 in entsprechenden Punkten 
und Geraden eines polaren Feldes; als Analogon des Satzes von 
Desargues von Reye, Ztschr. Math. 13 (1868), 523; Ham- 
burger Mitteil. 2, 47. 


§ 6 Arten der kubischen Raumkurven. 


Wie die Kegelschnitte nach ihren Schnittpunkten mit der 
unendlich fernen Geraden, so werden die Raumkurven 3. Ordnung 
nach ihren Schnittpunkten mit der unendlich fernen Ebene ein- 
geteilt. Danach ist die Raumkurve 3. Ordnung, wenn von ihren 
dret Schnittpunkten mit der unendlich fernen Ebene einer reell 
_ und zwei konjugiert komplex sind, eine kubische Ellipse (1); wenn 
diese Schnittpunkte alle drei reell und getrennt sind, eine kubische 
Hyperbel (IL); wenn zwei zusammenfallen und einer getrennt ist, 
eine kubische hyperbolische Parabel oder parabolische Hyperbel (III); 
wenn alle drei zusammenfallen, eine kubische Parabel (IV). 

Eine im Endlichen verlaufende Tangente in einem unendlich 
fernen Punkt der Kurve heiBt eine Asymptote. Bei den Kurven I 
und III gibt es daher eine Asymptote, bei II drei und bei IV keime 
Asymptoten. 

Durch die Kurve I geht ein elliptischer, durch II drei hyper- 
bolische, durch III ein hyperbolischer und ein parabolischer, durch 
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IV ein parabolischer Zylinder. Danach sind die vier Arten von 
E. Lange auf Gipszylindern verzeichnet worden (Dy ck, Katal. 
math. Modelle, 268), ebenso auf Zelluloidzylindern von W. Lud- 
wig (bei M. Schilling in Halle a. 8. 1902). Weitere beztigliche 
Modelle von H. Wiener (bei B. G. Teubner, Leipzig 1900). 


Die Parameterdarstellungen der vier Arten lauten in schief- 
winkligen Koordinaten: 


eR aif ee ee 
otf pipy? 9 appt y) 8 aE pEty’ 


und hier ist fiir die einzelnen Arten: 


x 


Brod, 2p =—0, 7 =c;. Ibe=1;, p=o, y = — €*; 
Mie 1, p= — 2e, y= es BY) c= 0) Bay eae 


wo a, b, c und e nicht verschwindende Konstanten sind; s. Cre- . 
mona, J. f. Math. 58 (1859), 149. 


Die beiden in einem Schmiegungstetraeder enthaltenen Trans- 
versalen sind die Achsen einer geschart involutorischen Kolli- 
neation des Raumes, durch welche die Kurve in sich tbergeht. 
Ist die eine Transversale unendlich fern, so halbiert die andern 
alle durch sie gehenden Sehnen und heiBt ein Durchmesser der 
Raumkurve 3. Ordnung. Die Art I hat einen, II drei, III einen 
und IV unendlich viele Durchmesser. Cremona, J. f. Math. 58 
(1861), 147; Schréter, Oberfl. 329. 


Von Unterarten ist die gleichscitige kubische Hyperbel hervor- 
zuheben, die aus jedem ihrer Punkte durch einen gleichseitigen 
Kegel projiziert wird (Reye, G. d. L. 2 (1907), 180; Hamburger 
Mitteil. 2, 56), ferner eine kubische Ellipse, die aus jedem ihrer 
Punkte durch einen orthogonalen Kegel projiziert wird (Reye, 
G. d. L. 2 (1892), 176; W. Wirtinger, Wien. Ber. 94 (1886), 
302; A. Schoenflies, Geom. der Bewegung, Leipzig 1886), 
116; 119. 


Die Kriimmungsverhiltnisse der Raumkurve 3. Ordnung werden 
untersucht von E. Weyr, Lomb. Rend. Ist. 4 (1871), 636; 
E. Timerding, Dissert. StraBburg 1894; R. Sturm, Zésehr. f. 


Math. 40 (1895), 1; Fokaleigenschaften von H. Kriiger, Dissert. 
Breslau 1885; R. Mehmke, Bokl. Mitt. 4 (1891), 69. 
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B. Die Raumkurven vierter Ordnung erster Spezies. 


§ 7. Begriff und Darstellung. 


Eine Rawmkurve 4. Ordnung hat mit einer Ebene vier Punkte 
gemein. Es gibt zwei Spezies von Raumkurven 4. Ordnung. Eine 
Kurve der 1. Spezies ist der vollstiindige Durchschnitt zweier Flachen 
2. Ordnung. Durch eine Kurve der 2. Spezies geht nur eine Fliche 
2. Ordnung (s. im folgenden § 13). Den Unterschied der beiden 
Spezies bemerkt G. Salmon, Cambr. Dubl. math. J.5 (1850), 40; 
s. Steiner, J. f. Math. 53 (1857), 188 = Werke 2, 656; Sturm, 
Flichen 3. Ordnung, 185; Cremona, Amn. di mat. (1) 4(1861), 73. 

Die Raumkurven 4. Ordnung 1. Spezies zerfallen in dreé 
Arten, insofern sie entweder keinen Doppelpunkt oder einen ein- 
fachen Doppelpunkt oder eine Spitze haben. Das duale Gebilde ist 
das von den gemeinsamen Tangentialebenen zweier Fliichen 2. Ord- 
nung gebildete Ebenengewinde 4. Ordnung 1. Spezies mit drei ent- 
sprechenden Arten; s. Cayley, Cam. Dubl. Math. J. 5 (1850), 
48; Reye, G. d. L. 3 (1910), 33. 

Bezeichnet man die charakteristischen Zahlen einer Raum- 
kurve derart, daB m die Ordnung, 7 den Rang, 7 die Klasse, a die 
Anzahl der stationiiren Schmiegungsebenen, 6 die Anzahl der 
stationiren Punkte, « die Anzahl der in einer Ebene liegenden 
Schnittpunkte zweier Tangenten, y die Anzahl der durch einen 
Punkt gehenden Verbindungsebenen zweier Tangenten, g die An- 
zahl der in einer Ebene liegenden Achsen (A § 1), h die Anzahl 
der durch einen Punkt gehenden Sehnen, so ist fiir die drei Arten 
der Raumkurven 4. Ordnung neben m = 4: 


7. n oe p a y g h 
tart: 8 12 16 0 16 8 32 2 
2. Art: 6 6 + 0 6 A 6 3 
Saari: «5 4 1 1 2 2 2 2 


Bei der 3. Art sind die dual entsprechenden Zahlen « und f, 
xz und y, g und hi je gleich; s. G. Salmon, Cam. Dubl. Math. J. 
5 (1850), 37. 

Die Raumkurve wird analytisch bestimmt durch die Glei- 
chungen der beiden Flaichen 2. Ordnung, deren Durchschnitt sie 
ist, oder durch eine Parameterdarstellung. 

Die Kurve 1. Art ist vom Geschlecht 1. Die Koordinaten 
ihrer Punkte sind daher elliptische Funktionen eines Parameters. 
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Fir die Verhiltnisse des Tetraederkoordinaten eines Punktes 
ist in Jacobischen 9-Funktionen: 


s z O,(u)  H,(u)  F% (w) . O39, (W) | 
(1) By? Wy igi By—= yt gt gt gg | 


fiir die zugehérige Zangente wird dann: 


Py! Pat Ds? Dy? Ds? Pg = 9°, (w) Fy(w) : — 94°, (w) 8 (u) 
(2) : B52 O, (uw) Fo (u) 2 By? H(t) Oy (w) + Hy” (w) Fy (u) 
: 3,2) 9_(w) 5 (w) 
und fiir die Schmiegungsebene: 
P a, 9, 3,° 
(8) Uy gig 1 —= Dy Oy? (w):— Bs Hy* (w): Hy Fy? (Uw)? — a : 


(G. Loria, Rom. Acc. L. Rend. (4) 6? (1890), 179.) An Stelle 
der Darstellung (1) hat man auch in WeierstraBschen Funk- 
tionen: 


(4) Wy 2 My? Hyg? Ly == 6, (U) 2 Oy (wu) 2.65 (4) s OC) 
oder: 
(5) Wy 2 gt By y= p (u)ep (u) spa): 1. 


(W. Killing, Dissert. Berlin 1872, 11; G. H. Halphen, Traité 
des fonctions ellipt. 2 (1888) 450; F. Klein. Leipz. Abh. 1885, 
360; Harnack, Math. Ann. 12 (1877), 51.) 

Der Modul der elliptischen Fnnktionen in (1) ist das Doppel- 
werhidlinis der vier durch eine Sehne gehenden Tangentialebenen der 
Kurve, welches von der Auswahl der Sehne unabhingig ist. 

Der Vorteil der Darstellung durch elliptische Funktionen 
besteht besonders darin, daB nach dem Abelschen Theorem, bei 
geeigneter Wahl des den Parameter w = 0 erhaltenden Punktes der 
Kurve, fiir die vier Schnittpunkte der Kurve mit einer Ebene oder 
fiir die acht Schnittpunkte mit einer Fliche 2. Ordnung die Suwmme 
der Parameterwerte uw in bezug auf die beiden Perioden 2, und 
2, der elliptischen Funktionen kongruent 0 ist. 

Die Kurven der 2. und 3. Art sind dagegen rationale Kurven, 
so da die homogenen Koordinaten ihrer Punkte ganzen Funk- 
tionen eines Parameters proportional sind, s. W. Killing, Dissert. 
Berlin 1872, 30, 36. 

Kine Raumkurve 4. Ordnung ist durch acht Punkte von all- 
gemeiner Lage bestimmt. Uber ihre Konstruktion s. v. Staudt, 
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Beitr. (1860), 379; Reye, Zischr. f. Math. 13 (1868), 528; 
Sturm, Math. Ann. 1 (1869), 533; Schréter, Raumkurven 
4. Ordnung, 5; Reye, G. d. L. 3 (1910), 40. 


§ 8. Raumkurven vierter Ordnung und gerade Linie. 


Je nachdem eine Gerade mit der Kurve einen, zwei getrennte 
oder zwei zusammenfallende Punkte gemein hat, heiBt sie eine 
Transversale, eine Sehne oder eine Tangente. Mehr als zwei Punkte 
kann sie nicht mit der Kurve gemein haben (vgl. spiter § 14). 

Die Sehnenkongruenz der Raumkurve 4. Ordnung besteht aus 
den Erzeugenden aller Flaichen 2. Ordnung des Biischels, deren 
Grundkurve die Kurve ist. Sie ist von der 2. Ordnung und 
6. Klasse. Alle Sehnen, welche eine feste Sehne schneiden, bilden 
eine Regelschar einer Flache des Biischels; alle Sehnen, welche 
das Polartetraeder des Biischels unter konstantem Doppelverhiltnis 
schneiden, eine Linienfliche 8. Ordnung und 8. Klasse (Quadricu- 
spidale); alle Sehnen, welche zwei Gegenkanten des Polartetraeders 
schneiden, eine Linienflache 4. Ordnung; s. Laguerre, J. de math. 
(2) 15 (1870), 197; Killing, Dissert. Berlin 1872, 13; Sturm, 
Liniengeom. 2, 317. 

Unter den Erzeugenden jeder Flache des Biischels befinden 
sich acht Tangenten der Raumkurve (fiir die zweite Art nur vier, 
fiir die dritte nur zwei). Die acht Bertihrungspunkte bilden acht 
assoziierte Punkte (Kap. XX VII, § 7); s. Reye, Ann. di mat. (2) 2 
(1868), 133. Auf einem der vier Kegel des Biischels liegen vier 
Tangenten der Raumkurve. Alle Yangenten bilden eine Linen- 
fltiche von der Ordnung r = 8 (bei der 2. und 3. Art beziiglich 
r=6 undr=5). Sie gehdren einem tetraedralen Komplex an 
(s. Reye, G. d. L. 3 (1910), 8. 33). 

Die Transversalen der Raumkurve bilden einen Komplex 
4, Grades, dessen Gleichung in Achsenkoordinaten Kap. XXVIII, § 2, 
(11) angegeben wurde. Der Komplexkegel ist fiir einen Punkt 
auBerhalb der Kurve ein Kegel 4. Ordnung mit zwei Doppel- 
erzeugenden, fiir einen Punkt der Kurve selbst ein allgemeiner 
Kegel 8. Ordnung (s. Milinowski, J. f. Math. 97 (1884), 277) 
fiir einen Hauptpunkt des Biischels ein doppelt zahlender Kegel 
2. Ordnung. 


§ 9. Raumkurve vierter Ordnung und Ebene. 


Je nachdem von den vier Punkten, die eine Ebene mit der 
Kurve gemein hat, zwei oder zweimal zwei oder drei oder alle vier 


642 Kapitel XXIX. Die Raumkurven 3. und 4. Ordnung. 


zusammenfallen, ist die Ebene eine Tangentialebene oder eine 
Doppeltangentialebene oder eine Schmiegungsebene oder eine statio- 
nire Schmiegungsebeue ( Wendeberiihrungsebenc). 

Die Doppeltangentialebenen der Kurve sind die Tangential- 
ebenen der vier Kegel des Biischels Durch einen Punkt des 
Raumes gehen acht, durch eine Tangente der Kurve wer Doppel- 
tangentialebenen (s. Sturm, Liniengeom. 2, 318). 

Durch einen Punkt des Raumes gehen zwélf Schmiegungs- 
ebenen, durch einen Punkt der Kurve selbst sechs (bei der 2. und 
3. Art sind diese Zahlen 6, 3 und 4,1). Die Koordinaten w, einer 
Schmiegungsebene geniigen den Gleichungen Kap. XXVIIL, § 2, (4). 

Die Schmiegungsebenen im den vier Schnittpunkten einer Ebene 
mit der Kurve schneiden die Kurve zum andernmal in vier Punkten, 
die in eimer Ebene liegen (s. Reye, Ann. di mat. (2) 2 (1868), 129). 

Die 16 Wendeberiihrungspunkte der Kurve, die Bertihrungs- 
punkte der stationiren Schmiegungsebenen, sind die Schnittpunkte 
der Kurve mit den vier Hauptebenen des Flichenbiischels. 

Jede Ebene, die durch drei Wendeberiihrungspunkte geht, 
geht auch noch durch einen vierten, der tibrigens mit einem der 
drei ersteren zusammenfallen kann. Man erhalt so 116 Ebenen. 
Es gibt ferner 745 Tetraeder, deren vier Seitenflichen alle 
16 Wendebertihrungspunkte enthalten. Die beztiglichen Konfigu- 
rationen ergeben sich in tibersichtlicher Weise aus der Darstellung 
durch elliptische Funktionen. E. Lange, Ztschr. f. Math. 28 
(1883), 1; Ameseder, Wien. Ber. 87 (1883), 1207; s. auch 
H. Schréter, Rawmkurven 4. Ordnung, Leipzig (1890), 85. 


§ 10. Raumkurve vierter Ordnung und Flache zweiter 
Ordnung. 


Hine Raumkurve 4. Ordnung wird von einer Fliche 2. Ord- 
nung in acht assoziierten Punkten geschnitten. Zwei auf einer 
Fldche 2. Ordnung gelegene Raumkurven 4. Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten, durch welche oo! solche Kurven hindurch- 
gehen, die ein Biischel bilden. Eine Erzeugende der Flaiche wird 
von den Kurven des Biischels in einer Involution geschnitten 
deren Doppelpunkte die Berithrungspunkte derjenigen zwei Kurven 
des Biischels sind, welche die Erzeugende beriihren. In dem 
Biischel gibt es 12 Kurven 4. Ordnung mit Doppelpunkt. 

Chasles, C. R. 54 (1862), 422; Th. Reye, Ann. di mat. 
(2) 2 (1868), 129; R. Sturm, Math. Ann. 1 (1869), 553; 
Laguerre, J. de math. (2) 15 (1870), 203. 
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Sind in der Darstellung der Raumkurve durch elliptische Funk- 

tionen « und v die Parameter der Endpunkte einer Sehne, so ist fiir 
solche Sehnen, die die beiden Regelscharen einer Fliche des Biischels 
bilden, dessen Grundkurve die Raumkurve ist, wu + v= 2e und 
wu + v = — 2c (mod 2@,, 2@,). Wenn nun der Raumkurve ein 
2n-Eck eimheschrieben werden kann, dessen Seiten abwechselnd 
der einen und der andern der beiden Regelscharen angehéren, so 
kénnen ihr 00+ solche 2n-Ecke einbeschrieben werden, und es 
mu8 die Konstante ¢ der Bedingung 4nc =O geniigen. Uber 
solche ,,SchlieBungssitze“ s. F. August, Arch. Math. Phys. 59 
(1876), 1; F. Schur, Math. Ann. 20 (1882), 264; V. Eber- 
 hardt, Ztschr. f. Math. 32 (1887), 65. 
: Es gibt sechs Flachen in dem Flichenbiischel, auf denen 
unendlich viele der Raumkurve einbeschriebene Vierseite liegen. 
Laguerre, J. f. Math. (2) 15 (1870), 193; A. Voss, Math. 
Ann. 10 (1876), 177; G. Westphal, Math. Ann. 13 (1878), 
16; H. Schréter, Kurven 4. Ordnung, 69. 

Die Raumkurve 4. Ordnung und mit ihr der zugehdrige 
Biischel von Flichen 2. Ordnung geht durch 32 Kollineationen 
in sich wiber. Sie entsprechen in der Parameterdarstellung dem 
Ubergang von w in = u+c, wo 4¢=0. Unter ihnen befinden 
sich vier involutorische Zentralkollineationen mit Bezug auf je 
einen Hauptpunkt und die gegeniiberliegende. Hauptebene, sowie 
drei geschart involutorische Kollineationen mit Bezug auf je zwei 
Gegenkanten des Haupttetraeders. A. Harnack, Math. Ann. 12 
(1877), 81; F. Schur, Math. Ann. 20 (1882), 262. Die Trans- 
formation einer Geraden in eine Raumkurve 4. Ordnung durch 
quadratische Transformation behandelt H. Timerding, Amn. di 
Mat. (3) 1 (1898), 95. 

Bei der Abbildung einer durch eine Raumkurve 4. Ordnung 
gehenden Flache 2. Ordnung auf die Ebene durch stereographische 
Projektion geht die Kurve in eine ebene Kurve 4. Ordnung mit 
zwei Doppelpunkten tiber (s. Clebsch-Lindemann, Vorles. 
Raum 421). 


§ 11. Punktgruppen auf der Raumkurve vierter Ordnung. 


Die Beriihrungspunkte der vier durch eine Sehne gehenden 
Tangentialebenen bilden ein Punktquadrupel. Kin beliebiger Punkt 
der Kurve bestimmt ein solches Quadrupel. Die Parameter der 
vier Punkte eines Quadrupels sind von der Form: wu, «+ @,, 
ut+o@,, w+o@,+@,. Die Raumkurve beriihrt auf einer be- 
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liebigen durch sie gehenden Fliche 2. Ordnung je vier Erzeugende 
jeder Regelschar. Die zweimal vier Bertihrungspunkte bilden 
zwer zusammengehérige Quadrupel. Zwei zusammengehérige Qua- 
drupel bilden acht assoziierte Punkte. Die durch sie bestimmten 
beiden Tetraeder befinden sich in desmischer Lage. Schréter, 
Raumkurven 4. Ordnung, 48; Harnack, Math. Ann. 12 (1877), 67. 

Drei Punkte der Raumkurve 4. Ordnung bilden ein Tripel, 
wenn ihre Schmiegungsebene sich in demselben vierten Punkte 
der Kurve schneiden, in welchem die Ebene der drei Punkte die 
Kurve schneidet. Schréter, Raumkurven 4. Ordnung, 18; 
G. Loria, Rom. Acc. L. Rend. (4), 67, 183. 

Es gibt endlich 24 Punktepaare auf der Raumkurve 4. Ord- 
nung der Art, daB die Schmiegungsebene jedes der beiden Punkte 
eines Paares durch den andern geht. Schroéter, Rawmkurven 
4, Ordnumg, 81. 


§ 12. Gestaltsverhaltnisse und Unterarten. 


Die Raumkurve 4. Ordnung hat ihren Realititsverhaltnissen 
nach vier Formen, die durch folgende Unterschiede gekennzeichnet 
sind: I. vier reelle Hauptpunkte, vier reelle Kegel, zwei paare Ztige; 
II. vier reelle Hauptpunkte, zwei reelle Kegel, keine reellen Ziige; 
Ill. zwei reelle Hauptpunkte, zwei reelle Kegel, ein paarer Zug; 
IV. kein reeller Hauptpunkt, kein reeller Kegel, zwei unpaare Ziige. 


Sturm, Fldchen 3. Ordnung (1867), 264; 304; Cremona, 
J. f. Math. 68 (1868), 124; Painvin, Nowv. Ann. (2) 7 (1868), 
481; 529; 8 (1869), 49. Fadenmodelle der Raumkurven 4. Ord- 
nung sind von H. Wiener (1 889) angefertigt (Dyck, Katalog 269). 


Die Schnittlinien einer Flache 2. Ordnung mit einer Kugel 
heiBen zyklische Kurven (Lamé, Examen (1818), 36; Darboux, 
Nouv. Ann. (2) 3 (1864), 199; Classe remarquable 399; Chasles, 
J. de math. (1) 3 (1838), 434; Laguerre, Soc. phil. 4 (1867), 
51; 5 (1868), 40). Zu ihnen gehiren die sphdrischen Kegelschnitte 
und das Vivianische Fenster (Darboux, Classe remarquable 27). 

Kine besondere Form der Raumkurve 4. Ordnung hat Schréter 
(J. f. Math. 98 (1882), 132) behandelt: Legt man durch jedes 
der drei Paar Gegenseiten eines Tetraeders ein orthogonales Hyper- 
boloid, so schneiden sich diese drei Hyperboloide zu zweien in 
einer Raumkurve 4. Ordnung, die von jeder zu einer Tetraeder- 


kante senkrechten Ebene in vier Punkten eines Kreises geschnitten 
wird. 
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C. Die Raumkurven vierter Ordnung zweiter Spezies. 


§ 13. Begriff und Darstellung. 


Eine Raumkurve 4. Ordnung 2. Spezies ist ein Teil des 
Durchschnittes einer Fliche 2. Ordnung und einer Fliche 3. Ord- 
_ nung, welche zwei windschiefe Gerade gemein haben. Es geht 
keine andere Fldche 2. Ordnung durch die Kurve. 

Diese Raumkurven zerfallen in drei Arten, je nachdem sie ent- 
weder keine oder eine oder zwei stationdre Tangenten haben. Die 
charakteristischen Zahlen § 7 sind fiir die drei Arten neben m = 4: 


r n oe B as y g h 
a Artst) 6 6 4 0) 6 4. 6 
2. Art: 6 5) 2 0) 5 4 4. 
SeeATte 6 4 0) 0) 4 4 > 5: 


Diese Raumkurven sind simtlich vom Geschlecht 0. Die 
homogenen Koordinaten ihrer Punkte sind proportional ganzen 
Funktionen 4. Grades eines Parameters. 

Durch acht beliebige Punkte des Raumes lassen sich vier 
Kurven 4. Ordnung 2. Spezies legen. Eingehende Behandlung 
finden die Raumkurven 4. Ordnung 2. Spezies bei L. Cremona, 
Ann. di mat. (1) 4 (1861), 73; E. Weyr, Math. Ann. 4 (1871), 
243; Wien. Ber. 63 (1871) 493; 73 (1876), 203; 75 (1877), 
458; 81 (1880), 1218; E. Bertini, Lomb. Ist. (2) 5 (1872), 
622; A.Armenante, Giorn. di mat. 11 (1873), 221; 12 (1874), 
250; A. Adler, Wien. Ber. 86 (1882), 919; St. Jolles, Theorie 
der Oskulanten, Aachen 1886; E. Study, Leipe. Ber. 1886, 3; 
W. Stahl, J. f. Math. 101 (1887), 73; 104 (1888), 38; L. Ber- 
zolari, Lomb. Ist. Rend. (2) 23 (1890), 96; K. Rohn, Leipz. 
Ber. 1890, 208; 1891, 1. 


§ 14. Raumkurve vierter Ordnung zweiter Spezies und 
gerade Linie. 


AuBer Transversalen, Sehnen (zweifachen Sekanten) und Tan- 
genten, welche ein, zwei getrennte und zwei zusammenfallende 
Punkte mit der Kurve gemein haben (§ 8), hat die Kurve 4. Ord- 
nung 2. Spezies ein einfach unendliches System von dreifachen Se- 
kanten, die drei Punkte mit ihr gemein haben. Daraus erklart sich 
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auch die Méglichkeit stationérer Tangenten bei der 2. und 3 Art 
in §13. Durch jeden Punkt der Kurve geht eine dreifache Sekante. 

Alle Erzeugenden der einen der beiden Regelscharen auf der 
durch die Kurve gehenden Fliche 2. Ordnung werden von ihr in 
drei, alle der andern in eimem Punkte geschnitten; jene sind drei- 
fache Sekanten, diese Transversalen. 

Das Doppelverhiltnis der vier Ebenen, welche vier feste 
Punkte der Kurve mit der laufenden dreifachen Sekante verbinden, 
ist konstant und heiBt das Doppelverhdlinis der vier Kurvenpunkte. 

Eine zweifache Sekante der Kurve, durch welche sich zwei 
Schmiegungsebenen von der Beschaffenheit an die Kurve legen 
lassen, daB die Bertihrungspunkte die Schnittpunkte der Sekante 
mit der Kurve sind, heiBt nach Bertini eine Hauptsehne. Es 
gibt drei Hauptsehnen der Kurve, die sich in demselben Punkte 
schneiden. 

Durch einen Punkt des Raumes gehen drei Sehnen der Kurve 
(h = 3). Wenn man nun durch diesen Punkt und durch die in 
den sechs Endpunkten der drei Sehnen an die Kurve gelegten 
Tangenteu Kbenen legt, so beriihren diese sechs Ebenen denselben 
Kegel 2. Orduung. 

Eine durch eine feste Sehne s. gelegte Ebene EF schneidet 
die Kurve noch in zwei Punkten, die wieder eine Sehne s he- 
stimmen. Dreht sich die Ebene H um die feste Sehne s), so be- 
schreibt die Sehne s eine windschiefe Regelfliche 3. Ordnung. 

Die Projektion der Kurve auf eine Ebene von einem belie- 
bigen Punkte aus ist eine Kurve 4. Ordnung und 6. Klasse mit 
drei Doppelpunkten, vier Doppeltangenten und sechs Inflexions- 
tangenten. Die Projektion aus einem Punkte der Kurve selbst 
gibt eine Kurve 3. Ordnung und 4. Klasse. Durch die Kurve 
gehen vier Kegel 3. Ordnung und 3. Klasse. 


§ 15. Raumkurve vierter Ordnung zweiter Spezies 
und Ebene. 


Die Ebenen, welche die Kurve 4. Ordnung in vier harmoni- 
schen Punkten schneiden (§ 14, Abs. 3), hiillen eine Steinersche 
Flache 4. Ordnung und 3. Klasse ein, welche der abwickelbaren 
Flache der Schmiegungsebenen der Kurve einbeschrieben ist. 

Die acht Geraden, welche durch einen Punkt des Raumes 
sich nach den Beriihrungspunkten der vier durch diesen Punkt 
gelegten Doppeltangentialebenen ziehen lassen, sind Erzeugende 
eines Kegels 2. Ordnung. ¥ 
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Die sechs von einem Punkte des Raumes an die Kurve ge- 
zogenen Schmiegungsebenen sind Tangentialebenen eines Kegels 
2. Ordnung. Die Schmiegungsebenen der Kurve beriihren eine 
Flache 2. Ordnung, deren Tangentialebenen die Kurve in vier eine 
aquianharmonische Gruppe bildenden Punkten schneiden. Die 
Flache 2. Ordnung ist der abwickelbaren Fliche der Schmiegungs- 
ebenen einbeschrieben. 

Von einem Punkte P der Kurve aus kiénnen drei Schmiegungs- 
ebenen an sie gelegt werden. Ihre drei Beriihrungspunkte liegen 
in einer durch den Punkt P gehenden Ebene IZ, welche die har- 
momische Polarebene der durch P gehenden dreifachen Sekante s 
in bezug auf das Dreikant p, q, r der drei Schmiegungsebenen ist, 
d. h. die Ebene, welche die drei Schmiegungsebenen in drei Ge- 
raden p’, q’, r derart schneidet, daB die Ebenenpaare sp, sp’s; 
sq, sq’; sr, sr’ in Involution stehen. Bei Verinderung den 
Punktes P umhiillt die Ebene JZ der drei Beriihrungspunkte einen 
Kegel 2. Ordnung. 

Die Tangenten in den vier Wendeberiihrungspunkten der 
Kurve, den Beriihrungspunkten der vier stationiren Schmiegungs- 
ebenen, haben hyperboloidische Lage. 

Die vier Wendeberiihrungspunkte legen auf der Doppelkurve 
der abwickelbaren Fldche der Schmicgungsebenen der Raumkurve. 

Diese Doppelkurve hat ebenfalls vier Wendeberiihrungspunkte 
und keine mehrfachen Punkte Sie ist der Schnitt einer Flache 
2. und einer Fliche 3. Ordnung, welche in vier Punkten eine 
stationare Beriihrung haben. Die Raumkurve 4. Ordnung schneidet 
die Doppelkurve der abwickelbaren Fliche in acht Punkten, den 
Wendeberiihrungspunkten beider Kurven. 


§ 16. Raumkurve vierter Ordnung zweiter Spezies und 
Fliche zweiter Ordnung. 


Die Raumkurve 4. Ordnung liegt auf einer eimzigen Fliche 
2. Ordnung. Die Fliiche 3. Ordnung, welche sie aus der Fliche 
2. Ordnung ausschneidet, kann mit dieser auberdem entweder zwer 
windschiefe Gerade oder eine fiir die Fliche 3. Ordnung doppeli 
zdhlende Gerade gemein haben. Die Fliche 3. Ordnung kann auch 
eine windschiefe kubische Regelfliiche sein. 

Auf eine Flache 2. Ordnung kann man zwei Systeme von 
Raumkurven 4, Ordnung 2. Spezies aufzeichnen; die Kurven des 
einen Systems treffen die Erzeugenden der ersten Schar in einem 
Punkte und die der zweiten Schar in drei, die Kurven des andern 


Pascal, Repertorium. IL2. 2. Aufl. 42 


648 Kapitel XXIX. Die-Raumkurven 3. und 4. Ordnung. 


Systems treffen umgekehrt die Erzeugenden der ersten Schar in dree 
Punkten und die der zweiten Schar in einem Pumnkt. 

Zwei Kurven derselben Fliche 2. Ordnung, welche derart 
verschiedenen Systemen angehéren, schneiden sich in zehn Punkten, 
zwei Kurven desselben Systems in sechs. 

Eine Kurve 4. Ordnung 1. Spezies und eine Kurve 2. Ord- 
nung 2. Spezies, die auf derselben Flache 2. Ordnung liegen, treffen 
sich in acht Punkten. 

Eine Raumkurve 3. Ordnung und eine solche 4. Ordnung 
2. Spezies, die auf derselben Flache 2. Ordnung liegen, und von 
welchen jede die Hrzeugenden derselben Schar in einem Punkte 
trifft, schneiden sich in fiinf Punkten. Wenn dagegen die Kurve 
3. Ordnung die Erzeugenden der einen Schar in zwei Punkten und 
die Kurve 4. Ordnung die Erzeugenden der anderen Schar in einem 
Punkte trifft, so haben beide sieben Schnittpunkte. 


Kapitel XXX. 


Allgemeine Theorie der algebraischen Flichen. 
(Grundlagen.) 


Von Luigi Berzolari in Pavia. 


Die nachstehend verzeichneten Werke werden in den folgenden 
Kapiteln abgekiirzt zitiert: 


1. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, II. Teil, 
3. Auflage, Leipzig 1880 (zitiert als Salmon-Fiedler). 

2. Cremona, Preliminari di wna teoria geometrica delle super- 
ficte, Bologna Mem. (2) 6, 91 (1866); 7, 29 (1867). 

3. Cremona, Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du troi- 
siéme ordre, J. fiir Math. 68, 1 (1868). 

Die Arbeiten 2. und 3. sind, durch Zusitze des Verfassers vermehrt, 
deutsch herausgegeben worden von M. Curtze, Grundztige einer all- 
gemeinen Theorie der Oberfldchen in synthetischer Behandlung, Berlin 
1870 (zitiert als Cremona, Grundzitige). 

4, Schubert, Kalkul der abzdhlenden Geometrie, Leipzig 1879 
(zitiert als Schubert, Kalkiil). 


§ 1. Algebraische Flachen und ihre reelle Darstellung. 


Eine algebraische Fliche Ff, von der Ordnung ist der Ort 
der reellen und imaginiren Punkte, deren homogene projektive 
Koordinaten 2,, %,, %3, , einer Gleichung f(a, 9, #3, X,) = O ge- 
niigen, wobei f eine quaterniire Form von der Ordnung ” mit kon- 
stanten, reellen oder komplexen Koeffizienten bedeutet. 

Wenn die Gleichung auf ein reelles Grundtetraeder bezogen 
ist, heiBt die Flache reel’ oder imagindr, je nachdem die Koeffi- 
zienten von f alle reell sind oder nicht. 

Hine Flache F,, heiBt irreduzibel oder reduzibel (einfach oder 
zerfallend), je nachdem f derart beschaffen ist. Algebraische (inva- 
riante) Kriterien fiir das Zerfallen von F,, in Ebenen finden sich bei 
Junker, Math. Ann. 45, 1 (1894); Hadamard, Bull. Soc. Math. 
27, 34 (1899); Hoéevar, Wien. Sétzungsb. 113, 407 (1904), Verh. 
des dritten intern. Math.-Kongresses in Heidelberg, Leipzig 1905,5.151; 
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fiir eine Form von beliebig vielen Verinderlichen bei Kiirschak, 
Arch. Math. Phys. (3) 13, 153 (1908). Fiir die Bestimmung der 
quadratischen Teiler einer Form vgl. Hoéevar, Wien. Sttzewngsb. 
116, 153 (1907); fiir die Bestimmung der linearen, quadratischen 
und héheren Teiler Dorner, Monatsh. f. Math. 20, 242 (1909); 
Glenn, Amer. J. 82, 75 (1910); die Bedingungen dafiir, daB 
eine Form einen linearen, mehrfachen Faktor hat, gab Glenn, 
Bull. Amer. M. S. (2) 1%, 449 (1911). Uber Flaichen, die in 
Ebenen zerfallen (und ebene Kurven, die in Gerade zerfallen) vgl. 
noch Glenn, Amer. J. 34, 449 (1912). 

Die Ordnung 7 von F,, hangt nicht von der Wahl des Grund- 
tetraeders ab und ist deshalb ein projektiver Charakter der Flache: 
sie bezeichnet die Anzahl der Punkte, in denen die Fliche von 
jeder Geraden, die sie nicht enthilt, getroffen wird, und auch die 
Ordnung der algebraischen Kurve, in welcher sie von jeder Ebene, 
die von ihr nicht einen Teil bildet, geschnitten wird. 

Man kann auf verschiedene Arten ein reelles Bild von F', 
finden. Indem man z. B. 


Bere wae, Ls ; 
a ei! i setzt, wird f(a, 2, %3, %) = 0 
eine Gleichung F(x, y, 2) = 0 von einer gewissen Ordnung m <n 


in zg und definiert z als eine m-wertige algebraische Funktion der 
zwei unabhingigen Verinderlichen # und y. Stellen wir x und y 
in der GauSschen Weise durch die Punkte zweier Ebenen (oder 
zweier Kugeln) dar, so entsprechen jedem Paar von Punkten dieser 
Ebenen m Punkte der Fliche. Dies fiihrt dazu, die Flache als eine 
oo*-Mannigfaltigkeit aufzufassen, indem eine kontinuierliche Kor- 
respondenz von den Indices 1 und m zwischen den Wertegruppen 
von vier reellen Zahlen und den Punkten der Fliche besteht. 


Man kann die Darstellung auch erlangen, indem man in dem 
gewohnlichen Raume bleibt, da es ja geniigt, # und y auf zwei 
verschiedenen GauSschen Ebenen darzustellen und die Geraden zu 
betrachten, welche die Punkte der einen mit den Punkten der an- 
deren verbinden. Man erhilt auf diese Weise eine kontinuierliche 
Korrespondenz von den Indizes 1 und m zwischen den Geraden des 
Raumes und den Punkten der Fliche. Singulire Elemente der 
Darstellung sind einerseits die Geraden der beiden Ebenen, von 
denen jede nicht das Bild von m Punkten, sondern yon unend- 
lich vielen Punkten der Fliche ist, und andererseits die Punkte der 
Flache, fiir welche x und y zum Bilde einen und denselben Punkt 
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der Schnittlinie der beiden GauSschen Ebenen haben; jeder solche 
Punkt hat zum Bilde nicht eine, sondern unendlich viele Geraden. 
Uber diese und andere Darstellungen vgl. Se gre, Math. Ann. 40, 
413 (1892). 

Das Studium einer reellen geschlossenen vierdimensionalen 
Mannigfaltigkeit, durch welche die reellen und imaginiren Punkte 
einer F’, dargestellt werden kénnen, und ihrer ein-, zwei- und 
dreidimensionalen Zykeln im Sinne der Analysis situs spielt eine 
wichtige Rolle in vielen Fragen der Geometrie auf einer alge- 
braischen Flaiche; man verdankt es hauptsiichlich Picard, J. de 
Math. (4) 5, 135 (1889); Picard und Simart, Théorie des fonc- 
tions alg. de deux variables indépendantes I, Paris 1897, p.19, 
83; Poincaré, C. Rk. 1388, 969 (1901), J. de Math. (5) 8, 169 
(1902), (6) 2, 135 (1906). 


§ 2. Tangentialebene in einem einfachen Punkte. Konju- 
gierte Tangenten. 


Die Anzahl der wesentlichen Koeffizienten, die in f = O ent- 

(n+ 1) (n+ 2) (w+ 38) n(n® + 6n + 11) 
1-2-3 a 6 

und wird nach Cremona (Grundziige, 8.19 Anm.) mit N(n) be- 

zeichnet. Durch N(n) gegebene Punkte kann man deshalb immer 

mindestens eine Flache von der Ordnung legen, die im iibrigen 

einfach oder reduzibel ausfallen kann. Durch eine Uberlegung, 

die dem in Band II4, 8. 273 angegebenen Verfahren analog ist, 

findet man dann, daB man im Raume immer N(m) Punkte in 

solcher Lage geben kann, da8 durch sie nur eine einzige F’, hin- 

durchgeht. 

In nicht homogenen Koordinaten a, y, z sei 


fhytht-- +h = 


die Gleichung von F,, wo f; eine terniire Form der Ordnung 7 in 
“%, ¥, & bezeichnet. Wenn fy = O ist, wihrend f, nicht identisch 
verschwindet, ist der Ursprung O ein eimfacher Punkt der Flache 
und f, = 0 die Gleichung der Tangentialebene in O. Diese Ebene 
ist durch die Higenschaft charakterisiert, daB alle Geraden, die 
man in ihr durch O zieht, und nur diese F’, in O beriihren oder 
mit F', wenigstens ein zweipunktige Begegnung haben: Dupin, 
Développements de Géométrie, Paris 1813, p. 59. 

Die Tangentialebene in O schneidet F’, ldngs emer Kurve von 
der Ordnung n, die in O wenigstens einen Doppelpunki hat; wn- 


halten sind, betragt 
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gekehrt, wenn der Schnitt von F,, mit einer Ebene in eimem einfachen 
Punkte O von F., wenigstens einen Doppelpunkt hat, so beriihrt die 
Ebene die Fliche in O. Vgl. Plicker, J. f. Math. 4, 359 (1829), 
Abhdign. I, 8. 113. 

Wenigstens zwei der durch O in der Tangentialebene gezogenen 
Geraden haben in O mit F,, eine mehr als zweipunktige Beriihrung; 
sie sind die Erzeugenden des Kegels 2. Ordnung fg = 0, die in 
der Ebene f, = 0 liegen. Sie sind die in O bertihrenden Tangen- 
ten des Schnittes der Flache mit der Tangentialebene und heifen 
die Haupttangenten von F', in O. Wenn diese beiden Tangenten 
zusammenfallen, so heiBt der Punkt ein parabolischer Punkt der 
Fliche. Der noch speziellere Fall, in welchem der Schnitt von F', 
mit der Tangentialebene in O einen Selbstbertihrungspunkt hat, 
ist von Korteweg, Wien. Sitzwngsb. 98, 1154 (1889) behandelt 
und als Faltenpunkt bezeichnet worden. 

Die Geraden, die in O mit F', eine mehr als zweipunktige 
Bertihrung haben, sind mehr als zwei an der Zahl nur dann, wenn 
f, ein Faktor von f, wird, so da& der Kegel f, = 0 in die Tan- 
gentialebene und eine andere Ebene zerfallt. In diesem Falle haben 
alle Tangenten in O eine wenigstens dreipunktige Bertihrung, und 
wenigstens drei von ihnen, welche den Schnitt der Ebene f, = 0 
mit dem kubischen Kegel f; = 0 bilden, haben in O wenigstens 
eine vierpunktige Beriihrung; sie sind die Tangenten in O an die 
Kurve, in der F’, von der Tangentialebene in O geschnitten wird, 
welche Kurve im vorliegenden Falle in O einen dreifachen Punkt 
hat. In diesem Falle sagt man nach Zeuthen, Math. Ann. 10, 
501 (1876), daB die Ebene f, = 0 F, in O oskuliert und der 
Punkt O heift ihr Oskulationspunkt. Nehmen wir z = 0 als Glei- 
chung der Oskulationsebene in O, so hat die Gleichung von F’, die 
Form ¢ + y = 0, wobei alle Glieder von in a, y, & von einer 
héheren als der zweiten Ordnung sind. 

Wenn die Geraden, die in O eine vierpunktige Berthrung 
haben, mehr als drei an der Zahl sind, zerfalit der Kegel f, = 0 
in die Tangentialebene und einen quadratischen Kegel, und es 
gibt unendlich viele solche Geraden. Alle Tangenten in O haben 
mit J’, eine wenigstens vierpunktige Beriihrung, und wenigstens 
vier von ihnen haben eine wenigstens fiinfpunktige Beriihrung usw. 

Ist O ein einfacher, nicht parabolischer Punkt von F', 30 
heiBen konjugiert zwei Tangenten in O, die durch die Haupttangenten 
t,, 4, von O harmonisch getrennt werden. Die Paare von konju- 
gierten Tangenten in O bilden daher eine Involution, von welcher 
t,, 4 die Doppelstrahlen sind. 
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Betrachten wir auf F’, die Umgebung 1. Ordnung von Q, so 
gilt die Higenschaft, daB von zwei konjugierten Tangenten a und a’ 
jede der Schnitt der Tangentialebene in 0 mit der Tangentialebene 
von EF, in dem Punkte ist, der O auf der anderen Tangente un- 
endlich benachbart ist. Mit anderen Worten, wenn man auf I’, eine 
Kurve y zieht, die durch O hindurchgeht und dort a beriihrt, und 
die abwickelbare Flache betrachtet, die von den Tangentialebenen 
der Fliche F’, in den Punkten von y gebildet wird, so ist die Er- 
zeugende dieser abwickelbaren Fliche, die durch O hindurchgeht, a’. 

Ist O parabolisch, so artet die betrachtete Involution aus, und 
die einzige dann existierende Haupttangente ¢ ist jeder anderen in 
O beriihrenden Tangente konjugiert. Es besteht in diesem Falle 
noch die Higenschaft, daB die Tangentialebene von J’, in einem 
Punkte, der O in ‘einer von ¢ verschiedenen Richtung unendlich 
benachbart ist, die Tangentialebene von O in der Geraden ¢ schnei- 
det, und es fallt die Tangentialebene von F’, in dem auf O fol- 
genden Punkte von ¢ mit der Tangentialebene von F', in O zu- 
sammen. Deshalb pflegt man zu sagen, daB die Tangentialebene 
von F’, in einem parabolischen Punkte eine stationdre Ebene ist. 

Die Theorie der konjugierten Tangenten, die auch fiir nicht 
algebraische Flichen gilt, verdankt man Dupin, Développements 
de Géométrie, Paris 1813, p.41 und 90. Das auf die parabolischen 
Punkte beziigliche Theorem stammt von Salmon, Cambridge and 
Dublin Math. J. 3, 44 (1848). 

Hine Ergiinzung zu der Theorie der konjugierten Tangenten 
hat Segre, Rom Acc. L. Rend. (5) 177, 405 (1908) geliefert, in- 
dem er auf einer Flache auch die Umgebungen 2., 3. usw. Ord- 
nung eines Punktes betrachtete. Dies steht in Beziehung mit den 
Higenschaften der Kegelschnitte, die in einem gegebenen Punkte 
eine gegebene Bertihrung mit einer gegebenen Fliche haben, vgl. 
Transon, J. de Math. (1) 6, 191 (1841), Now. Ann. (2) 9, 
193 (1870); Moutard in Poncelet, Applications d@’ Analyse et de 
Géométrie IT, Paris 1864, p. 364; C. R. 91, 1055 (1880); Spottis- 
woode, O. R. 70, 651, 955 (1870), Phil. Trans. 160, 289 (1870); 
Clifford, Phil. Trans. 164, 705 (1873), Papers, London 1882, 
S. 287; Darboux, C. R. 91, 969 (1880); Bull. Sc. M. (2) 4, 
848 (1880); Wilczynski, Trans. Am. M.S. 10, 279 (1909). 


§ 3. Bertihrung zweier Flachen. 


Die Higenschaften des vorhergehenden Paragraphen lassen sich 
verallgemeinern, indem man zwei Flichen F' und F” betrachtet, die 
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einen fiir beide einfachen Punkt O gemein haben. Man sagt dann, 
daB F und F” sich in O beriihren, wenn sie dort dieselbe Tan- 
gentialebene haben. Die Beriihrungsinvariante zweier Flachen von 
den Ordnungen » und m’, d. h. die simultane Invariante der linken 
Seiten ihrer Gleichungen, deren Verschwinden die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir liefert, daB die beiden Flichen sich 
beriihren, ist vom Grade 


nw [(n’ — 1)? + 2(n — 1) (nw — 1) + 38(n—1)?] 


in den Koeffizienten der ersten Gleichung, vgl. Salmon, Quart. J. 1, 
339 (1857); Moutard, Nowv. Ann. (1) 19, 58 (1860); de Jon- 
quiéres, J. de Math. (2) 7, 410 (1862); Bischoff, J. f. Math. 
61, 369 (1863);Schubert, J.f, Math. 71, 369 (1870);S. Roberts, - 
Quart. J. 12, 229 (1873). 

Damit zwei Flichen F, F’ sich in O beriihren, ist notwendig 
und hinreichend, daB ihre Schnittkurve y in O einen Doppelpunkt 
hat. Die Berithrung heiBt stationdr, wenn y in O eine Spitze hat. 

Allgemeiner sagt man, daB F' und F” in O eine Beriihrung von 
der Ordnung r haben, wenn ihre Schnitte mit einer allgemeinen 
Ebene durch O in O eine (r + 1)-fache Beriihrung haben. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB dies eintritt, ist, 
daB die Schnittkurve y von F und F” in O einen (r + 1)-fachen 
Punkt hat. Die r + 1 Tangenten von y in O sind die Achsen von 
ebensoviel Ebenenbiischeln, deren Ebenen jedesmal die beiden 
Flachen in zwei Kurven schneiden, die in O eine (7 + 2)-punktige 
Beriihrung haben. 

Die Beriihrung zweier Flichen ist ausfiihrlich behandelt wor- 
den von Dupin, Développements de Géométrie, Paris 1813, und 
darauf von Pliicker, J. f. Math. 4, 349 (1829), Abhdign. I, 
S. 103 (einige Ungenauigkeiten sind yon dem Herausgeber Schoen- 
flies, S. 598 f. richtiggestellt worden) und Th. Olivier, J. é. 
pol. 25, 123, 230 (1837), J. de Math. (1) 6, 297 (1841), der 
auch eine Verallgemeinerung von der Theorie der Indicatrix ge- 
liefert hat. Vgl. auch Cremona, Grundziige, S. 20; ferner Mann- 
heim, C. R. 74, 856, 928 (1872); Principes et Développements 
de Géométrie cinématique, Paris 1894, p. 331; Waelsch, Wien. 
Sitegsber. 100, 207 (1891). 

Die Aufgabe, diejenigen Flachen F’, von gegebener Ordnung n 
zu bestimmen, die in einem gegebenen Punkte O mit einer ge- 
gebenenFliche S, die algebraisch sein kann oder nicht, eine Be- 
riihrung von der héchst médglichen Ordnung haben, ist behandelt 
worden von Olivier, a. a. 0. Hermite, Cours @analyse de 
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Vécole polyt., 1. partie, Paris 1873, p. 139, Guvres ITT, Paris 1912, 
p. 484, und von Halphen, Bull. Soc. M. 3, 28 (1874). Ist r die 


Ordnung dieser Beriihrung, so werden F, a Bedin- 


gungen auferlegt. Damit die Ordnung der Beriihrung sich auf 
r + 1 erhdhen kann, miissen die Koordinaten von O gewisse Be- 
dingungen erfiillen, die nichts anderes sind wie die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der niedrigsten Ordnung, die keine willktrliche 
Konstante enthalten und denen die Flaichen der gegebenen Ord- 
~ nung ” gentigen. Im Falle n = 2, der von Hermite behandelt 
worden ist, ergibt sich, daB die Flichen zwei partiellen Differen- 
tialgleichungen 3. Ordnung geniigen, die wir erhalten, wenn wir 
die Bedingungen dafiir hinschreiben, daB die ganze Funktion drit- 
ten Grades von a 
3 02 go rte hed 0°z 
© 6x8 eee Ox Oy Lanes 0x oy? ep ays 


durch die Funktion zweiten Grades 


9 072 Orz 072 
teilbar ist. 

Es kénnte scheinen, da8 sich tiber den Punkt O derart ver- 
fiigen 1aBt, daB » = 3 wird fiir alle Punkte einer Kurve von S, 
es ist aber die Anzahl dieser Punkte von S eine endliche, und in 
jedem von ihnen existiert ein Biischel von Flichen 2. Ordnung, 
die mit S eine Beriihrung 3. Ordnung haben. 

Halphen hat hinzugefiigt, daB eine analoge Ausnahme fiir 
n= 3,4, 5 eintritt, aber nicht fir n > 5. Fir » = 2 hat er 
auBerdem bemerkt, da8 die betrachteten Punkte nicht anderes sind 
wie die Doppelpunkte der Kurve, auf der die Bertthrungspunkte 
von S mit den sie vierpunktig bertihrenden Tangenten liegen. 

Uber diesen Gegenstand vgl. auch Spottiswoode, Phil. 
Trans. 162, 259 (1872), 166, 227 (1876), C. R. 79, 24, 105 
(1874), Lond. M. S. Proc. 5, 70 (1874), Quart. J. 14, 227 (1876); 
Clifford, Phil. Trans. 164, 713 (1874); Papers, S. 298; Pe- 
pin, J. de Math. (3) 7, 71 (1881), und fir » = 2 auch Maschke, 
Amer. Math. Soc. Trans. 3, 482 (1902); Kommerell, Arch. 
Math. Phys. (3) 15, 158 (1909). Vgl. auch Knoblauch, Hin- 
leitung in die allgemeine Theorie der krummen Fldchen, Leipzig 
1888, 8. 86. 

Zwei Flachen kénnen sich auch in allen Punkten einer Kurve 
beriihren. Nach Dupin, Développements de Geométrie, Paris 1813, 
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S. 83, 226 schneidet, wenn zwei algebraische oder nicht algebraische 
Flachen in allen Punkten einer Kurve y, die fiir beide eine einfache 
Kurve ist, eine Bertthrung von der Ordnung r — 1 haben, jede 
Fliche, welche mit y in einem Punkte A eine Beriihrung von der 
Ordnung s — 1 hat, die gegebenen Flaichen in zwei Kurven, die 
in A eine Beriihrung von der Ordnung rs — 1 haben [vgl. Chas- 
les, J. de Math. (1) 2, 299 (1837)]. Halphen, Bull. Soc. M. 2, 
94 (1874) hat bewiesen, da8 dann in einem Punkt O, der fir 
beide Flichen einfach, ein s-facher Punkt von y und ein s’-facher 
Punkt fiir den Restschnitt der beiden Flachen ist, die Bertihrung ~ 
der Flachen von der Ordnung rs + s’ — 1 wird, und umgekehrt. 

Der Inhalt dieses und der vorhergehenden Paragraphen steht 
in Zusammenhang mit der projektiven Differentialgeometrie der 
algebraischen oder nicht algebraischen Flichen. Vgl. hiertiber nament- 
lich Wilczynski, Amer. Math. Soc. Trans. 8, 233 (1907); 9, 
79, 293 (1808); 10, 176, 279 (1909). 


§ 4. Mehrfache Punkte und Linien einer Flache. 
Wir nehmen wieder die Gleichung von /’, in der Form an 


fo ih hs ee ls 

wenn dann fy, f;, ---, f,_1, aber nicht f, identisch Null wird, so 
trifft eine allgemeine Gerade durch O die Fliche in m Punkten, von 
denen nur » — s von O verschieden sind. Dann nennt man O einen 
s-fachen Punkt von F',, und die Erzeugenden des Kegels f, = 0 
von der Ordnung s heifen die Zangenten in O, weil von ihren 
m Schnittpunkten mit /, mindestens s +1 nach O fallen. Der 
Kegel f, = 0 heiBt der Tangentialkegel yon F\, in O. 

Wenn fiir die Werte von x, y, z, die den Punkten einer Tan- 
gente entsprechen, zugleich mit f, auch f, 44, f,40) +--+) fpy yz, aber 
nicht f,,,,, verschwindet, so hat diese Tangente in O mit F,, eine 
(s+ -+ 1)-punktige Beriihrung. Insbesondere existieren s(s + 1) 
Gerade, die in O mit F’, eine (s + 2)-punktige Regegnung haben, 
und dies sind die gemeinsamen Erzeugénden der beiden Kegel 
f, = 9, f.41 = 0; sie heiBen die Hawpttangenten in dem s-fachen 
Punkt O. Sind sie in gréBerer Anzahl vorhanden, so gibt es un- 
endlich viele von ihnen, und sie bilden dann die Erzeugenden eines 
Kegels I’, der ein gemeinsamer Teil der Kegel f, = 0, fru1 = 9 
ist. In diesem Falle existieren Tangenten, die in O mit FF’. eine 
wenigstens (s + 3)-punktige Begegnung haben, dies sind die ge- 
meinsamen Erzeugenden des Kegels I’ und des Kegels [42 =0 usw. 

Insbesondere findet man fiir s = 2 einen Doppelpunkt, der 
konisch, biplanar oder uniplanar heiBt, je nachdem der Kegel 
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2. Orduung, der von den berithrenden Geraden gebildet wird, irre- 
duzibel ist oder in zwei getrennte oder zusammenfallende Ebenen 
zerfallt. Analytische Kriterien fiir die verschiedenen Arten yon 
Doppelpunkten findet man bei Biermann, Arch. Math. Phys. (3) 
5, 245 (1903), 138, 23 (1908). 

Ist der Doppelpunkt konisch, so sind sechs Erzeugenden des 
Tangentialkegels Haupttangenten, d. h. haben in O mit J’, eine 
wenigstens dreipunktige Beriihrung. Die Schnittkurve der Flache 
mit einer allgemeinen Ebene durch O hat dort einen Doppelpunkt, 
die Schnittkurve mit einer Tangentialebene des Kegels dagegen eine 
gewohnliche Spitze. Ist O biplanar, so hat jede der Schnittkurven 
mit den beiden Ebenen, in die der Tangentialkegel zerfillt, in O 
einen dreifachen Punkt, und die beiden Tripel von Kurventangenten 
in O sind die sechs Haupttangenten von F’, in O. Eine allgemeine 
Ebene durch O schneidet die Flache in einer Kurve, die in O einen 
Doppelpunkt hat, eine allgemeine Ebene durch die Schnittlinie der 
beiden Ebenen (die singuldre Tangentc) dagegen schneidet die 
Fliche in einer Kurve, die in O eine gewéhnliche Spitze hat. Ist 
O uniplanar, so schneidet die Ebene, welche doppelt geziihlt den 
Tangentialkegel bildet, die Flache in einer Kurve, die in O einen 
dreifachen Punkt hat, und die drei zugehérigen Tangenten sind die 
einzigen Haupttangenten in O. Der Schnitt mit einer allgemeinen 
Ebene durch O hat in O eine gewohnliche Spitze; die Schnitte mit 
allgemeinen Ebenen durch die drei Haupttangenten haben in O einen 
Selbstberiithrungspunkt, aber durch jede dieser drei Tangenten 
gehen zwei Ebenen hindurch, deren Schnittkurven in O eine Spitze 
zweiter Art haben. Vgl. Zeuthen, Math. Ann. 10, 495 (1876). 

Hine Flache, die in einem gegebenen Punkt die Multiplizitat s 


haben soll, ist Meee 


ist der Punkt nicht gegeben, so erniedrigt sich die Zahl der Be- 
dingungen um drei. Ein gegebener Doppelpunkt legt also der Flaiche 
vier Bedingungen auf, dagegen fiinf, wenn er biplanar sein soll, 
acht, wenn er uniplanar sein soll. 

Die vorstehenden Resultate kann man in allgemeinerer Form 
auch durch die Methode von Joachimsthal, J. f. Math. 33, 371 
(1846), gewinnen, indem man die Gleichung f(A2,; + wy;) = 9, 
welche den Schnitt von #, mit der Verbindungslinie der Punkte x 
und y liefert, entwickelt. Man findet, daB ein Punkty fiir die Fldche 
s-fach ist, wenn seine Koordinaten y,, Yo, Y3, Y4 alle Derivierten 
der Form f von der Ordnung s — 1, aber nicht die der Ordnung s 
zum Verschwinden bringen. 


linearen Bedingungen unterworfen; 
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Die Gleichung des Tangentialkegels in y erhalt man, indem 
man in der vorstehenden Entwickelung den Koeffizienten von 
4*u"—* gleich Null setzt. Insbesondere hat die Tangentialebene in 
einem einfachen Punkt y die Gleichung 


Hat F', mehrfache Punkte, so wird fiir diese 


of of of of 
~—— = ~a— =0 = (0, 
OY, ” OYs ” OYs OYs 


0, 


woraus durch Elimination der y folgt, daB die Diskriminante von 
f verschwindet, deren Grad in den Koeffizienten von f 4(m—1)? ist. 


Eine F,, mit einem m-fachen Punkte ist ein Kegel, der diesen 
Punkt zur Spitze hat. 


Hine F’, mit einem (7 — 1)-fachen Punkte O heiB®t nach 
Cayley, C. R. 54, 56 (1862), Pap. V, 8. 8, ein Monoid mit 
dem Scheitel O. In homogenen Koordinaten wird die Gleichung 
eines Monoids von der Ordnung mit dem Scheitel (0, 0, 0, 1): 


fy 4 (Fry Xey tg) a een Ly tg) =O; 


wo f, 1, f, Formen von den Ordnungen n — 1, ” in &, 2%, 2 
bedeuten. Der Tangentialkegel in O ist f,_, = 0; dem Monoid 
gehéren die m(m—-1) Schnittlinien der beiden Kegel f,_, =0,f,=0 
an. Diese beiden werden bisweilen der erste der Unterkegel, der 
zweite der Oberkegel des Monoids genannt. 

Ein Monoid kann auch mehrere Scheitel in endlicher oder un- 
endlicher Anzahl] haben, im letzteren Falle ist, wenn das Monoid 
irreduzibel ist, der Ort der Scheitel notwendigerweise eine gerade 
Linie. 

Eine Kurve y heiBt fiir F, s-fach, wenn ein allgemeiner Punkt 
auf ihr fiir F’, s-fach ist. Der Tangentialkegel von F, in einem be- 
liebigen Punkte O von y hat jede Tangente der Kurve y im O zur 
s-fachen Erzcugenden, so dap der Tangentialkegel von F\, in einem 
aligemeinen Punkt von y in s durch die Tangente von y in diesem 
Punkie gehende Ebenen zerfallt. Insbesondere ist ein allgemeiner 
Punkt einer Doppelkurve biplanar. Diese Figenschaften werden 
oft aus der Anschauung entwickelt (vgl. z.B. Cremona, Grund- 
ztige, 8.19 Anm.), aber sie lassen sich auch z. B. aus den Satzen 
tiber Polaritét (§ 5) ableiten. 
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Hs folgt daraus z. B.: wenn y fiir F’, s-fach ist und ein Punkt 
O von y der fiir fF, s-fach ist, auch ein mehrfacher Punkt von 
y ist, so liegen die ‘Tangenten von y in O alle in einer Ebene, die 
s-ma] gezihlt den Tangentialkegel von F, in O bildet. Wenn also 
O derart ist, daB drei Tangenten von y in O nicht in einer Ebene 
liegen, so muf die Multiplizitit von F, in O notwendigerweise 
groBer als s sein. Z. B. wenn es sich um eine Doppelkurve von Ff’, 
handelt, die einen dreifachen Punkt O, dessen Tangenten nicht in 
einer Ebene liegen, besitzt, so mu8 der Punkt O (wenigstens) drei- 
fach fir F', sein, und der zugehérige Tangentialkegel zerfallt in 
die drei Ebenen, welche die drei Geraden paarweise verbinden. 


§ 5. Polareigenschaften. 


Die Polareigenschaften der Flichen sind zum grofen Teil denen 
der ebenen Kurve analog (Bd. IL’, 8. 278). 
Ist f(a, %q, %3, %,) eine quaternare Form der Ordnung », so 
setzt man 
of 


A,f =>, (se nto n+ Zz tn + 5e Ws): 


Dann ist 4,f=0 die Gleichung der ersten Polare des Punktes y in 
bezug auf die Fliche f = 0. 

In dieser Bildung kann man fortfahren, indem man aufs neue 
die Polare von y in bezug auf die erste Polare sucht usw. So 


erhilt man die zweite, dritte, ..., allgemein die 7-te Polare des 
Punktes y in bezug auf die Fliche f = O in der Form dargestellt 
Af = 90. 


Man kann in bezug auf diese die s-te Polare eines neuen Punktes 
g nehmen. Fiir diese gemischten Polaren hat man entsprechend der 
Identitat 
A 4;f) = 4,(42f) 
den Satz: Die s-te Polare eines Punktes z beziiglich der r-ten Polare 
eines Punktes y fdllt mit der r-tcn Polare von y beziiglich der s-ten 
Polare von z zusammen (Pliicker). 
AuBerdem liefert die Identitat 
Ay f(z) = 42-7 FY) 


den Reziprozititssatz: Wenn x auf der r-ten Polare von y liegt, so 
liegt y auf der (n —1)-ten Polare von « (Bobillier). 
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Die r-te Polare eines Punktes y ist der Ort der 7-ten polaren 
Punktgruppen von y beztiglich der Gruppen von » Punkten, die 
eine bewegliche Gerade durch y aus F,, ausschneidet, und ebenfalls 
der Ort der r-ten Polarkurven von y beziiglich der Kurven vou 
der Ordnung m, die aus F, von den Ebenen durch y ausgeschnitten 
werden. 

Ist y ein s-facher Punkt von F',(n >s > 1), so werden die 
Polaren von y, deren Ordnung kleiner als s ist, unbestimmt, und 
die iibrigen haben in y einen s-fachen Punkt mit demselben Tan- 
gentialkegel wie F’,. Umgekehrt ist ein Punkt, der fiir eine seiner 
nichtverschwindenden Polaren s-fach ist, auch s-fach fiir F’,. 

Damit ein Punkt y fiir F’, s-fach sei, ist notwendig und hin- 
reichend, daf seine Polare von der Ordnung s — 1 unbestimmt wird. 
Der Tangentialkegel in y hat dann die Gleichung 4”%~*f(x) = 0. 

Ist y fiir I’, s-fach, so hat die r Polare eines anderen Punktes 
z (fir r<s) in y einen (s—r)-fachen Punkt, und ihr Tangential- 
kegel in y ist die r-te Polare von z (oder der Geraden yz) beziig- 
lich des Kegels von der Ordnung s, der F’, in y beriihrt. 

Wenn die r-te Polare von y in z einen s-fachen Punkt hat, 
so hat die Polare der Ordnung r + s—1 von g in y einen s- 
fachen Punkt, und umgekehrt. 

Die ersten Polaren der Punkte einer Geraden bilden einen 
Biischel (§ 8), dessen Basiskurve, die die Ordnung (” — 1)? hat, 
die erste Polare der Geraden heiBt (Bobillier, Cremona). Ist 
die Gerade eine allgemeine, so hat in einem s-fachen Punkte von F', 
die Polarkurve wenigstens die Multiplizitat (s— 1)° und eine gréBere 
Multiplizitét nur dann, wenn der Tangentialkegel von F,, in dem 
Punkte einen mehrfachen Bestandteil hat. 

Die ersten Polaren der Punkte einer Ebene bilden ein Netz 
(§ 8) von besonderer Art, dessen (n — 1)* Basispunkte die Pole 
der Ebene sind. Ein s-facher Punkt von F’, absorbiert mindestens 
(s—1)° solche Pole und eine gréfere Anzahl nur dann, wenn der 
Tangentialkegel von F’, in dem Punkte mehrfache Erzeugende 
besitzt. 

Die Theorie der Polaren ist fiir ebene Kurven und Flichen 
fast gleichzeitig entwickelt worden von Bobillier, Amn. de Math. 
18, 89, 157, 253 (1828), 19, 106, 138, 302 (1829), und mit 
homogenen Koordinaten von Pliicker, J. f. Math. 5, 1 (1830), 
Abhdiyn. I, 8. 124; hierauf von GraBmann, J. f. Math. 24, 262, 
372 (1842), 25, 57 (1843), Werke II1, 8. 3; fiir Flachen in geo- 
metrischer Form von Cremona, Grundziige, 8.61 und von Bick- 
lund, Stockh. Vet. Akad. Handl. 9°, Nr. 9 (1870); der letztere 
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hat insbesondere die Hiillfliiche der Polarebenen der Punkte einer 
Fliche beztiglich einer anderen Flache behandelt. Vgl. auch Sturm, 
Die Lehre v. d. geom. Verwandtschaften III (Leipzig 1909), S. 382, 
IV (1909), S. 477, 480. 

Laguerre, Bull. Soc. M. 3, 174 (1875), Giwores IT, p. 410, 
hat einige Siatze tiber die polare Gerade einer Geraden g beziiglich 
einer Ff’, ohne mehrfache Punkte gegeben, d. h. tiber den Ort der 
Pole von g beztiglich der als Klassenkurven aufgefaBten Schnitt- 
kurven von Ff’, mit den Ebenen durch g. 

Bertini, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 7?, 217, 275 (1898), hat. 
alle Flachensysteme bestimmt, welche dieselben ersten Polaren 
haben [die gleiche Frage fiir die Ebene Jorino Atti 33, 23 (1897) ]. 

Die zweiten Polaren beziiglich einer allgemeinen F, hat R. 
Schmidt, Diss., Breslau 1908, untersucht. 

Eine konstruktive Ableitung der Polareigenschaften mit Hilfe 
zweier Projektionskegel verdankt man Rodenberg, Math. Ann. 
26, 557 (1886). 

Veneroni, Ist. Lomb. Rend. (2) 32, 536 (1900), hat den 
Komplex vom Grade 2( — 1)? untersucht, den die Polargeraden 
der Punkte des Raumes fiir die F’, eines Biischels bilden. 


§ 6. Apolaritét. 


Fiir die Erweiterung der Polarentheorie, d. h. die Theorie der 
Apolaritdt, bestehen fiir die Flachen analoge Siitze wie die fiir die 
ebenen Kurven in Bd. II’, S. 280 angegebenen. Uber diese und tiber 
die Verkniipfung der Apolarititstheorie mit der Darstellung einer 
quaterniren Form von der Ordnung ~ als Summe von »-ten Po- 
tenzen linearer Formen vergleiche man insbesondere die Arbeiten 
von Reye, Palatini, Hilbert, Richmond und Lasker, die in 
Bd. II? auf S. 281 f. zitiert sind. Reye, der Begriinder der Apo- 
laritiitstheorie, ist von Begriffen der Mechanik ausgegangen und 
hat im J. f. Math. 78, 114 (1874) auf diesem Wege die Reduzier- 
barkeit der Gleichung einer F’, auf die Summe von fiinf Kuben (die 
kanonische Form von Sylvester) bewiesen, ebendort 8. 105, daB 
eine J’, im allgemeinen nicht durch das Verschwinden der Summe 
yon neun vierten Potenzen dargestellt werden kann, endlich auf 
S. 123, da® dies durch die Summe von zehn vierten Potenzen 
immer geschehen kann. Uber den Fall der F, vgl. noch Sylvester, 
C. R. 102, 1532 (1886), Papers IV, 8. 527; Richmond, Quart. 
J. 33, 331 (1902); Palatini, Torino Atti 38, 45 (1903); Dixon, 
London M. 8. Proc. (2) 4, 227 (1907). 
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Lindemann, O.Schlesinger und W. F. Meyer haben in den 
Bd. Il1, S. 281 angefiihrten Arbeiten gezeigt, wie die Theorie der 
Apolaritiit und der Kombinanten in héheren Gebieten sich durch 
eine Reihe von Ubertragungsprinzipen aus der bloBen Betrachtung 
der gleichen Gebilde im binaren Gebiete ableiten laBt. Als An- 
wendung solcher Ubertragungsprinzipe hat man z. B. das beach- 
tenswerte Resultat (W.F. Meyer, Apolaritdt und rationale Kurven, 
Tiibingen 1883, 8. 343), daB das Problem der Darstellung einer 
quaterniren kubischen Form als Summe von fiinf Kuben dasselbe 
ist wie das der Darstellung einer biniren Form 9. Ordnung als 
Summe von fiinf neunten Potenzen, indem das eine auf das andere 
sich durch invariante Prozesse zuriickfiihren 14Bt. 


§ 7. Hiillflachen. Klasse einer Fliche. Umschriebener Kegel 
eines Punktes. 


Ist f = 0 die Gleichung einer Flache F, der Ordnung m, so 
werden die Koordinaten u,, v2, U3, uy der Tangentialebene im 
Punkte y durch die Gleichungen geliefert 

of of of of 


em — By? Ma — Fy,» Ca = By? OMA By, 


Ist die #, nicht abwickelbar und insbesondere kein Kegel, so 
hat sie co” Tangentialebenen, diese bilden ein algebraisches Ge- 
bilde, das der Flache #, dual entspricht; die Gleichung dieses Ge- 
bildes in den Ebenenkoordinaten w,, u, #3, ¢, kann man erhalten, 
indem man die y; und den Proportionalititsfaktor @ aus den vor- 
stehenden Gleichungen und der Gleichung 


Uy Yy + Ug Yy + Ug ¥5 + Uy, = 0 


eliminiert. Die Tangentialgleichung einer F’, in symbolischer Form 
gab Clebsch, J. f. Math. 59, 55 (1861). 

Der Ordnung ist dual zugeordnet die Klasse und dem Begriff 
des mehrfachen Punktes der Begriff der mehrfachen Tangential- 
ebene. Die Flache hei8t von der Klasse »’, wenn durch eine all- 
gemeine Gerade des Raumes ”’ Tangentialebenen der Flache gehen. 

Was die s-fachen Tangentialebenen betrifft, so wollen wir, 
um die Ideen zu fixieren, nur den Fall s = 2 betrachten, d. h. den 
Fall einer Ebene, in welche zwei der 7’ durch eine allgemeine Ge- 
rade der Ebene selbst gehende Tangentialebenen zusammenfallen. 
Es konnen drei Falle eintreten, entsprechend den drei Arten von 
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Doppelpunkten, den konischen, biplanaren und uniplanaren. Im 
ersten Falle beriihrt die Ebene die F, in allen Punkten eines irre- 
duzibeln Kegelschnittes, im zweiten Fall in zwei verschiedenen 
Punkten, im dritten Fall in zwei unendlich benachbarten Punkten, 
d. h. die Ebene ist eine stationiire Tangentialebene (§ 2). 

Da die erste Polare eines Punktes O beziiglich der F', durch 
die Bertihrungspunkte der durch O gelegten Tangenten geht, sind 
die Berithrungspunkte der F’, mit den durch eine allgemeine Ge- 
rade gelegten Tangentialebenen die Schnittpunkte von F’, mit der 
ersten Polaren der Geraden, die mehrfachen Punkte von F', aus- 
genommen (§ 5). Es ergibt sich so, daB eine Fidiche von der Ord- 
nung n ohne mehrfache Punkte von der Klasse n (n — 1)? ist. 
Dieser Satz findet sich bei Poncelet, J. f. Math. 4, 30 (1829), 
 Traité des proprictés projectives des figures, Paris 1866, II, 84; 
aber schon Monge, Fewilles danalyse appliquée a la géométrie, 
Paris 1801, Nr. 5 und Application de Vanalyse a la géométrie, 
Paris 1807 (5.éd. par Liouville, Paris 1850), p. 16, hatte be- 
merkt, da8 der von einem Punkte aus der F’, umschriebene Kegel 
sie langs einer Kurve beriihrt, die auf einer Fliche von der Ord- 
nung ” — 1 liegt. Einen Beweis dieses Satzes gab Hachette, 
Corr. sur Vécole imp. polyt. 1, 188 (1806), einen anderen Cauchy, 
ebenda, p. 190. 

Hin s-facher Punkt von F,, der nicht auf einer mekrfachen 
Kurve liegt, erniedrigt die Klasse der Fldche um wenigstens s(s—1)? 
Einheiten und erniedrigt sie um mehr nur dann, wenn der Tangen- 
tialkegel von F’, in diesem Punkte mehrfache Erzeugende hat. Vgl. 
Rohn, Leipz. Ber. 36, 2 (1884); Berzolari, Ann. di Mat. (2) 
24, 188 (1896); Segre, Ann. di Mat. (2) 25, 26 (1897). 

Die Klasse von /’, kann man auch bestimmen, indem man 
den F’, umschriebenen Kegel betrachtet, der von einem allgemeinen 
Punkte des Raumes ausgeht, niimlich den Kegel I, der zu Erzeu- 
genden die aus O an F’, gezogenen Tangenten hat und zu Tan- 
gentialebenen lings dieser Hrzeugenden die Tangentialebenen von F’, 
in den Beriihrungspunkten dieser Tangenten. Der Ort der Be- 
riihrungspunkte ist die Bertthrungskurve des Kegels mit F,,. Ist 
A einer der Beriihrungspunkte, so werden die Tangente OA und 
die Tangente der Beriihrungskurve in A konjugierte Tangenten von 
F, in-A (§ 2). 

Die Klasse des Kegels I’ ist immer gleich der Klasse von F,. 
Der Kegel selbst ist von der Ordnung n(m — 1) und besitzt ge- 
wohnliche doppelte Erzeugende (Knotenlinien) und gewéhnliche 
stationire Erzeugende (Kuspidallinien) in den Doppeltangenten 

Pascal, Repertorium II 2. 2. Aufl. 43 
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und den Haupttangenten von F,, die von O ausgehen. Sind die 
Koordinaten von O 4, Y%, Y3, Y, und die Koordinaten des Be- 
rihrungspunktes einer Haupttangente 2,, %, %, 24, so geniigen 
die letzteren den drei Gleichungen 


(1) f(a) =0, A,f(e) = 0, A2f(a) = 0. 


Sind statt dessen 2,, 2, %3, 2, die Koordinaten eines Beriih- 
rungspunktes einer Doppeltangente, die durch O geht, so er- 
gibt sich 


(2) f(a) =0, 4,f(«)=0, Di) =0, 


wo D(x) von der Ordnung (nm — 2) (m — 3) in den 2, und die 
Diskriminante der Binarform 


1 1 
Zi? Ala) + Rar tpap(a) + 


ist, zu der man gelangt, indem man in unserem Falle die Schnitt- 
punkte von Ff’, mit der Verbindungslinie von 0 und dem Punkte 
(a4, %, Xs, 24) sucht. Es folgt daraus, dab, wenn F,, keine singu- 
laren Punkte hat, der Kegel P'4.(m — 1) (n — 2) (m — 8) Knoten- 
linien und m(m — 1) (m — 2) Kuspidallinien besitzt, so daB seine 
Klasse w(n — 1)? ist. Vgl. Salmon- Fiedler ZZ, S.18; Cre- 
mona, Grundziige, 8. 64. 

Setzt man hingegen voraus, daB F, zwar keine mehrfachen. 
Linien, aber einen s-fachen Punkt A besitzt, und sei J die Ernied- 
rigung, welche die Klasse von I’durch die singulare Erzeugende OA 
erfahrt, sei endlich # resp. 2Q die Multiplizitét des Schnittes der 
drei Flichen (1) resp. der drei Fliichen (2) in A, dann verringern 
sich die Anzahlen der Knotenlinien und Kuspidallinien von F, um 
Q und & Hinheiten, mithin erniedrigt der Punkt A die Klasse 
n(n — 1)? um I— 2Q — 3R Einheiten, 


Ist z. B. A ein gewoéhnlicher s-facher Punkt, so findet man 


I= s(s—1) [s(s —1)—1], 2Q =s(s —1) (s — 2) (s — 3), 
R= s(s —1) (s— 2) 


und mithin fiir die Erniedrigung der Klasse die Zahl s(s — 1)? 


In jedem Fall erfordert die Berechnung der Erniedrigung, die 
in der Klasse durch den singuliren Punkt A hervorgerufen wird, 
die Bestimmung der Zahlen I, Q, R. Damit sich ergibt 
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2Q>s(s—1)(—2)(s— 3), 

ist notwendig und hinreichend, da8 der Tangentialkegel von F’, in A 
eine wenigstens vierfache Erzeugende oder einen nicht ebenen, wenig- 
stens doppelt ziihlenden Bestandteil besitzt. Damit 


R>s(s—1)(s— 2) 


wird, ist notwendig und hinreichend, da® der genannte Kegel eine 
wenigstens dreifache Erzeugende besitzt. Wenn demnach 2Q und R 
diese Grenzen nicht tibersteigen, reduziert sich die Berechnung der 
Erniedrigung der Klasse auf die Berechnung von I. Vgl. Segre 
aa. 0: p: 27. 

Die in der Klasse von F., durch eine s-fache Linie hervor- 
gebrachte Erniedrigung wird, wenn die Kurve die Ordnung b und 
den Rang r hat, im allgemeinen 


(s — 1) [bn (8s + 1) — 2bs(s + 1) — rs?*], 


Sie ist durch Induktion von Salmon, Cambridge and Dublin Math. 
J. 2, 73 (1847) gefunden worden, und zwar zunichst fiir eine 
_Kurve, welche den vollstindigen Schnitt zweier Flichen bildet, 
darauf Dublin Trans. 23, 485 (1859) fiir den allgemeinen Fall. 
Vel. auch Salmon-Fiedler JJ, 8.660. © 

Wenn imsbesondere F, eine s-fache Gerade besitzt, so gehen 
durch sie 


(n —s—1) [n(n +s—1)— 2s8(s 4+ 1)] 


Tangentialebenen, deren Beriihrungspunkt auerhalb der Geraden 
liegt. Vgl. Fouret, Rend. Circ. Mat. 8, 202 (1894); Godeaux, 
Nouv. Ann. (4) 9, 162 (1909). 

Hat F’, keine mehrfachen Punkte, so schneidet der aus einem 
allgemeinen Punkte O der Fliche umschriebene Kegel die Flache 
auBer der Beriihrungskurve y, die von der Ordnung n(n — 1) ist, 
in einer Kurve y’ von der Ordnung n(n — 1) (nm — 2), welche y 
in n(m — 1)? (m — 2) Punkten trifft. Zu diesen gehéren die 


n(n — 1) (n — 2) (n — 8) 


Beriihrungspunkte der Doppeltangenten, die von O ausgehen, die 

iibrigen sind die 2(m — 1) (m — 2) Beriihrungspunkte der Haupt- 

tangenten, die von O ausgehen, jede zweimal gezihlt. Vgl. Sturm, 

J. f. Math. 72, 359 (1870). Die Kurve y’ ist der vollstiindige Schnitt 

yon F, mit einer Fliche von der Ordnung (m — 1) (” — 2), die 
43* 
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von Kohn, Wien. Sitzwngsber. 89, 165 (1884) unter der Be- 
zeichnung ,,Satellitfldche des Pols O in bezug auf die Fliche F',“ 
untersucht worden ist. 


§ 8. Lineare Flachensysteme. 


Fir die linearen Flachensysteme gelten viele der Definitionen 
und Siatze, die in Bd. II", S. 276, 334 fiir die linearen Kurven- 
systeme aufgestellt sind. 

Sind f, = 0, ..., f,41 = 0 Flachen von der Ordnung , die 


linear unabhingig sind, d. h. besteht zwischen den / keine Iden- 
k+1 


titat von der Form > a,f, = 0 mit konstanten und nicht simtlich 
=1 


verschwindenden K oeffizienten a,, so bestimmen sie ein lineares System 
von der Ordnung n und der Dimension oder Stufe k, d. h. von 


oo* Flachen. Diesem System gehéren alle Flaichen an, die durch 
k+1 


die Gleichung > i,f; =0, in der die 2, verinderliche Parameter 
= 


bezeicbnen, dargestellt werden. Fiir k = 1 ergibt sich ein Biischel, 
fiir k = 2 ein Netz oder Biindel, fiir k = 3 ein Gebiisch. Die dualen 
Gebilde sind die Schar, das Gewebe oder die Scharschar und das 
Geflecht. 

Von einem linearen System der Dimension & geht eine ein- 
zige Fliche durch k allgemeine Punkte. Der Satz ist umkehrbar, 
auBer in gewissen Ausnahmefillen. Vgl. Bertini, Introduzione, 
8. 222. 

Das lineare System, das durch eine gewisse Anzahl von 
Flachen eines linearen Systems bestimmt wird, gehért diesem ganz 
an. Hs existieren oo *-*) + lineare Systeme von der Dimen- 
sion k’(k’ <k), die in einem linearen oo* System enthalten sind. 
Sind zwei lineare Systeme von gleicher Ordnung und den Dimen- 
sionen k, k gegeben, und ist c die Dimension des niedrigsten li- 
nearen Systems, das sie enthilt, s die Dimension des héchsten ihnen 
gemeinsamen Systems, so wird k +k’ =c+4+ s. 

Schneiden wir die Flachen eines Systems von der Stufe k und 
der Ordnung » mit einer Geraden oder einer Ebene, so finden wir 
eine Involution vom Grade oder ein lineares Kurvensystem der 
Ordnung », deren Dimension k — h betrigt, wenn die Gerade oder 
Ebene zu h linear unabhiingigen Flichen des Systems gehért. 

Ein s-facher Punkt von & + 1 linear unabhingigen Flachen 
eines Systems von der Stufe & ist s-fach fiir die allgemeine Flache 
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des Systems und heiBt ein s-facher Basispunkt oder Grundpunkt. 
Die Beriihrungskegel in ihm bilden ein lineares System von der 
Ordnung s, dessen Dimension nur dann <k ist, wenn einzelne 
Flachen des Systems in diesem Punkte eine Multiplizitit > s be- 
sitzen. Die Basispunkte kénnen tibrigens auch eine oder mehrere 
Basislimen oder Grundlinien des Systems erfiillen. 

Die Flachen eines gegebenen linearen Systems, die in ge- 
gebenen, einfachen oder mehrfachen Punkten von endlicher oder 
unendlicher Anzahl gegebene Multiplizitiiten mit gegebenen ein- 
fachen oder mehrfachen Erzeugenden der Tangentialkegel besitzen, 
bilden, wenn sie existieren, ein lineares System. 

Vgl. Sturm, Die Lehre von d. geom. Verwandtschaften IIT, 
Leipzig 1909, 8. 353. 

Ein lineares System heiBt treduzibel oder reduzibel, je nach- 
dem eine allgemeine zu ihm gehdrende Fliche von dieser Art ist. 
Es gelten hier die zwei Sitze von Bertini, Lomb. Ist. Rend. (2) 
15, 24 (1882) oder Introduzione, p. 227: 

Wenn jede Fldche des Systems auBerhalb der Basispunkte 
einen s-fachen Punkt besitzt, so ist der Ort dieser Punkte eine Flidche, 
die (s — 1)-mal gezdhit zu jeder Fliiche des Systems gehirt. Deshalb 
kann die allgemeine Eldche eines irreduziblen Systems keine ver- 
dnderlichen mehrfachen Punkte besitzen. 

Wenn man die Systeme mit einem festen Bestandteil ausschlie Bt, 
so zerfallt die allgemeine Fldche eines reduziblen Systems in eime 
gewisse Anzahl t von irreduziblen F'lachen eines und desselben Bii- 
schels, welche in diesem Biischel eine Involution vom Grade t bilden. 

Pieri, Rivista di Mat. 3, 44 (1893), hat alle linearen irre- 
duziblen Systeme von algebraischen Kegeln mit nicht fester Spitze 
bestimmt und im Giorn. di Mat. (1) 31, 151 (1893) alle irre- 
duziblen linearen Systeme von Monoiden mit nicht festem Scheitel. 

Ein lineares System heibt einfach oder zusammengesetzt, je- 
nachdem die Flachen des Systems, die durch einen allgemeinen Punkt 
gehen, auBer den Basispunkten und Basiskurven nur diesen Punkt 
gemein haben oder auch noch andere Punkte. Hin System kann 
auf zwei Arten zusammengesetzt sein; vgl. Bertini, Rom. Acc. 
Line. Rend. (5) 10+, 73 (1901); Introduzione, p. 232. Der erste 
Fall, der eintreten kann, ist der, daB alle Flichen des Systems, die 
(auBer den Basiselementen) einen Punkt gemein haben, noch durch 
andere «4 — 1 Punkte gehen: dann ist dem System eine Pumnkt- 
involution vom Grade w im Raum zugeordnet, derart dal jeder 
Punkt des Raumes zu einer und nur zu einer Gruppe von w Punk- 
ten gehdrt und eine Flache des Systems, die durch einen Punkt 
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einer Gruppe geht, alle Punkte der Gruppe enthalt. Man nennt 
in diesem Falle das System mit der Involution zusammengesetzt 
oder zu der Involution gehérend. Der zweite mégliche Fall wird 
durch eine lineare Kurvenkongruenz gegeben; hierunter versteht 
man ein algebraisches System von co” Kurven yon der Art, daB 
durch einen allgemeinen Punkt des Raumes eine einzige Kurve geht. 
Eine solche Kongruenz ist rational nach dem Satz von Castel- 
nuovo (Bd. II’, 8. 370) iiber die Rationalitit der ebenen Involu- 
tionen. An sie kann ein lineares Flichensystem gekniipft sein in 
der Weise, daB alle Flichen des Systems, die durch einen all- 
gemeinen Punkt A gehen, immer die ganze Kurve der Kongruenz 
enthalten, die durch A geht. Man nennt dann das System mit der 
linearen Kongruenz zusammengesetet. 

Grad eines linearen Systems heiSt die Anzahl der verander- 
lichen Schnittpunkte von drei Flachen des Systems. Der Grad ist 
immer endlich; auBerdem durchlaufen die verinderlichen gemein- 
samen Punkte von drei Flaichen und auch die verinderliche ge- 
meinsame Kurve von zwei Flichen des Systems immer den ganzen 
Raum. 

Die linearen Systeme vom Grade Null bestehen auSer den 
Biischeln und Biindeln aus den Systemen, die aufer einem festen 
Bestandteil durch eine Inyolution in einem Biischel gegeben oder 
mit einer linearen Kongruenz zusammengesetzt sind; sie werden 
daher algebraisch bis auf einen gemeinsamen Faktor durch lineare 
Kombinationen von den aus zwei oder drei Quaternirformen ge- 
bildeten Formen einer gewissen Ordnung gegeben. Damit ein li- 
neares System von einer Dimension > 2 den Grad Null hat, ist 
auch notwendig und hinreichend, daB seine Flachen, die durch 
einen allgemeinen Punkt gehen, dort wenigstens eine gemeinsame 
Tangente haben (Bertini, a. a. 0.). 

Kin lineares System dritter Stufe vom Grade 1 heiBt homa- 
loidisch. Von dieser Art ist notwendigerweise jedes algebraische 
System von einer Dimension > 2, in dem drei allgemeine Flichen 
einen einzigen verdnderlichen Schnittpunkt haben. Diese Flichen- 
systeme liefern die Cremonaschen ( birationalen) Transformationen 
des Raumes. 

Wichtige allgemeine Higenschaften findet man wie bei der 
Ebene (Bd. II’, 8. 334), indem man nicht alle Basiselemente des 
linearen Systems, sondern nur einen Teil von ihnen mit den zu- 
gehérigen Multiplizitiiten (Basisgruppe) ins Auge fat, wobei im 
tibrigen die Punkte der Basisgruppe von beliebiger Art, insbeson- 
dere von endlicher oder unendlicher Anzahl, getrennt oder unend- 
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lich benachbart sein kénnen. Vel. Castelnuovo, Amn. di Mat. 
(2) 25, 241 (1897); Bertini, Introduzione, 8. 241; Picard et 
Samer Théorie des fonctions alg. de deux variables ind ipendantes 
Ae, Paris 1906, S. 70. 

Das lineare System heiBt vollstindig oder wnvolistindig be- 
zliglich der Basisgruppe, je nachdem es aus allen Flichen der Ord- 
nung » besteht, die in den Punkten und Kurven der Basisgruppe die 
EP eebenen Multiplizititen besitzen oder nicht. Ein unvollstiindiges 
System | F,| bestimmt immer in eindeutiger Weise ein vollstindiges 
System | F l,i in welchem es vollstiéndig enthalten ist, so da8 jede 
Flache yon |F',| auch eine Flache von |F| ist. Der Unterschied 
ea der Dimension von |F'| und von -F,| heiBt der Defekt 
von 

Ein -lineares Flichensystem, das beziiglich einer gegebenen 
Basisgruppe vollstiindig ist, wird von einer allgemeinen Ebene in 
eivem (beziiglich der als Schnitt der gegebenen Basisgruppe ge- 
wonnenen Basisgruppe) vollstandigen reguliren Kurvensystem ge- 
schnitten, wenn nur die Ordnung » der Fliche des Systems eine 
gewisse Grenze, die von der Natur der Basisgruppe abhingt, tiber- 
steigt. 

Es sei 9, die Dimension eines linearen Systems | F,| von 
Flichen der Ordnung m, das fiir eine gegebene Basisgruppe @ 
vollstindig ist, ferner sei J die soeben bezeichnete Grenze, so dai 
fir n <1 das Schnittkurvensystem unvollstindig oder tiberschiissig 
wird, Dann findet man 


n= ("P*)-1-@4Dh—h 
(1) fir n>1—1, 


wo h, und h, zwei Konstanten sind, die von G abhingen. Genauer 
Ree edrlickt hingt #, nur von den Basiskurven des Systems | F’, | 
ab und ist die ela evear der Basisgruppe, die als Schnitt der 
Basiskurven mit einer allgemeinen Ebene entsteht, so daB sich 
die Bestimmung von hy auf ein ebenes Problem reduziert, das als 
gelést angesehen werden kann. Dagegen hangt h, von der ganzen 
Gruppe G ab, und seiner Bestimmung stehen im allgemeinen eigen- 
tiimliche Schwierigkeiten entgegen. Enthalt z. B. G nur eine ein- 
fache Basiskurve, die irreduzibel und von mehrfachen Punkten frei 
ist, ferner die Ordnung v und das Geschlecht m hat, so wird 


h=v, hk =1—v—wn.. 


Vgl. Cayley, Math. Ann. 3, 526 (1871), Papers VIII, 8. 394; 


670 Kapitel XXX. Allgemeine Theorie der algebraischen Flaichen. 


Noether, Ann. di Mat. (2) 5, 163 (1871), die fiir viele Falle 
die Art, wie sich h, durch die Basisgruppe bestimmen 1aBt, an- 
pepobet: haben. 

Die Zahl (n+ 1)ho>+,, die nach (1) die Zahl der Be- 
dingungen ausdriickt, die fiir geniigend groBes m die Basisgruppe 
den Flichen der Ordnung » auferlegt, heiBt die Postulation der 
Basisgruppe, und die Gleichung (1) heiBt die Postulationsformel 
oder charakteristische Formel. 

Fir n <1— 1 wird dagegen der Wert von 9, durch die Formel 
gegeben 


t—1 1-1 
@) a= ("FS !)-1-@+ Dhy— ht pa Ses Pa 


wo 6, und s, den Defekt und den Uberschu8 des linearen Kurven- 
systems, in dem | F’,| von einer allgemeinen Ebene geschnitten wird, 
beziiglich der Basisgruppe, die den Schnitt von G init der betrach- 
teten Ebene bildet, bezeichnen, wenn | F’, das beziiglich der GruppeG@ 
vollstiindige lineare Flichensystem von der Ordnung 7 bedeutet. 

Ist die Dimension eines linearen vollstiindigen Systems von 
der Ordnung » (und die aller Systeme héherer Ordnung mit der 
gleichen Basisgruppe) durch die Postulationsformel (1) gegeben, 
so nennt man das System regulir (mn >1— 1), im anderen Falle 
(n <<i—1) iiberschiissig. Im xweiten Falle heiBt die durch die 
rechte Seite der Gleichung (1) gegebene Zahl die virtwelle Dimen- 
sion des Systems; bezeichnet man sie mit 9, und nennt g, die effek- 
tive Dimension, die durch (2) gegeben wird, so hat man 


1-1 I-1 
, 
0, — On =>'6, — »s,. 
n+1 n+l 


Diese Differenz 6, = 0, — 0, heiBt der Uberschup des Systems 
|F',|, aber im Gegensatz zu den Verhiiltnissen, die bei ebenen li- 
nearen Kurvensystemen obwalten, kann diese Zahl nicht bloB po- 
sitiv oder Nuli, sondern auch negativ sein. 

AuBerdem kann fiir einen Wert von n<1—2 die virtuelle 
Dimension des Systems |F’,| gleich der effektiven wer ohne 
daf dieselbe Gleichheit auch fiir das folgende System | F’, , , | eintritt. 

Wenn ein lineares System von der Ordnung m den Defekt 6, 
und den UberschuB o, hat, so wird seine Dimension gegeben durch 
die Formel 


n+ 3 
on = ( Br )-1-(@+1)h —h, +6, —6,. 
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Es gilt nun ein Satz (Bertini, Introduzione, p. 255), der 
dem in Bd. II’, S 335 gegebenen analog ist: 

Wenn | F’, , ,| ein lineares vollstandiges System von der Ordnung 
n + 1 bedeutet und n geniigend groB ist, so ist das lineare System ge- 
ringster Dimension, das jede Fldche von es | zusammen mit 
jeder irreduziblen Fliche der Ordnung m—1 oder mit jeder 
(m —1)-mal gezdhllen Ebene enthdlt, das vollstindige regulire 
System der Ordnung n + m, das durch die gleiche Basisgruppe be- 
stimmi wird. 

Mannigfache Sitze und Formeln fiir die linearen Flichen- 
systeme mit beliebigen Singularitiiten hat Guecia gegeben, Rend. 
Cire. Mat. 1, 338 (1887), C. R. 105, 741 (1887), Rom. Ace. 
Lincei Rend. (4) 51, 349, 456, 490 (1889), Bull. Soc. Math. 238, 
101 (1895). 

Enriques, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 2”, 281 (1893), hat 
die Klassifikation der einfachen linearen Flichensysteme, deren 
veriinderliche Schnitte rationale (p = 0) oder hyperelliptische 
(p > 1) Kurven sind, bewirkt, indem er alle Typen angab, auf 
die sich diese Systeme durch Cremonasche Transformationen des 
Raumes reduzieren lassen; Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 31, 481, 
536 (1894) hat er die gleiche Frage fir den elliptischen Fall 
(p =1) behandelt, wenn der Grad des Flichensystems > 3 ist. 
Vgl. auch Math. Ann. 46, 179 (1895). 

Diese Frage ist eng verkniipft mit dem Problem der projek- 
tiven Klassifikation der Flichen, deren ebene Schnitte elliptische 
oder hyperelliptische Kurven sind oder allgemein ein gegebenes 
Geschlecht haben. Auf solche und ahnliche Fragen beziehen sich 
die folgenden Siitze, von denen 2. und 3. Folgerungen aus 1. sind. 

1. Eine irreduzible Fliche, die oo? reduzible ebene Schnitt- 
kurven enthiilt, ist entweder eine Regelfliche oder die rimische Fldache 
Steiners (vgl. Kap. XXXV). Dieser Satz wurde von Kronecker 
ausgesprochen und von Castelnuovo bewiesen: Rom. Acc. Lincet 
Rend. (5) 31, 22 (1894); vgl. Bertini, Introduzione, p. 323. 

2. Kine Fliche, die oo Kegelschnitte enthdilt, ist entweder eine 
Fliche 2. Ordnung oder eine kubische Regelfldiche oder eine Stei- 
nersche Fliche. Dieser Satz wurde zuerst bewiesen von Darboux, 
Bull. Sciences Math. (2) 41, 370 (1880). Vgl. auch Bertini, In- 
troduzione, p. 315. 

3. Eine Fldche, deren ebene Schnitte rationale Kurven sind, 
ist entweder eine rationale Regelfliche oder eine Steiner sche Fliche. 
Diesen Satz verdankt man Picard, Bull. Soc. philom. (7) 2, 127 
(1878), J. f. Math. 100, 71 (1886). Vgl. auch Picard und Si- 
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mart, Théorie des fonctions alg. de deux variables indépendantes IT, 
Paris 1906, p.59; Picard, Torino Atti 36, 684 (1901); Guccia, 
Rend. Cire. Mat. 1, 165 (1886); E. H. Moore, Amer. J. 10, 
17 (1888); Bertini, Introduzione, p. 323. Daf eine solche Flache 
notwendig rational ist, folet aus einem allgemeinen Satz von 
Noether, Math. Ann. 3, 173 (1871). 


4. Eine Fliche, deren ebene Schnitte elliptisehe oder hyper- 
elliptische Kurven vom Geschlechte p > 1 sind, ist entweder eine 
Regelfltiche oder rational. Vgl. fir p > 1 Castelnuovo, Rend. 
Cire. Mat. 4, 73 (1890); Enriques, Rom. Ace. Lincei Rend. (5) 2?, 
285 (1893), und fiir den elliptischen Fall del Pezzo, Rend. 
Circ. Mat. 1, 241 (1887); Castelnuovo, Rom. Acc. Lincei Rend. 
(5) 31, 59 (1894); fiir alle Falle vgl. auch Enriques, Dath. 
Ann. 46, 182 (1895). 


5. Hine Fliche von der Ordnung n > 4, deren ebene Schnitte 
Kurven vom Geschlecht 3 sind, ist entweder cine Regelfldche oder 
rational oder sie lépt sich durch eine Cremonasche Transformation 
des Raumes auf einen elliptischen Kegel 3. Ordnung reduzieren. Vel. 
Castelnuovo, Torino Atti 25, 695 (1890); Castelnuovo und 
Enriques, Amn. di Mat. (3) 6, 212 (1901); Scorza, Ann. di 
Mat. (3) 16, 255 (1909), 17, 281 (1910). 


§ 9. Erzeugung der Raumkurven und Flichen. Rein geo- 
metrische Fragen. 


Wenn zwei Flachenbiischel von den Ordnungen m, » projek- 
tiv aufeinander bezogen sind, so ist der Ort der Schnittkurve ent- 
sprechender Flachen eine Fliche von der Ordnung m+ m, die 
durch die Basiskurven der beiden Biischel hindurchgeht. Die um- 
gekehrte Frage, ob jede Fliiche von der Ordnung m+n sich durch 
~ zwei projektive Biischel von den Ordnungen m, » erzeugen 1laBt, 
ist im allgemeinen ftir Flichen von héherer als der dritten Ord- 
nung zu verneinen. Sie liuft darauf hinaus, daB man auf der ge- 
gebenen Fliche eine Kurve von der Ordnung m? (oder »?) suchen 
mu8, welche die Basiskurve eines Biischels von F,, (oder F,,) bil- 
det. Vgl. Chasles, C. R. 45, 1066 (1857); Cremona, Grund- 
ziige, p. 95; Reye, Math. Ann. 2, 497 (1870); H. Valentiner, 
Tidsskr. for Math. (4) 3, 22 (1879). Uber die Konstruktion von 
Flachen, die durch gegebene Punkte gehen, durch projektive Bi- 
schel vgl. de Jonquieres, C. R. 105, 1203 (1887), 106, 19, 
156, 234 (1888), 107, 430 (1888). 
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Reye, Math. Ann. 1, 455 (1869), 2,475 (1870), hat die 
Kurve von der Ordnung (m + »)p betrachtet, welche erzeugt wird 
durch die Schnittpunkte der einander entsprechenden Kurven von 
den Ordnungen mp und np zweier projektiver Kurvenbiischel auf 
einer Flache F’,, d. h. der Kurven, in denen F’, von entsprechenden 
Flachen zweier projektiven Flichenbiischel von den Ordnungen 
m, ” getroffen wird. Es 1&Bt sich indes nicht jede Kurve von F, 
auf diese Weise erzeugen, da eine solche Erzeugung von der Be- 
stimmung einer Gruppe von mp (oder m?p) Punkten auf der 
Kurve abhangt, welche den Schnitt von /’, mit der Basiskurve eines 
Biischels von F,, (oder von F',) bilden. 


Reye hat sich a. a. O. auch mit der Erzeugung der Flichen 
durch reziproke Fldchenbiindel beschiftigt; reziproke Flachenbiindel 
sind dabei solehe, zwischen deren Parametern eine bilineare Re- 
lation besteht. Zwei solche Biindel von den Ordnungen m, m er- 
zeugen eine Fliche ® von der Ordnung m + als Ort der Punkte, 
in denen die Flachen des einen Biindels von der Basiskurve des 
dieser Fliche in dem anderen Biindel entsprechenden Flichen- 
biischels geschnitten werden. Die Fliiche geht durch die Basis- 
punkte der beiden Biindel hindurch, und ihre Tangentialebene in 
einem von diesen Punkten berthrt in ihm diejenige Flache des 
Biindels, welche der durch diesen Punkt gehenden Kurve des anderen 
Biindels entspricht. Vgl. Padova, Giorn. di Mat. (1) 9, 148 (1871). 


Auch hier reduziert sich die Frage, wie man eine gegebene 
Flache © von der Ordnung m+ » durch zwei reziproke Biindel von 
den Ordnungen m, » erzeugen kann, auf die Bestimmung einer 
Gruppe von m® (oder n*) Punkten auf ®, welche die Basispunkte 
eines Biindels von F,,, (oder F,) bilden. Insbesondere hat Reye 
gefunden, daB jede Fliche ®, von der Ordnung m sich durch zwei 
reziproke Biindel, wovon eines aus Ebenen und das andere aus 
F,_, besteht, erzeugen lift, wobei man als Mittelpunkt des Ebenen- 
biindels einen beliebigen Punkt von ®, wihlen kann, oder auch 
durch zwei Biindel, von denen das eine aus F,, das andere aus 
F,_, besteht. 

Escherich, Wien. Sitewngsber. 75°, 523 (1877), 85°, 526, 
893 (1882), 907, 1036 (1884) hat diese Untersuchungen fort- 
gefiihrt, indem er durch Abzihlung der Konstanten zeigte, daf die 
Erzeugung einer ®, durch reziproke Biindel von den Ordnungen p, 
n — p sich im allgemeinen nur fir p = 1, 2,..., 7 durchftihren 
laBt, ausgenommen den Fall m = 16, in welchem die Flache auch 
durch zwei Biindel 8. Ordnung erzeugt werden kann. 
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Die Erzeugung einer F,, mittels eines Strahlenbiindels und 
eines zu ihm reziproken Flachenbiindels (m — 1)*** Ordnung haben. 
Escherich a. a. O. und F. Schur, Math. Ann. 23, 437 (1884), 
fiir eine durch N (m) gegebene Punkte bestimmte F’, behandelt. 

Eine Erzeugung algebraischer Flichen durch einen linearen 
Mechanismus hat H. GraBmann angegeben, indem er diese zuerst. 
aus seiner Ausdehnungslehre (Leipzig 1844, §145, Werkel’,S. 245). 
ableitete und darauf unabhingig begriindete: J. f. Math. 49, 1, 
10, 21 (1855), Werke ID’, S. 136, 145, 155; im J. f. Math. 49, 
37, 47, Werke II’, S. 170, 180 findet sich die Anwendung auf 
F, und F. Wenn die Lage eines Punktes « im Raume dadurch be- 
schrinkt ist, daB zwei gerade Linien, welche durch lineare Kon- 
struktionen aus « und einer Reihe fester Elemente (Punkte, Ge- 
raden, Ebenen) hervorgehen, in derselben Ebene liegen sollen, so: 
ist der Ort von & eine algebraische Fliche, und zwar ist sie eine 
Flache m-ter Ordnung, wenn bei jenen Konstruktionen # im ganzen 
n-mal benutzt ist. Umgekehrt lat sich jede algebraische Fliche 
auf die angegebene Weise erzeugen. 

In Verbindung mit der GraBmannschen Erzeugung der al- 
gebraischen ebenen Kurven (Bd. Il’, 8. 287) und Flachen hat 
Caspary, J. f. Math. 100, 405 (1887) [vgl. auch Caspary, 
Bull. Sciences Math. (2) 111, 222 (1887), (2) 181, 202 (1889). 
und Carvallo, Bull. Soc. Math. 15, 158 (1887)]| bewiesen, daB, 
wenn die Lage eines beweglichen Punktes dadurch beschrinkt ist, 
daB eine aus ihm abgeleitete Gerade entweder durch einen aus ihm 
abgeleiteten Punkt geht oder in einer aus ihm abgeleiteten Ebene 
liegt, der erste Punkt eine algebraische Raumkurve beschreibt. 

Im Zusammenhang mit der linealen Erzeugung der F lichen, 
zu der GraBmann mit Hilfe seiner ,,stereometrischen Multipli- 
kation“ gelangt, kann man noch bemerken, da& stereometrische 
Produkte, die nicht von der nullten Stufe sind und einen yariablen 
Punkt « enthalten, algebraische Raumkurven darstellen kénnen. 
Vgl. Sturm, Math. Ann. 14, 20 (1879) und in GraBmanns 
Werken II*, 8.416 die Bemerkungen des Herausgebers Engel. 

Koenigs, C. R. 120, 861, 981 (1895) und Legons de Ci- 
nématique, Paris 1897, Chap. 11, hat bewiesen, daB jede algebraische 
Relation zwischen mehreren Punkten sich durch cin Gelenksystem 
verwirklichen ldpt, so da& insbesondere auch jede algebraische 
Raumkurve oder Fldche durch ein Gelenksystem beschrieben wer- 
den kann. 

Uber die Erzeugung einer algebraischen Raumkurve durch 
die Schnittpunkte entsprechender Schmiegungsebenen dreier in ein- 
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deutiger Beziehung zueinander stehenden Raumkurven oder der 
Schmiegungsebenen einer Raumkurve mit den Erzeugenden einer 
auf sie eindeutig bezogenen Regelschar vgl. Segre, Math. Ann. 
34, 1 (1889), Ann. di Mat. (2) 22, 136 (1894); ferner Pa- 
gliano, Ann. di Mat. (3) 5, 77 (1901). 

Das Problem der Erzeugung der Raumkurven und Flichen 
fiihrt darauf, ihre Theorie rein geometrisch zu behandeln. Diese 
Aufgabe ist indessen viel weniger durchgefiihrt worden wie die 
analoge Aufgabe fiir die ebenen Kurven (Bd. II’, S. 288). Einen 
ersten Versuch hat Cremona gemacht (Grundziige), indem er in- 
dessen immer algebraische Lehrsitze zugrunde legte. In streng 
geometrischer Weise hat Thieme (Bd. II’, 8. 288) die Polaritits- 
theorie begriindet und daraus die Definition einer algebraischen 
Flache und der linearen Flachensysteme abgeleitet. Kinzelne Punkte 
haben behandelt Guccia, Rend. Circ. Mat. 16, 286 (1902), 21, 
389 (1906), C. R. 142, 1494 (1906); Dominioni, Giorn. di 
Mat. (2) 13, 376 (1906). 


Kapitel XXXI. 


Allgemeine Theorie der algebraischen Flachen, 
(Weitere Ausfiihrungen.) 


Von Luigi Berzolari in Pavia. 


§ 1. Mannigfaltigkeiten, die durch das Verschwinden der 

Determinanten einer Matrix von Formen dargestellt werden. 

Jacobische Mannigfaltigkeit. Beriihrungsprobleme fiir die 
linearen Flachensysteme. 


Von vielen Seiten sind, insbesondere was die Bestimmung 
der Ordnung betrifft, die Kurven und Flachen und allgemeiner die 
mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten untersucht worden, die durch 
das Verschwinden aller Unterdeterminanten bestimmter Ordnung 
einer gegebenen Matrix, deren Elemente Formen der Koordinaten 
sind, dargestellt werden. 

Wenn es sich um eine allgemeine Matrix handelt und alle 
ihre Determinanten héchster Ordnung verschwinden, so wird die 
Ordnung des Gebildes durch eine Formel gegeben, die auf dem 
Wege der Induktion von Salmon gefunden wurde, Higher Algebra, 
London, 2. ed. 1866, p. 229 (Salmon-Fiedler, Vorlesungen tiber 
die Algebra der linearen Transformationen, 2. Aufl. Leipzig 1877, 
8. 361, 381). Vgl. noch Salmon, Quart. J. 1, 246 (1857) und 
Salmon-Fiedler //,8.584 ff. Die Formel wurde darauf bewiesen 
von. Roberts, J. f. Math. 67,266 (1867). Andere Beweise gaben 
Severi, Torino Mem. (2) 52, 61 (1902); Nanson, Messenger 
(2) 38, 33 (1903). Vgl. auch Brill, Math. Ann. 5, 378 (1872), 
36, 321 (1890). 

In dem besonderen Falle, wo die Elemente derselben Hori- 
zontalreihe von gleicher Ordnung sind, liefert die Formel die Ord- 
nung der Mannigfaltigkeit von r+ %i—k (= 0) Dimensionen, 
welche den Ort der Punkte eimes r-dimensionalen linearen Raums 
bildet, in denen k entsprechende Uberfldchen aus k projektiv auf- 
eimander bezogenen linearen Systemen i®” Stufe (i< k) von den 
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Ordnungen n,,..., 2, zusammentreffen. Diese Ordnung ist gleich 
der Summe der Produkte, die man findet, wenn man die Ord- 
nungen ”,,... %,, Zu je k — i auf alle (4) méglichen Arten ge- 
nommen, miteinander multipliziert. 

Viele Spezialfalle, insbesondere fiir den gewéhnlichen Raum, 
wurden untersucht von Cayley, Cambridge and Dublin Math. J. 4, 
132 (1849), Papers I, S. 457; Cremona, Grundziige, 8. 95 bis 
136; Stuyvaert, Liege Mem. (3) 6 (1904), 7 (1907); R. Sturm, 
Die Lehre v. d. geom. Verwandtschaften III, Leipzig 1909, S. 370, 
und J. f. Math. 134, 288 (1908). In der letzten Abhandlung hat 
Sturm gezeigt, daB einige von Cremona a. a, O. 8. 125—136 
aufgestellte Saitze nicht uneingeschrinkt giiltig sind. Der allgemeine 
Fall wurde auf algebraischem Wege behandelt von Vahlen, 
J. f. Math. 113, 348 (1894), auf geometrischem Wege von Pieri, 
Rend. Circ. M. 11, 58 (1897). Hine hiermit verwandte Frage 
behandelt Lorenzola, Lomb. Ist. Rend. (2) 36, 162 (1908). 

Im gewohnlichen Raume wurde die von drei projektiven 
Flichenbiischeln erzeugte Kurve, insbesondere wenn zwei der Bii- 
schel aus Ebenen bestehen, untersucht von Chasles, C. R. 52, 
1103 (1861), 53, 767, 884 (1861); Cremona, C. R. 52, 
1319 (1861), Ann. di Mat. (1) 4, 22 (1861); der letztere hat 
auch die Kurve von der Ordnung m + 2 behandelt, die aus drei 
projektiven Ebenenbiischeln entsteht, wenn zwei von diesen ge- 
wohnliche Biischel und das dritte involutorische von der Ord- 
nung m ist. 

Viel behandelt wurde der Fall, wo alle Elemente der Matrix 
lineare Formen sind, d. h. der Fall der Mannigfaltigkeit von 
r + i —k Dimensionen und von der Ordnung (?), welche den Ort 
der gemeinsamen Punkte von k entsprechenden Uberebenen aus k pro- 
jektiven Grundformen i” Stufe im r-dimensionalen Raum bildet. 
Mit den so erzeugten Mannigfaltigkeiten hat sich beschaftigt V ero- 
nese, Math. Ann. 19, 215 (1882), und was den gewéhnlichen 
Raum betrifft, Cayley,a.a.0.; F. Schur, Math. Ann. 18, 1 (1881), 
20, 254 (1882); Stuyvaert, a. a. O.; Reye, J. f. Math. 104, 
211 (1889), 106, 30, 315 (1890), 107, 162 (1891), 108, 89 
(1891), Berl. Sitzwngsb. 1889, 8.833; Zindler, J. f. Math. 111, 
303 (1893), Wien. Sitzwngsber. 101, 215 (1892), 105, 311(1896); 
Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verwandtschaften ILI, Leipzig 1909, 
S. 517. Von der analytischen Seite her vgl. W. Stahl, J. f. Math. 
107, 179 (1891); Timerding, Gétt. Nachr. 1898, S. 317; 
Guradze, Diss., Breslau 1900. 

Unter der Voraussetzung, daB yon der Matrix alle Unter- 
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determinanten einer beliebigen gegebenen Ordnung verschwinden 
und alle Elemente der Matrix Formen derselben Ordnung sind, 
wurde die Ordnung der Mannigfaltigkeit fiir eine allgemeine Ma- 
trix und eine symmetrische quadratische Matrix bestimmt von 
Segre, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 9?, 253 (1900), der von einigen 
Formeln ausging, die Schubert, Hamburg. Mitt. 3, 12 (1891), 
Math.- Ver. 4, 158 (1897) ausgesprochen und darauf Giambelli, 
Lomb. Ist. Mem. (3) 10, 155 (1903) bewiesen und verallgemeinert 
hatte; sie betreffen das Problem der Korrelation in den Uber- 
raumen; auBerdem benutzte Segre Formeln, die ebenfalls von 
Schubert, Math.-Ver.1, 48 (1892), Math. Ann. 45, 153 (1894), 
herriihren und sich auf die allgemeinen Anzahlfunktionen fiir die 
quadratischen Uberflichen beziehen; fiir eine quadratische halb- 
symmetrische Matrix wurde die Aufgabe gelést von Palatini, 
Rom. Ace. Lincei Rend. (5) 11%, 315 (1902) durch Betrachtungen, 
die sich auf die linearen Strahlenkomplexe in den Uberraéumen 
griinden. 

In seiner vollen Allgemeinheit wurde das Problem gelést von 
Giambelli, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 12°, 294 (1903) und 
besonders Lomb. Ist. Mem. (3) 11, 101 (1904), der (Torino Atti 
41, 102 (1906)) speziell die Falle weiter untersucht hat, in denen 
die Matrix quadratisch und symmetrisch oder halbsymmetrisch ist. 
Vgl. auch Bottasso, Anndaes scient. da Acad. Polyt. do Porto 4, 
193 (1909). Anwendungen seiner Resultate auf die Mannigfal- 
tigkeiten, die durch projektive lineare Systeme von Uberflichen 
erzeugt werden, insbesondere die Jacobische Mannigfaltigkeit meh- 
rerer gegebener Uberflaichen, die durch das Verschwinden aller Deter- 
minanten der aus den ersten Derivierten der linken Seiten in den Glei- 
chungen der gegebenen Uberflichen gebildeten Matrix dargestellt 
wird, hat Giambelli, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 14°, 570, 660 
(1905) gegeben. Fiir diese Mannigfaltigkeiten vergleiche im Falle 
des gewéhnlichen Raumes Cremona, Grundziige, S. 99—136; 
Salmon- Fiedler LJ, p. 607 ff.; Backlund, Stockholm Vet. Akad. 
Handi. 9°, Nr. 9 (1870); Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verwandt- 
schaften III, Leipzig 1909, 8. 398. 

Mit diesem Gegenstand beriihren sich verschiedene Unter- 
suchungen tiber die Kontakte, die bei linearen Flachensystemen 
eintreten kénnen. Bei einem Flaichenbtischel von der Ordnung » 
wird der Ort der Beriihrungspunkte aller aus einem Punkte P an 
die Flichen gelegten Tangenten eine Flache m, von der Ordnung 


2n—1, die durch P hindurchgeht und auch als Ort der Schnitt- 
kurven der Fliichen des gegebenen Biischels mit denen des hierzu 
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_ projektiven, von den ersten Polaren des Punktes P bez. der Flachen 
des Biischels gebildeten Flichenbiischels erzeugt werden kann. Die 
Flache p, kann als die dufere Pampolare (vgl. Bd. II’, 8. 339) 
von P beziiglich des Biischels bezeichnet werden; sie wurde unter- 
sucht von Pieri, Giorn. di Mat. (1) 24, 16 (1886) und besonders 
von Guccia in einer lithographierten Abhandlung Teoria delle 
superficie », e delle curve gobbe ate relative a un fascio di super- 
ficie e sue applicazioni, Palermo 1895. Die Flichen pp fir alle 
Punkte des Raumes bilden ein dreifach unendlich lineares System, 
von welchem die Basiskurve des gegebenen Biischels und die Dop- 
pelpunkte desselben Biischels Basiselemente sind. Fir jeden Punkt 
der Basiskurve des Biischels gibt es vier Flichen dieses Biischels, 
die an dieser Stelle einen parabolischen Punkt haben (de Jon- 
quieres, Now. Ann. (2) 3, 11 (1864)); die Fliche, welche den 
Ort aller parabolischen Punkte der Fliichen des Biischels bildet, 
ist von der Ordnung 8 (m — 1) und hat die Basiskurve zur vier- 
fachen Kurve (Doehlemann, Math. Ann. 41, 562 (1893)); sie 
ist die Jaco bische Fliche des dreifach unendlichen linearen Systems, 
das die Flachen , aller Punkte des Raumes fiir das gegebene 
Biischel bilden (Mineo, Rend. Circ. Mat. 21, 211 (1906)). 

Allgemeiner hat Dominioni, Giorn. di Mat. (2) 12, 350 
(1905), 18, 370 (1906), die Fliche von der Ordnung 


4(2n — k) (hk + 1) 


untersucht, auf welcher die Punkte liegen, in denen die Fliichen 
eines linearen Systems von der Ordnung » und der Stufe k& eine 
(k + 1)-punktige Beriihrung mit den von einem gegebenen Punkt 
ausgehenden Geraden haben. 

Kurven und Flichen, welche den Ort der Berithrungspunkte 
von Flichen zweier linearen Systeme bilden, wurden untersucht 
auf algebraischem Wege von Spottiswoode, Phil. Trans. 167, 351 
(1877) und Stuyvaert, Rend. Circ. Mat. 18, 294 (1904), auf 
geometrischem Wege von Backlund, a. a. O., vgl. auch Tidsskr. 
for Math. (4) 2, 97 (1878), mit Hilfe der Flichen », von Lo 
Monaco-Aprile, Rend. Circ. Mat. 12, 141 (1898), 18, 1, 164 

(1904); Mineo, ebenda 17, 297 (1903); Aguglia, ebenda 20, 
304 (1905), 21, 307 (1906). 

Fiir einen 7-dimensionalen Raum wurde der Ort der Beriih- 
rungspunkte von zwel Uberflichen aus zwei linearen Systemen 
untersucht von Lorenzola, Giorn. di Mat. (2) 12, 213 (1905) 

Pascal, Repertorium I12, 2. Aufl. 44 
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fiir den Fall, wo eines der beiden Systeme aus Uberebenen be- 
steht, fiir den allgemeinen Fall von Giambelli, Rend. Circ. Mat. 
23, 302 (1907), der die Ordnung und die Singularititen der er- 
zeugten Mannigfaltigkeit bestimmt hat. 

Wir wollen nun einige von den Resultaten der angefiihrten 
Untersuchungen angeben. 

Die Jacobische Gruppe zweier Fldchen von den Ordnungen 7,, 
m,, d. h. die Gruppe der Punkte, die fiir die beiden Flachen die- 
selbe Polarebene haben, besteht aus 


(m, + Mm, — 2) [ni + n3 — 2 (nm, + my) + 2] 


Punkten: de Jonquieéres, J. de Math. (2) 7, 410 (1862). 

Ist n, = N, = 0, So ergibt sich, daB die Jacobische Gruppe eimes 
allgemeinen Biischels von der Ordnung n aus 4(n — 1)° Punkten 
besteht; es sind dies die Doppelpunkte seiner Fldchen, die auper- 
halb seiner Basiskurve liegen. In jedem Falle wird, wenn P die 
Zeuthen-Segresche Invariante einer allgemeinen Flache des Bii- 
schels und » das Geschlecht der Basiskurve bedeutet, die Anzahl 
der Doppelpunkte 2 (P+ p+ 1); vgl. Segre, Torino Ati 31, 
500 (1896); Pannelli, Giorn. di Mat. (2) 11, 223 (1904). Ins- 
besondere ergibt sich, daB, wenn die Flidchen des Biischels einen 
s-fachen Punkt gemein haben, dieser wenigstens (s — 1)* (4s + 2) 
von jenen Doppelpunkten absorbiert. Vgl. Pieri, a. a. O., p. 22; 
allgemeinere Resultate finden sich bei Guccia, C. R. 120, 896 
(1895) und Pannelli, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 20', 405 
(£911). 

Die Jacobische Kurve dreier Fldchen f, = 0, fy = 0, fg = 0 
von den Ordnungen 7,, %, %3, d. h. der Ort eines Punktes, dessen 
Polarebenen ftir die Flachen sich in derselben Geraden schneiden, 
wird dargestellt durch die Gleichungen 


eons Oh 10H, 
OX WI nO, C2, 
Bie TON Oe Ree, Wi +? 
Ofs Of Of; Ofs 


| 0%, 0%, OX; OM, 


sie ist von der Ordnung 


my” + Ng” + 13? + ngng + mgm, + nym, — 4(m, + my + ng) + 6. 
und dem Geschlecht 
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(10, bg? + M5) (my + My + Mg — 8) — 10( Mg Mg + 10504 +m, ne) 
+ 4(m% + Mg + mg) (Mgng + many + M,N) + 22(m + my + Ms) 
+ 4n,ngnz — 25. 


Ist 2, = Ny = Nz = , so wird die Kurve eine Kombinante des 
durch die drei Flichen festgelegten Biindels und ist der Ort der 
Doppelpunkte von Flichen des Biindels, ebenso wie der Ort der 
Bertihrungspunkte von Flachen des Biindels, endlich auch der Ort 
aller Punkte, deren Polarebenen fiir alle Flichen des Biindels durch 
dieselbe Gerade gehen. Fiir ein allgemeines Flachenbiindel wurde 
sie untersucht von Guccia in der angefiihrten lithographierten 
Abhandlung und Lo Monaco-Aprile, Rend. Cire. Mat. 12, 141 
(1898); fir ein Biindel mit gewohnlichen mehrfachen Basispunkten 
und Basiskurven von Pannelli, Giorn. di Mat.(2) 10,97 (1903), 
11, 197 (1904), der (Rend. Circ. Mat. 20, 160 (1905)) die haupt- 
sichlichen abzihlerischen Aufgaben iiber diese Biindel gelést hat. 

Die Jacobische Fldche J von vier Flichen f, = 0, fo = 9, 
fs = 0, f, = 0 von den Ordnungen n,, %, 5, %, hat die Gleichung 


Of, Of Of Of 
OL ROL MOL an OD. 
Of, Ofs Of, Of 
Of, O08, O08, 0%, 
Of, Of, Of, Ofs 
On, OD, VOX, VOR, 


ie Odea, OT 


Ox CL Cts a Ue, 


und ist von der Ordnung 7, + m, +, + ™, — 4; sie ist der Ort 
eines Punktes, dessen Polarebenen fiir alle vier Flachen durch den- 
selben Punkt gehen, und auch der Ort eines Punktes, in dem sich 
die ersten Polaren desselben Punktes fiir die vier Flichen begeg- 
nen, Hin Punkt A, der fiir diese Fldchen die Multiplizititen s,, 85, 
83, S, besitet, ist wenigstens (s, + Ss. + 8, + s,— 3)-fach fir J. 
Vgl. A. Levi, Giorn. di Mat. (2) 3, 215 (1896); Gerbaldi, Rend. 
Cire. M. 10, 158 (1896), die alle Falle angegeben haben, in denen 
die Multiplizitét von J in A die vorstehende um eine Einheit tiber- 
steigt. Der erstere hat auch die Falle bestimmt, in denen sie die 
vorstehende Zahl um zwei Hinheiten tibersteigt, und auberdem ge- 
funden, da8, wenn die gegebenen Flaichen eine Kurve gemeinsam 
haben, die ftir sie der Reihe nach die Multiplizititen 7,, 72, 73, 14 
44* 
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besitzt, diese Kurve fiir die Flache J wenigstens die Multiplizitat 
T, 1%, +1, + 1% — 2 hat. 

Wenn die vier gegebenen Flichen dieselbe Ordnung ” haben, 
so ist J eine Kombinante des durch sie bestimmten Gebiischs 
(co*-fachen linearen Systems). In diesem Fall ist J dann und 
nur dann unbestimmt, wenn das lineare System mit emer linearen 
Kongruenz oder cinem Biischel zusammengesetat ist. Vgl. Bertini, 
Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 10*, 73 (1901), Introduzione, p. 235. 
Uber die Formensysteme, deren Funktionaldeterminante identisch 
verschwindet, vgl. noch O. Téplitz, Diss. Breslau 1905. 

J ist von der Ordnung 4(m — 1) und der Ort der Doppel- 
punkte von Flachen des Gebiischs, ebenso wie der Ort eines Punktes, 
in dem sich die simtlichen Flichen des Gebiischs, die durch ihn 
hindurchgehen, beriihren, endlich auch der Ort eines Punktes, 
dessen Polarebenen fiir alle Flaichen des Gebiischs durch denselben 
Punkt gehen. Der Ort S dieser letzteren Punkte ist die Steinersche 
Fléche des Gebiischs und von der Ordnung 4(m — 1)*. Die Fla- 
chen J und S sind so aufeinander eindeutig bezogen und liefern 
durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine bestimmte 
Strahlenkongruenz. 

Hat das Gebiisch einen s-fachen Basispunkt (s > 1), so hat 
in diesem J mindestens die Multiplizitit 4s — 2: Doehlemann, 
Math. Ann. 41, 568 (1893); A. Levi, a.a.0., S. 226; Gerbaldi, 
a.a.O., 8.159. Hine s-fache Basiskurve des Gebiischs ist wenig- 
stens (4s — 1)-fach fiir J. Vgl. A. Levi, a.a.0., S. 238, der auch 
alle Fille bestimmte, in denen J doppelte oder dreifache Punkte hat. 

Die Jacobische Kurve von fiinf Fldchen der Ordnungen 1,, 
Mz, Nz, M4, Mz, A. h. der Ort eines Punktes, dessen Polarebenen fiir 
jene Flachen durch denselben Punkt gehen, ist von der Ordnung 


MyM, + +++ + myn, —A(m, +--+ +) + 10 
und dem Geschlecht 
E (my ngms +> ++ NgMyig) + 4 (my + +--+ 15) (2, My + +++ + Ny M5) 
— 2(my +--+ 5)? +26 (my + +++ 5) —6 (my 2g +++ + 245) — 49. 
Die Jacobische Punkigruppe von sechs Fldchen der Ordnungen» 


Ny, Nq, 23, M4, Nz, Ng, A. h. die Gruppe der Punkte, deren Polarebenen 
beztiglich jener Flichen durch denselben-Punkt gehen, besteht aus 


Ny NyMz + +++ + my Meng — 4(my My +--+ - + NgM) 


+10(m, +-+++ ,) — 20 
Punkten. 
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Die Kurve, welche den Ort der Beriithrungspunkte von Fli- 
chen zweier allgemeinen Biischel von den Ordnungen »,, », bildet, 
ist von der Ordnung (de Jonquieres, J. de Math.(2)7,411 (1862)) 


3(m,? + mg? + 2) + 4 (1, — 2m, — 2ny) 
und dem Geschlecht 


(m+ Me, — 2) [5 (ry? + 157 + my Mg) — 4(40, + 4m. — 3)] 
SN LS oan 


Die Flaiche, welche den Ort der Beriihrungspunkte von Fla- 
chen eines Biischels von der Ordnung » mit Flichen eines Biindels 
von der Ordnung 7’ bildet, ist von der Ordnung 2” + 3n’ — 4. 

Die Kurve, welche den Ort stationirer Beriihrung von Fla- 
chen eines Biischels von der Ordnung ” mit Flichen eines Biindels 
von der Ordnung w’ bildet, ist von der Ordung 4[3(m-++-n’ —2)?—1]. 

Mineo hat a. a. O. auch die Anzahl der Flichenpaare zweier 
allgemeinen Biischel angegeben, die eine doppelte Bertihrung oder 
stationaére Beriihrung haben. Lo Monaco-Aprile und Aguglia 
geben a. a. O. die Anzahl der Flichen eines Bindels an, die mit 
einer gegebenen Ff’, eine stationaire Bertihrung haben, Bischoff, 
J. f. Math. 61, 369 (1863); Backlund, a. a. 0., p. 39, 41; Se- 
veri, Torino Atti 37, 643 (1902) auBerdem die der Flichen, die 
mit F', eine doppelte Bertthrung haben. Diese Formeln sind als 
besondere Falle in anderen enthalten, die von Zeuthen herriihren 
und die wir in Kap. XXXII, § 1 noch behandeln werden. 


§ 2. Kovariante Gebilde einer Grundflache. Parabolische 
Kurve einer Flache. 


Wenn man voraussetzt, daB ein Fluichengebtisch aus den 
ersten Polaren einer F’, besteht und fiir die das Gebtisch bestim- 
menden Flaichengleichungen f, = 0,..., f, = 0 mithin annimmt 


1 of ih aU CN eas ig 


at ar 02,’ fs TO Oke la = Be,? 


so werden die Flachen J und S kovariante Gebilde der Grund- 
flache F, die durch f = 0 dargestellt wird. In diesem Falle heift 
die Jacobische Fliche die Hessesche Flache der Grundfliche. 
Sie ist auch der Ort der Punkte, deren quadratische Polaren Kegel 
sind, und der Ort der Spitzen dieser Kegel ist die Steinersche 
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Fliche S. Zwei entsprechende Punkte a, y der beiden Flachen 
geniigen den Gleichungen 
of o*f o°f orf = 
08, 0%, w+ 0,0 Hz Ys 7 OL; 02, Ys + OU,0 XL, io 
(ioe 


aus denen durch Elimination der y, oder a, die Gleichungen der 
Hesseschen und der Steinerschen Fliche hervorgehen. Die 
erstere wird 

o*f 


ny 
OL; OX, 


Fir = 3 fallen die Hessesche und die Steinersche Flache 
zusammen,’ 

Die Ordnungen der beiden Flachen und andere auf sie be- 
ziigliche Zahlen hat Zeuthen, Ann. di Mat. (2) 4, 331 (1871) 
abgeleitet, indem er die Charakteristikentheorie auf das System 
der quadratischen Polaren von F’, anwandte. Die Ordnung der 
Hesseschen Fliche war auf derselben Grundlage schon vorher 
bestimmt worden yon Schubert, Zschr. Math. Phys. 15, 126 
(1870). 

Die Gleichung der Hesseschen Fldche ist dann und nur dann 
unbestimmt, wenn F, ein Kegel ist: Hesse, J. f. Math. 42, 117 
(1851), 56, 263 (1859), Abhdign. S. 289, 481; vgl. auch Gor- 
dan und Noether, Math. Ann. 10, 547 (1876). 

In einem s-fachen Punkte A von F,, (s <n) hat die Hessesche 
Fldche wenigstens die Multiplizitat 4s — 6, und der Tangential- 
kegel zerfallt in den Kegel von der Ordnung s, der F’, in A be- 
riihrt, und in einen Kegel von der Ordnung 3(s — 2), welcher der 
Hessesche Kegel des vorhergehenden ist. Die Multiplizitat der Hes- 
seschen Flache in A ist dann und nur dann gréBer, also mindestens 
4s — 5, wenn der Tangentialkegel von F', in A in s Ebenen eines 
Bischels zerfallt. Insbesondere ist eine s-fache Kurve von F,, wenig- 
stens (4s — 5)-fach fiir die Hessesche Fldche, und s von den 
Tangentialebenen der Hesseschen Fliche in einem Punkte der 
Kurve fallen mit den s Ebenen zusammen, die dort F,, beriihren, 
eine s-fache Gerade von F’, dagegen ist mindestens (4s — 4)-fach 
fiir die Hessesche Fliche. Hin s-facher Punkt von F,, fiir den 
der Tangentialkegel sich auf eine s-fach gezihlte Ebene reduziert, 
ist (4s — 4)-fach fiir die Hessesche Fliche. So ist ein unipla- 
narer Punkt und eine Kuspidallinie von F’, vierfach fiir die Hesse- 
sche Flache. 


| a 
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Diese Kigenschaften fand Rohn, Math, Ann. 23, 82 (1884); 
fiir die letzte, welche die Kuspidallinien betrifft, vgl. auch Cayley, 
Quart. J. 12, 197 (1873), Papers IX, 8.93. Siitze ttber die Beriih- 
rungen der Hesseschen Fliche mit den Tangenten von JF’, in 
mehrfachen Punkten hat Segre gegeben, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 
4”, 143 (1895). 

Ist F’, eine abwickelbare Fiche mit der Riickkehrkante y, so 
zerfillt ihre Hessesche Fliche in J”, selbst und eine andere Flache 
von der Ordnung 3n — 8, die Cayley die Prohessiana der ge- 
gebenen Flache genannt hat: sie hat y zur Riickkehrkurve und 
bertibrt F, lings y. Vgl. Cayley, Quart. J. 6, 108 (1864), Pa- 
pers V,5.267; Salmon-Fiedler IJ, 8. 278; Rohn, Math. Ann. 
23, 108 (1884). Die Gleichung der Prohessiana hat Cayley fir 
die abwickelbaren Flichen der Ordnungen 4 und 5 und eine be- 
sondere Fiche 6. Ordnung berechnet. 

Ist A ein parabolischer Punkt von F',, so wird seine qua- 
dratische Polare ein Kegel, der die zugehérige stationiire Ebene 
bertihrt, wobei die Beriihrungslinie die einzige Haupttangente wird, 
die #, in A besitzt; deshalb liegt A auf der Hesseschen Fliche. 
Umgekehrt ist ein einfacher Punkt von F,, der auf der Hes- 
seschen Fliche liegt, ein parabolischer Punkt von F’,. Der Ort 
dieser Punkte ist eine Kurve, welche die parabolische Linie von 
FF, heiBt. Die Fliiche I’, und ihre Hessesche Fliche schneiden 
sich in den mehrfachen Linien von #, und der parabolischen Linie; 
wenn daher die I’, keine mehrfachen Kurven hat, so ist thre para- 
bolische Linie von der Ordnung 4n(m — 2). Dieser Satz stammt 
von Hesse, J. f. Math. 28, 104 (1844), Abhdign. 5. 132. 

Damit die Tangente der parabolischen Linie in einem fiir F’, 
einfachen Punkte A mit der Haupttangente von F’, in A zusammen- 
falle, ist notwendig und hinreichend, daB diese Haupttangente mit 
Ff, in A eine wenigstens vierpunktige Beriihrung hat. Daraus 
folgt, daB, wenn eine Gerade g auf F’, liegt und keinen mehrfachen 
Punkt von F, enthiilt, sie die parabolische Linie bertihrt, wo sie 
sie trifft, d. h. in 2(m — 2) Punkten. Vgl. Salmon, Cambridge 
and Dublin Math. J. 4, 255 (1849); Clebsch, J. f. Math. 58, 
106 (1861); Cremona, Grundztige, 8.143. Hieraus und aus einem 
Satz, der in § 4 angefiihrt werden wird, hat Clebsch a. a. O. ge- 
folgert, daB eine nicht geradlinige F', nicht mehr als n(11n — 24) 
Gerade enthalten kann. Vgl. auch Salmon- Fiedler JJ, 8. 32 
und 634. Fiir n = 3 wird die Grenze erreicht, fiir = 4 ist die 
gréBte Anzahl von Geraden, die wirklich auf den bis jetzt be- 
kannten Flichen enthalten sind, 64. Vgl. F. Schur, Math. Ann. 


686 Kapitel XXXI. Allgemeine Theorie der algebraischen Flachen. 


20, 254 (1882). Nicht geradlinige Flichen, die Gruppen von ge- 
raden Linien enthalten, wurden untersucht von Sturm, Math. 
Ann. 4, 249 (1871); Affolter, ebenda 27, 277 (1886), 29, 1 
(1887) und J. de Vries, Arch. Teyler (2) 8, 235 (1902). 

Wenn hingegen g durch mehrfache Punkte von J’, geht, aber 
selbst als Punktort aufgefaBt eine einfache Linie der Flache ist, 
so trifft eine allgemeine Ebene 2 durch g die Fliche auBerdem in 
einer Kurve von der Ordnung 7 — 1, die g auBer jenen mehrfachen 
Punkten in einer gewissen Anzahl h (kh <  — 1) von einfachen 
Punkten der Fliche schneidet, die sich, wenn man zw um g dreht, 
verindern und die Beriihrungspunkte von zw mit F,, bilden. So ist 
g fiir die Flache, wenn man sie als Achse eines Ebenenbtischels 
auffaBt, h-fach, und sie beriihrt die parabolische Linie in 2(h —1) 
einfachen Punkten von Ff’. 

Wenn eine Ebene die Flache F', in allen Punkten einer Linie 
bertihrt, so liegt diese auf der Hesseschen Flache; ist die Linie 
gerade, so beriihren sich F’, und die Hessesche Fluche lings dieser 
Geraden, deshalb list diese sich zweimal von der parabolischen 
Linie ab: Cayley, Phil. Trans. 159, 208 (1869), Papers VI, 
8. 336; Salmon-Fiedler JJ, 8. 33. Eine Gerade von F,, lings 
der sich die Tangentialebene nicht indert, wurde von Cayley a.a.O., 
S. 205, Papers VI, p. 334, eine Torsallinie genannt. 

Damit ein einfacher Punkt von F’, ein Doppelpunkt der para- 
bolischen Linie wird, ist notwendig und hinreichend, daf fiir die 
Schnittkurve von F’, mit der Tangentialebene in dem Punkte dieser 
ein symmetrischer Selbstberithrungspunkt (wie er sich fiir a = 0 
aus der Gleichung in Bd. II’ 8. 274 oben ergibt) oder ein drei- 
facher Punkt ist. Vgl. Segre, Rom. Accad. Linc. Rend. (5) 6°, 
173 (1897), wo noch ein allgemeinerer Satz gegeben ist. 

Das Verhalten der parabolischen Kurve in einem mehrfachen 
Punkte von 7, wurde fiir viele besondere Fille untersucht von 
Zeuthen, Math. Ann. 9, 321 (1876), 10, 446 (1876); allgemein 
von Rohn, Math. Ann. 23, 82 (1884), der fand, daB in einem 
Punkte A, der fiir F, s-fach ist, die parabolische Linie wenigstens 
die Multiplizitat s (4s — 5) besitet, die zugehirigen Tangenten wer- 
den gebildet von den s (s + 1) Haupttangenten von Fin diesem 
Punkte und den 3s(s — 2) Inflektionslinien des Tangentialkegels 
von Fin A. 

Rohn hat auch die Zweige der parabolischen Linie, die durch 
A hindurchgehen, untersucht und gezeigt, daB, wenn der Tangen- 
tialkegel von F’, in A eine A-fache Erzeugende besitzt, die diese be- 
rithrenden Zweige der parabolischen Linie aus Asuperlinearen Zweigen 
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von der Ordnung 2+ 1 und 24— 4 superlinearen Zweigen von der 
Ordnung 1 bestehen. Wenn der Tangentialkegel von fi nAms 
durch eine Gerade gehende Ebenen zerfillt, so hat der Punkt A fiir 
die parabolische Linie die Multiplizitét 4s(s—1). Es folgt daraus, 
daB eine Linie (auch eine Gerade), die fiir F', s-fach ist, sich we- 
nigstens 4s(s —1)-fach von der parabolischen Linie ablist, eine 
Doppelkurve also mindestens achtmal. 

Hin uniplanarer Punkt ist fiir die parabolische Linie wenigstens 
zehnfach, eine Kuspidallinie list sich wenigstens elffach von der 
parabolischen Linie ab. 

In Verbindung mit der Polarentheorie sind viele Higenschaften 
der Hesseschen Fliche H und der Steinerschen Fliche S einer 
allgemeinen F’, auf geometrischem Wege entwickelt worden von 
Cremona, Grundziige, p. 137ff. und Backlund, Svenska Vet. 
Akad. Handlingar 9? (1871), Nr. 9; auf algebraischem Wege von 
Clebsch, a. a. O, und Vo8, Math. ‘Ann. 27, 357 (1886); dieser 
leitete sie ab aus den Wigenschatten zweier Macnee die durch vier 
biquaternire Gleichungen eindeutig aufeinander Eeogen sind (vgl. 
hiertiber auch Krey, Math. Ann. ‘18, 82 (1881)). 

Die Polarebene eines Punktes von H beziiglich F’, ist die Tan- 
gentialebene von S in dem entsprechenden Punkte. 

Clebsch, J. f. Math. 63, 18 (1864) hat bewiesen, daB die 
Polarebene eines Punktes P von FI’, beztiglich der Flache H mit 
der Tangentialebene von F’, in P diejenige Gerade gemein hat, 
welche die Wendepunkte der Schnittkurve der Tangentialebene 
mit der kubischen Polarfliche von P enthalt. Vgl. auch Sal- 
mon-Fiedler II, 8. 416ff; Backlund, a.a. O. S. 27. 

Die Haupttangenten von J’, in den Punkten der parabolischen 
Kurve bilden eine abwickelbare Fliche, deren Tangentialebenen 
die stationaren Ebenen von Ff’, sind und die der Flaiche S um- 
schrieben ist lings der Kurve von der Ordnung 6n(n — 2)?, die 
in der Korrespondenz zwischen H und S der parabolischen Kurve 
von F, entspricht (Cremona, Grundziige, S. 144). 

Die Hessesche Fliche H besitzt 10 (n—2)* Doppelpunkte; jedem 
von diesen entspricht auf S statt eines Punktes eine Gerade. Die 
quadratische Polare eines solchen Punktes P beziiglich F’, zerfallt 
in zwei Ebenen, die durch die entsprechende Gerade hindurch- 
gehen, und die Polarebene von F berihrt S in allen Punkten dieser 
Geraden. Diese 10(m — 2)* singuliren Ebenen von S sind Pinch- 
Ebenen besonderer Art von S. Vgl. Clebsch, J. f. Math. 59, 
196 (1861); Cremona, Grudn, S. 137—141; Bicklund, 
a.a.O., p. 23 und 62. 
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Abgesehen von diesen 10(7— 2)® Geraden, die jede zweimal 
gezihlt einen Teil der parabolische Kurve von S bilden, enthilt 
S noch eine eigentliche parabolische Kurve Ps von der Ordnung 
o = 6(n — 2)?(83m—T) und dem Rang 


20(nm — 2) (10n? — 48n + 57), 


deren Punkte durch die Higenschaft gekennzeichnet sind, daB jeder 
von ihnen auf der Tangentialebene von H in dem entsprechenden 
Punkte liegt (VoB). 

Die wichtigsten anderen Zahlen fiir S werden in derselben 
Bezeichnung wie im folgenden Paragraphen: 


a = 6(m— 1) (n— 2)*, 

n' = 4(n — 1)? (n — 2), 

b = 2(m — 2)? (n — 8) (4n8 — 20n? + 36n — 45), 
ec = 80(n — 2)? (n — 3), 

o = 10(m — 1) (wm — 2) (8n — 8), 

ce’ = 2(n — 1) (mn — 2) (11m — 24), 

r = 20(n — 2) (6n? — 30n + 37), 

B = 40(m — 2) (6n? — 35n + 50), 

% = 4(n — 1) (n — 2) (7m — 18), 

0 = 4(n — 1) (n — 2) [6(n — 2)! — 25n + 64], 
r’ = A(n — 2) (21m? — 94n + 105), 

B’ = 4(n — 2) (31n? — 142” + 162), 

i =y=j=0, jf =10(n — 2)8 


Sie finden sich bei VoB a. a. 0., »’, b, c, c’, 6, x aber auch 
schon bei Backlund, a. a. O. S. 61ff. 

Die Kurven von H, die der Doppelkurve und der Kuspidal- 
kurve von S entsprechen, sind von den Ordnungen 


4(n — 2) (6n* — 48n5 + 144n® — 217n + 160), 
10(m — 2) (3n — 8); 
vel. Backlund und VoB, a. d. a. O., 8. 64 und S. 391. 
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Jede der 10(n — 2)° Geraden von S trifft Ps in drei (ein- 
fachen) Punkten, berithrt die Kuspidalkurve Ry von S in drei 
Punkten und trifft die Doppelkurve von S in 4(m — 2)* — 10 
einfachen Punkten dieser Kurve (Backlund, S. 63, VoB, S. 388 
und S. 390). 

Die Kurve Ps beriihrt Rs in 20(m — 2) (n — 3) (6n — 13) 
einfachen Punkten dieser Kurve (Vo8). 

Vo8, Math. Ann. 30, 227 (1887), hat auch auf algebraischem 
Wege die Strahlenkongruenz der Ordnung 2(m — 2) (2”?—5n-+ 4) 
und der Klasse 6(m — 2)? untersucht, welche die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte von H und S bilden (fir » = 3 wird 
jedoch die Ordnung 7 und die Klasse 3, wie schon Sturm, Syn- 
thetische Untersuchungen tiber Fldchen 3. Ordnung, Leipzig 1867, 
S.139, 145, und Cremona, Grundziige, 8. 158f., gefunden haben), 
insbesondere hat VoB die Brennflache der Kongruenz und das Ver- 
halten in den Knotenpunkten von H untersucht und die Anzahlen 
der Singularititen der Brennfliiche sowohl direkt wie auch als be- 
sondere Fiille der gleichen Zahlen fiir die Brennfliche der Kon- 
gruenz, welche die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
durch vier biquaternére Gleichungen eindeutig aufeinander be- 
zogenen Flachen bilden, bestimmt. So findet sich fiir die Brenn- 
fliche die Ordnung 

4 (nm — 2) (9n? — 32n + 27), 
die Klasse 
4(nm — 1) (n — 2) (7n — 17), 
der Rang 
A(n — 2) (81m? — 135m + 147), 


und sie besitzt eine Riickkehrkurve von der Ordnung 
A(n — 2)(82n? — 367n + 408). 


Sie beriihrt weiter H lings der Kurve, lings welcher H auch 
von der Salmonschen Fliche ® (§ 4) beriihrt wird, und S lings 
der Kurve, welche der parabolischen Kurve von F’,, entspricht, auBer- 
dem geht sie durch die Knotenpunkte von H und durch die Riick- 
kehrkurve von & hindurch. 
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Es heiBen gewdhnlich alle Singularititen, welche eine durch 
eine allgemeine Punktgleichung dargestellte Fliche darbietet, und 


690 Kapitel XXXI. Allgemeine Theorie der algebraischen Flachen. 


ebenso die, welche eine durch eine allgemeine Tangentialgleichung 
dargestellte Flaiche zeigt. 

Zwischen den Anzahlen dieser Singularititen bestehen Be- 
ziehungen, welche den Pliickerschen Formeln fiir die ebenen 
Kurven (Bd. II, S. 286) analog sind. Die Aufsuchung dieser Be- 
ziehungen, insbesondere des Hinflusses, den die Singularitéten auf 
die Klasse der Fliiche austiben, bildet das sogenannte Problem der 
Reziprokalflichen. Es wurde insbesondere behandelt von Salmon, 
Cambridge and Dublin Math. J. 2, 65 (1847), 4, 188 (1849), 
welcher zuerst die Erniedrigung um 2, 3 und 6 Einheiten be- 
stimmte, die ein gewohnlicher konischer, biplanarer und uniplanarer 
Knotenpunkt in der Klasse der Flache bewirkt, und spater jene 
allgemeinen Beziehungen mitteilte in Dublin Trans. 28, 461 (1859) 
(wiederholt im Treatise on the analytic geometry of three dimensions, 
2. ed., Dublin 1865, p. 450) mit Ausnahme von einer Formel, die 
darauf vonCayley angegeben wurde: Phil. Trans. 159, 201 (1869), 
162, 83 (1872), Papers VI, p. 329, 577, wobei die Theorie durch 
die Betrachtung einzelner auBergewohnlicher Singularititen er- 
weitert wird. Eine weitere Ausdehnung gab ihr Zeuthen, Math. 
Ann. 4, 1, 683 (1871), der Math. Ann. 10, 446 (1876) diese 
Untersuchungen wieder aufgegriffen und vervollstiindigt hat. Vgl. 
Salmon-Fiedler JJ, 8. 649 ff, auBerdem die Zusitze von Cayley 
zu der 4. Auflage (Dublin 1882, S. 592) der englischen Ausgabe 
der angefiihrten Salmonschen Werke (Cayley, Papers VI, 8. 583), 
ferner Cayleys Bemerkungen Papers VJ, 8. 596—601. 

Die Singularitiiten, die Zeuthen den Flichen F von der 
Ordnung » zuschreibt, sind zuniichst eine Doppellinie (Knotenlinie) 
N yon der Ordnung 6, dem Range q, der Klasse s, mit ¢ (gewdhn- 
lichen) dreifachen Punkten und y (gewdhnlichen) Spitzen, und 
eine Kuspidallinie K von der Ordnung c, dem Range 7, der Klasse m, 
mit 6 Spitzen. 

Betrachten wir F als Punktort, so wird die Kurve WN eine 
gewisse Anzahl 7 von Punkten enthalten, fiir welche die beiden 
Tangentialebenen von #’ zusammenfallen und die keine weiteren 
Besonderheiten zeigen. Ein solcher Punkt wurde von Cayley, 
Quart. J. 9,332 (1868), Papers VI, 8.123 als pinch-point (von 
Zeuthen als point-pince) bezeichnet. Die Gerade, die einen all- 
gemeinen Punkt P mit einem pinch-point J verbindet, ist eine 
einfache Seitenlinie des aus P der Fliche F' umschriebenen Kegels, 
oder mit anderen Worten, die pinch-points sind die Schnittpunkte 
von NV mit der Berithrungskurve eines beliebigen der Fliche um- 
schriebenen Kegels. Es gibt deshalb in J unendlich viele Tangen- 
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tialebenen von F’, und diese gehen alle durch eine Gerade hindurch, 
welche die singuldre Tangente in J heiBt. Diese Gerade ebenso wie 
die Tangente von NV in J, aber keine anderen Geraden, haben mit F'in 
J vier zusammenfallende Schnittpunkte gemein. Eine allgemeine 
ebene Schnittkurve, die durch J geht, hat in J eine Spitze erster 
Art, der Schnitt mit einer Ebene durch die Tangente von N hat 
in J eine Spitze zweiter Art, der Schnitt mit der singuliren Ebene 
einen dreifachen Punkt, der Schnitt mit einer allgemeinen Ebene 
durch die singulire Tangente ein Selbstberiihrungspunkt, nur 
zwei besondere Ebenen durch die singulire Tangente liefern eine 
Schnittkurve, die in J eine Spitze zweiter Art hat. 
Die zu dem pinch-point duale Singularitit ist die pinch-plane 
(plan-pince): sie beriihrt F lings einer Geraden (singuliren Ge- 
raden) usw. 

Ebenso enthalt die Kuspidalkurve K eine gewisse Anzahl y von 
sogenannten Close-points ( points-clos), welche die Higenschaft haben, 
da8 in ihnen ein allgemeiner ebener Schnitt durch sie, statt wie die 
anderen Punkte von eine gewohnliche Spitze, einen Selbstberiih- 
rungspunkt besitzt. Auch in einem Close-point A bilden die Tan- 
gentialebenen von F einen Biischel, dessen Achse wieder die singuldre 
Tangente in A heiBt. Die durch sie und die Tangente von K in A 
bestimmte Ebene heiBt die singuldre Tangentialebene und ist der 
Ort der in A an die beiden einander beriihrenden Zweige der ver- 
schiedenen ebenen Schnitte durch A gelegten Tangenten. Die 
Schnitte durch die singuliire Tangente und durch die Tangente 
von K in A haben in A Spitzen zweiter Art, der Schnitt mit der 
singuliren Tangentialebene einen vierfachen Punkt. Eine einzige 
Ebene durch die singuliire Tangente liefert einen Schnitt, der in 
A einen Schmiegungsknoten hat. 

Die dual entsprechende Singularitiit ist die Close-plane (plan- 
clos). 

Zeuthen setzt auBerdem voraus, da8 #’ Doppelpunkte D 
mit einer einzigen (doppelten) Tangentialebene besitzt, die den 
Ort aller F' bei D in vier zusammenfallenden Punkten treffenden 
Geraden bildet und im ibrigen nur einen einzigen Bertihrungs- 
punkt, namlich D, besitzt. Er nennt dabei f undy die Anzahlen der 
Doppelpunkte von NV und A, d und e die Anzahlen ihrer Spitzen 
und i die Anzahl der Schnittpunkte dieser Kurven, die in diese 
Punkte von F’ fallen. Diese singuliren Punkte, die im allgemeinen 
Selbstberiihrungspunkte von F’, d. hb. Beriihrungspunkte zweier 
Mantel der Fliche sind, untersuchte Zeuthen, Math. Ann. 9, 321 
(1876) und wies nach, daB die Tangentialebene in einem solchen 
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Punkte die dual entsprechenden Higenschaften wie der Punkt selbst 
besitzt, daB somit die vorstehenden Zahlen f, g, d, e, i sich selbst 
dual entsprechen. 

Zeuthen hat auch die Zweige der parabolischen Kurve und 
des Ortes der Beriihrungspunkte aller der doppelt beriihrenden 
Ebenen, die durch solche singuliren Punkte hindurchgehen, unter- 
sucht, indem er u. a. bewies, daB in einem einfachen Schnittpunkt 
von N und K die Kurve £& eine einfache Beritihrung mit der pa- 
rabolischen Kurve hat, und daB in einem Doppelpunkte von K 
jeder der beiden Kurvenzweige mit der parabolischen Kurve eine 
Beriihrung 2. Ordnung besitzt. 


SchlieBlich schreibt Zeuthen der Fliche B biplanare Punkte, 
U uniplanare Punkte, O Schmiegungsebenen (Kap. XXX, § 2) zu, 
eine gewisse Anzahl von konischen Punkten und die zu allen vor- 
stehenden dual entsprechenden Singularititen. 


Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: Indem wir den 
aus einem allgemeinen Punkte der Fliche umschriebenen Kegel be- 
trachten, sei a die Ordnung dieses Kegels, 6 die Anzahl seiner 
Doppellinien, x die Anzahl seiner Riickkehrlinien. AuBerdem seien k 
und h die Pliickerschen Zahlen der Doppellinien eines Kegels, 
der N oder K projiziert. Was die konischen Punkte von F' be- 
trifft, so sollen die Tangenten in einem von ihnen einen Kegel von 
der Ordnung u, der Klasse v, mit y + 7 Doppellinien, yon denen y 
Zweige von N beriihren, mit z + € Riickkehrlinien, von denen 2 
Zweige von K beriihren, mit w doppelt beriihrenden Ebenen und v 
stationéren Tangentialebenen bilden. Wir nennen endlich 9 und 6 
die Klassen der von den Tangentialebenen der Fliche F' in den 
Punkten von N und K gebildeten abwickelbaren Flichen. 


Durch dieselben mit Akzenten versehenen Buchstaben sollen 
die Anzahlen der dual entsprechenden Singularitéten bezeichnet 
werden. Setzen wir noch 


y+2n+3t=2 


und nehmen an, da die Zeichen © und +’ Summen bezeichnen, 
die sich auf alle konischen Punkte und dual entsprechend auf 
alle lings einer Kurve beriihrenden Ebenen beziehen, so gelten die 
Formeln: 


a= 6, 
n(n —1)=a+2b+ 8¢, 
a(a—1)=n+ 20 4+ 3x, 
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Cc— x = 3(n—a), 
b(b— 1) — q+ 2h+3 {7 +2'[ (o'—4) +298] +4), 
3(b— gq) =ytd—s+2"[n (or — 4) 4 2n'f — ¥], 
c(e—1)=r+2h+ 3(6 + 20’ + e), 
3(e—r)=B +20 +e—m—JZ, 
a(n — 2) =%—B+o04+ 2642 [x(u— 2) —n—29, 
b(n — 2) =9 +28 4+ 37+ 3t+90'+S[y(u — 2)], 
e(n—2)=264+ 48+ y+ 87 + 16B’ + 120 
+ £[2(u — 2)], 
a(m—2)(m—38) = 2(6 —3U) + 3(ac — 36 —4) 
+-2(ab—29—§) +5 [x(—4u+7)+29+4€], 
b(n —2)(n—8) = 4(bh — 3¢ — f) + ab — 20 —J 
+ 3(be—3B—2y—1)—39 0' +2 [y(—4u+8)] 
— S'(4u’ + 80 +880’ + 67? + 40/8 +126? 
+ 6x’ — 24%), 
e(m — 2) (n— 3) = 6(h — 67’ —12 B — U’—g) + ac—30—y 
4+ 2(be—3B—2y7—1)—300'4+- 2[z(—4 2+ 9)] 
— 25" (0 +4472), 
ot m—r—p—4j—3y —140 — F (2p +a’ + 64 +78) 
=o +m —r— p—4j—38y4—14U—S(Qut+e+674+79, 


auBerdem die Formeln, die sich aus den vorstehenden ergeben, 
wenn man an alie Buchstaben (aufer a, d, ¢, f, g, i) Akzente setzt 
und diese umgekehrt, wo sie stehen, wegliBt, wobei die erste und 
die letzte Formel ungeandert bleiben. 

Die letzte Formel ist der Ausdruck fiir die Tatsache, daB die 
Punkte von K, fiir welche die Tangentialebene mit der Schmie- 
gungsebene zusammenfallt und die deshalb die simtlichen gemein- 
samen Punkte von K und der parabolischen Kurve bilden, die 
Figenschaften haben, die denen der zugehérigen Tangentialebenen 
dual entsprechen. 
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Mit den vorstehenden Zahlen 14Bt sich auch der Ausdruck 
fiir das arithmetische Geschlecht (Fldachengeschlecht) der Fiche bilden. 
Nennen wir es pz, so ergibt sich 


24(p,+1)=c —12a+ 24n4+ 6+ 8r—15¢ +26 
+ 6y +127 +8B+24B' +180 +60" +60 
+ 6g +9e+ 3(3y + 32+ 874 136) + 2(6£). 


Vgl. Cayley, Phil. Trans. 169, 227 (1869), Math. Ann. 3, 526 
(1871), Papers VI, p. 356, VIII, p. 394; Zeuthen, Math. Ann. 
4, 41 (1871), 10, 545 (1876). © 

Die Eigenschaften der obigen singuldéren Punkte hat Zeuthen 
gefunden, indem er die umschriebenen Kegel untersuchte, deren 
Spitzen in den Punkten selbst oder in ihren Tangentialebenen oder 
auf den singuliren Tangenten in ihnen liegen, und er hat so auch 
das Verhalten verschiedener Linien (wie der parabolischen Linie 
von /, der Riickkehrkante der von den stationiiren Tangential- 
ebenen gebildeten abwickelbaren Flache usw.) in diesen Punkten 
bestimmt. 

Wenn die Spitze O des Kegels in einem gewdhnlichen oder 
singuléren Punkt von F' liegt, so setzt der umschriebene Kegel sich 
zusammen aus einem Teil, der die in O beriihrenden Tangenten 
enthalt, und einem Restteil, der die anderswo beriihrenden Tangen- 
ten enthalt. Dieser letzte Teil hei8t der umschriebene Restkegel. 
Wir nennen a@,, ,', 04, %, 04, ¢;/ seme Pliickerschen Charaktere, 
und wollen uns darauf beschrinken, in verschiedenen Fallen die 
Werte von a,, ”,', ¢, anzugeben, da man daraus 0,, *,, b,’ durch 
die Pliickerschen Formeln ableiten kann.  ~ 

Ist O ein gewodhnlicher Punkt von F’, so lést sich die Tan- 
gentialebene zweimal von dem umschriebenen Kegel ab, und man hat 


es Uf, oe fe é ee ff 
a, =a—2,n, =n, =C. 
Ist O ein gewéhnlicher Punkt von N, so hat man 
a 4 re = ip , oa sf 
a=a—4,n =n, ce =C. 
Ist O einer der ¢ dreifachen Punkte von N, so hat man 
fod ee / , , , 
a =a—6,n =n, =—C. 
Ist O ein gewoéhnlicher Punkt von K, so hat man 


ee a , % la 
a =a—3,m% =n, eo =e +1. 
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Ist O eine der y Spitzen von N, so hat man 
a4 =a—5, ui =n, eo = aT 
Ist O ein Pinch-point, so hat man 
a, =a—4, nf =n —2,¢/ =c —6. 


Liegt O auf der singuliren Tangente in einem pinch-point, 
so hat man 


a, =a, nn =n —1, 6 =c¢ —4. 
Ist O ein Close-point, so hat man 
a, =6¢—5) mn =n — 2, ¢ =e — 1h 
Liegt O auf der Tangente in einem close-point: 
a = an, =n —1;, 6 =¢ — 6. 
Ist O einer der B biplanaren Punkte: 
a,—a— 6, nn, =n — 3, ¢, =—¢ — 16, 


Liegt O auf der singuliren Tangente in einem biplanaren 
Punkte: 


Oe , fc ¢ 
a,= 4 mn =n —1,¢, =e —8. 
Ist O einer der U uniplanaren Punkte: 
/ , , 4 
a,=a—6,n =n —6, 4 =c — 24. 


Liegt O auf der singuliiren Tangente in einem uniplanaren 
Punkte: 


a, =a, mn, =n —1, ¢ =e —6. 
Ist O der Beriihrungspunkt einer Schmiegungsebene: 
a =a—3, mn =n, of =c —3. 
Ist O ein konischer Punkt: 
a,=a—2u—2, nf =n — 2v— 38n — 46, 
ef = ¢ — 2u — 3(2u + 2) —10n — 128. 


Fiir eine allgemeine Fldche F von der Ordnung n liefern die 
vorstehenden Formeln, wenn wir nennen: n’ die Klasse, a die Ord- 
nung eines umschriebenen Kegels, 6 die Anzahl seiner Doppel- 
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linien (d. h. die Anzahl der von einem Punkte des Raumes aus- 
gehenden Doppeltangenten von F), % die Anzahl seiner Riick- 
kehrkanten (die Anzahl der von einem Punkte ausgehenden Haupt- 
tangenten), a’ die Klasse einer ebenen Schnittkurve von F’, 0” die 
Anzahl ihrer Doppeltangenten, x’ die Anzahl ihrer Wendetangen- 
ten, b’ die Klasse der von den doppelt beriihrenden Ebenen gebil- 
deten abwickelbaren Fliche, g ihren Rang, y’ die Anzahl ihrer 
stationéren Tangentialebene, o die Ordnung ihrer Berithrungskurve 
mit F, ¢’ die Anzahl ihrer dreifach beriihrenden Ebenen, s’ die 
Geimang ihrer Riickkehrkante, & die Pliickersche ea der 
Doppeltangenten einer ebenen Schnittkurve derselben abwickel- 
baren Flache, c’ die Klasse der von den stationiren Tangential- 
ebenen gebildeten abwickelbaren Fliche, x’ ihren Rang, 6’ die An- 
zahl ihrer stationiren Tangentialebenen, o die Ordnung ihrer Be- 
ruihrungskurve mit F’, d. bh. der parabolischen Kurve von F, m’ 
die Ordnung ihrer Riickkehrkante, h’ die Pliickersche Anzahl der 
Doppeltangenten einer ebenen Schnittkurve derselben abwickel- 
baren Flache, folgende Werte: 


a=a =n(n— 1), 

n =n(n— 1)’, 

6 = $n(m — 1) (n— 2) (wn — 8), 

% = n(n — 1) (m — 2), 

0 = $n(n — 2) (nr? — 9), 

x = 3n(n— 2), 

b' = 4n(m — 1) (n — 2) (ni — n? + n — 12), 

g = n(n — 2) (nm — 8) (n? + 2n — 4), 

s = 4n(n — 2) (5n* — 12n® + 12n? — 221m + 348), 

ki =4n(n— 2) (n — 6n®? + 16n8 — 54n7 + 164° — 288n5 
+ 547n* — 1058n® + 1068n? — 1214” + 1464), 

y’ = 4n (nm — 2) (n — 8) (n? + 38n — 16), 

@ = n(n — 2) (n? — n? + nm — 12), 

= 4n(m — 2) (mn? — 4n8 + Tn? — 45n4 4+ 114n3—111n? 

+ 548n — 960), 
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e = 4n(n — 1) (n— 2), 
r’ = 2n(n — 2) (8n — 4), 
m’ = 4n(n — 2) (7n — 15), 
h’ = 4n(n — 2) (16 nt — 64n5 + 80n? — 108” + 156), 
= 2n(m — 2) (11m — 24), © 
“= 4n(n — 2), 
endlich 
Pa= 4 (m— 1) (nm — 2) (m — 8). 
AuBer in der angefiihrten Arbeit von Salmon, Dublin Trans. 
23, 461 (1859), wurden die Werte a, n’, 0, 0’, y’, ¢, 1’, B’ an- 
gegeben von Schlafli, Quart. J. 2, 62 (1858); die von U, Uv, B’, 
y’ von de Jonquiéres, Nouv. Ann. (2) 3, 5 (1864). Was die 
Anzahlen beziiglich der von den doppeltberiihrenden Hbenen ge- 
bildeten abwickelbaren Fliche betrifft, vgl. auch Bischoff, J. f. 
Math. 5%, 278 (1859). 
Verschiedene Untersuchungen tiber die mehrfachen Punkte 
und Linien einer Flache lieferte Basset, Quart. J. 38, 63, 159 
(1907), 39, 1, 250, 334 (1908), 40, 210 (1909), 41, 21 (1910), 


Rend. Circ. Mat. 26, 329 (1908), vgl. auch A treatise on the 
Geometry of surfaces, Cambridge 1910. 


— 


a 


§ 4. Gerade Linien und Kegelschnitte, die eine Flaéche 
bertihren. — 


Die Beriihrung von geraden Linien mit einer allgemeinen 
F, wurde, besonders nach der abzahlenden Seite hin, auf alge- 
braischem Wege behandelt von Salmon, Cambridge and Dublin 
Math. J. 4, 258 (1849), Quart J. 1, 329 (1857), der die Ord- 
nung des Ortes vierpunktiger Beriithrung und die Anzahlen fiir die 
drei-zweipunktigen und dreifachen Tangenten bestimmte. Mit den 
vierpunktigen Tangenten beschiaftigte sich darauf Clebsch, J. f. 
Math. 58, 93 (1861), 68, 14 (1864), dessen (algebraische) Me- 
thode bei Salmon-Fiedler II, 8. 622 wiedergegeben ist. Viele der 
im vorstehenden angegebenen Zahlen wurden auf geometrischem 
Wege von Sturm, J. f. Math. 72, 350 (1870) abgeleitet. Diese 
und alle anderen abzihlerischen Aufgaben iiber die Tangenten- 
singularititen hat in einheitlicher Weise gelést Schubert, Math. 


45* 
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Ann. 11, 347 (1877), einiges schon vorher Math. Ann. 10, 98 
(1876), alles zusammen vereinigt in Schubert, Kalkiil der ab- 
zdhlenden Geometrie, Leipzig 1879, S. 228; vgl. auch die Bespre- 
chung von Cayley, Quart. J.17, 244 (1881), Papers XJ, p. 281; 
J.de Vries, Amsterdam Verslagen 13, 753 (1905), 14, 50(1905); 
Basset, Quart. J. 42, 225 (1911). 

Es gibt 5n(n — 4) (7m — 12) Tangenten mit fiinfpunktiger 
Beriihrung (Schubert). 

Die vierpunktigen Tangenten bilden eine Regelflache vom Grade 
2n(n — 3)(3n— 2) und ihre Beriihrungspunkte eime Kurve y von 
der Ordnung n(11n — 24), welche der Schnitt von F., mit einer 
Fliche ® von der Ordnung 11 — 24 ist (Salmonscher Satz). 
Von dieser Flache gab Salmon, Quart. J. 1, 336 (1857) und 
darauf in iibersichtlicher Form Clebsch a. a. O. und ohne Be- 
weis Salmon, Phil. Trans. 150, 239 (1860) die Gleichung an, 
auf kiirzerem Wege erhielt dieselbe Gleichung mit Hilfe der sym- 
bolischen Bezeichnung Gordan, Zschr. Math. Phys. 12, 495 
(1867). Die Kurve y beriihrt die parabolische Kurve von F.,, wo 
sie sie trifft, ndmlich in den 2n(n — 2) (11 — 24) paraboli- 
schen Punkten von F,,, die vierpunktige Hawpttangenten besitzen 
(Clebsch). 

Die Fliche ®, welche dreifache Punkte in den 10(m — 2)° 
Doppelpunkten der Hesseschen Fliche H von F, besitzt (§ 2) 
und auBerdem noch fp’ = 4(n — 2) (31n? — 142m + 162) Dop- 
pelpunkte in einfachen Punkten von H (Voss, Math. Ann. 27, 
395 (1886)), beriihrt H lings einer Kurve von der Ordnung 


2(n — 2) (11m — 24), 


dies ist die Kurve, die in der Korrespondenz zwischen der Hesse- 
schen Fliche H und der Steinerschen Flache § der parabolischen 
Kurve Ps von S entspricht (Voss, a. a. 0. 8. 388). 


Es gibt 
2n(n — 4) (n — 5) (n + 6) (8x — 5) 
vierpunktige Tangenten, die F', noch anderswo beriihren, 
$n (nm — 4) (n — 5) (n§ + 8n? + 29n — 60) 
Tangenten, die in zwei Punkten eine dreifache Beriihrung haben, 


n(n — 4) (nm — 5) (wn — 6) (nm + On? + 20n — 60) 
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Tangenten, die eine dreipunktige und zwei zweipunktige Bertihrun- 
‘gen haben, 


ig” (m — 4) (m — 5) (n — 6) (nm — 7) (n® + 6n? + 7m — 30) 


vierfache Tangenten. 

Die dreifach beriihrenden Geraden bilden eine Regelfliche 
vom Grade 4n(m — 3) (m — 4) (wm — 5) (n? + 3n — 2), und ihre 
Bertihrungspunkte eine Kurve von der Ordnung 


4n(m — 2)(n — 4) (m — 5) (n? + 5n + 12). 


Die oben angefiihrte Kurve y besitzt Doppelpunkte in den 
Punkten von F’,, in denen beide Haupttangenten mit F’, eine vier- 
punktige Beritihrung haben, die Anzahl dieser Punkte, die von 
Clebsch, J. f. Math, 63, 261 (1864) nicht richtig angegeben war, 
wurde gefunden von Schubert, Math. Ann. 11, 347 (1877), 
Kalkiil, 8. 246, sie ist 


5n(7n® — 28n 4+ 30). 


Krey, Math. Ann. 15, 211 (1879) hat die Reduktionen 
angegeben, die man in den Schubertschen Formeln anbringen 
mu, wenn man die Flache fF, mit gewohnlichen Singularititen be- 
haftet (§ 3) voraussetzt. Das Resultat, daB die Ordnung m(11—24) 
der Kurve y sich um 226 und 27c¢ Einheiten durch eine Doppel- 
kurve von der Ordnung 0} und eine Kuspidalkurve von der Ord- 
nung ¢ verringert, war schon durch Induktion gefunden worden 
von Cayley, Phil. Trans. 159, 213 (1869), Papers VI, p. 342, 
und bewiesen von Voss, Math. Ann. 9, 483 (1876). 

Mit analogen Untersuchungen tiber bertihrende Kegelschnitte 
hat sich nur Bottasso, Amn. di Mat. (3) 8, 233 (1903) beschaftigt, 
indem er die Anzahlen der Kegelschnitte bestimmte, die mehrere 
gegebene allgemeine Flachen in zwei Punkten beriihren. 


§ 5. Zusammensetzung der singularen Punkte und 
Linien einer Flache. 


Jede algebraische Fliche EF’, die von mehrfachen Bestandteilen 
frei ist, lat sich birational auf eime andere Fldche ® beziehen, die 
keine anderen Singularitdten besitet als eine Knotenlinie, auf dieser 
eine endliche Anzahl von Punkten, die fiir die Limie einfach und 
fiir ® gewohnliche uniplanare Punkte sind (d. h. gewohnliche Spitzen 
fiir die durch sie hindurchgehenden allgemeinen ebenen Schnittkurven), 
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und augerdem eine endliche Anzahl von Punkten, die fiir die Kurve 
dreifache Punkte mit verschiedenen und nicht m emer Ebene lie- 
genden Tangenten sind und auch fur ® dreifach und triplanar 
sind. Diese Beziehung lat sich auch so herstellen, dap den singu- 
laren Punkten von F auf ® nur einfache Punkte entsprechen, mit 
Ausnahme einer endlichen Anzahl von allgemeinen Punkten auf 
mehrfachen Linien von F und einer endlichen Anzahl von Richtungen, 
die von den isolierten mehrfachen Punkten (oder von den Punkten 
der mehrfachen Linien, die eine gripere Singularitat besitzen) 
ausgehen; diesen Punkien und Richtungen kénnen allgemeine Punkte 
der Knotenlinie von ® enitsprechen. 


Zum genaueren Verstiindnis des Wortes allgemein bei diesen 
Ausnahmen mu8 man hinzufiigen, daB die genannten Punkte und 
Richtungen an sich keinen Ausnahmecharakter besitzen, indem 
man es so einrichten kann, daB unter den Ausnahmepunkten nicht 
die Punkte einer willkiirlich auf den mehrfachen Linien yon F' 
festgelegten endlichen Punktgruppe enthalten sind und da8 unter 
den Ausnahmerichtungen sich nicht eine ebenfalls willkiirlich fest- 
gelegte endliche Gruppe von Richtungen, die von den mehrfachen 
Punkten von F’ ausgehen, befindet. 


Der vorstehende Satz erscheint als die natiirliche Erweite- 
rung des Satzes in Bd. II’, S. 291 iiber die ebenen Kurven und 
wurde zum erstenmal direkt ausgesprochen von Noether, Berl. 
Sitzungsber. 1888, 8.123, unmittelbar darauf von del Pezzo, 
Rend. Cire. Mat. 2, 139 (1888), 3, 236 (1889), 6, 139 (1892), 
wenn auch mit nicht ganz vollsténdigen Beweisen (man vgl. die 
Bemerkungen von Segre, Amn. di Mat. (2) 25, 36 (1897) und 
die daraufhin zwischen Segre und del Pezzo entstandene Polemik: 
Segre, Torino Atti 32, 521, 781; 33, 19 (1897); del Pezzo, 
Atti Acc. Pontaniana (2) 2, Nr. 4 u. 10 (1897)). Andere Beitrige 
zur sicheren Begriindung des Satzes verdankt man Segre, a. a. O. 
und Picard und Simart, Théorie des fonctions algébriques de 
deux variables indépendantes I, Paris 1897, p. 71 (den dort ge- 
gebenen Beweis haben die Verfasser selbst im II. Bande, 1906, 
p. 523 fiir unvollsténdig erklart), ferner B. Levi, Ann. di Mat. 
(2) 26, 219 (1897). SchlieBlich wurde ein vollstindiger Beweis 
gegeben von B. Levi, Torino Atti 38, 66 (1897), C. R. 184, 
222 (1902). 


Ks ist noch zu bemerken, daB der Satz gleichbedeutend ist 
mit dem anderen: F' ldpt sich immer birational auf eine Fldche 
in emem linearen Raum von d Dimensionen (d > 5) ohne mehr- 
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fache Punkte beziehen, und zwar so, dap von dieser Fldche im 
Uberraum die Fldche F' selbst eine Projektion ist. 


Aus dem Satze folgt, daB die Umgebung eines beliebigen 
Punktes der Fliche F' sich analytisch darstellen lépt, indem man 
die Koordinaten x,y, 2 threr Punkte durch eine endliche Anzahi 
von Systemen von Potenzreihen ebenso vieler Variablenpaare aus- 
driickt (wobei immer ein bestimmtes System von Potenzreihen fiir 
einen bestimmten Teil der Umgebung des betrachteten Punktes gilt), 
derart, dap die Variabeln selbst rationale Funktionen von den Ko- 
ordinaten der genannten Punkte, d. h. Funktionen des durch die 
Ildiche F bestimmten algebraischen Kérpers sind. 


Fiir diese Reihendarstellung hat einen analytischen Beweis 
gegeben Black, Amer. Acad. Proc. 37, 281 (1902). Uber den 
gleichen Gegenstand s. auch Kobb, J. de Math. (4) 8, 385 (1892), 
Bull. Soc. M. 21, 76 (1898) (und die Kritik von Black, a. a. 0; 
B. Levi, Amn. di Mat. (2) 26, 219 (1897)); Geck, Diss. Tibingen 
1900; H. W. E. Jung, J. f. Math. 183, 289 (1908). 

Der Satz selbst erlaubt auch weiter auszusprechen, da8 die 
ganze Fldche F' sich darstellen lapt, indem man die Koordinaten 
x,y, 2 threr Punkte durch eine endliche Anzahl von Potenzreihen 
ebenso vieler Parameterpaare ausdrickt, die wie oben rationale Funk- 
tionen der Koordinaten x, y, 2 selbst sind. 

Hensel, Acta Math. 23, 339 (1900), Math-Ver. 8, 221 
(1900) hat gezeigt, daB man die ganze durch die Gleichung von F’ 


f(@,y,24) =90 


dargestellte Funktion z durch eine endliche Anzahl yon gebroche- 
nen Potenzreihen von der Form 
1 2 
# = 6(§) + (8) n° + e(E)n>+---, 
1 

wo £= («— 04)", 1 = ¥—Yo(&), ety — const. und yp (8), & (8): - 
ganze Potenzreihen von § sind, darstellen kann, indem man zu dem 
Zweck auf Reihen zuriickgreift, welche die einzelnen Mantel der 
Flache darstellen, die von einer endlichen Anzahl auf der Fliche 
selbst gezogener Kurven (darunter notwendigerweise auch die Ver- 
zweigungskurven von F’) ausgehen. Mit solchen Entwicklungen 
hatte sich schon Halphen, Amn. di Mat. (2) 9, 68 (1878) be- 
schaftigt. Diese Reihen kénnen aber in einer endlichen Anzahl von 
Punkten divergieren, deren Umgebung trotzdem in gleicher Weise, 
wenn auch mit einer gewissen Irregularitiit, durch sie dargestellt 
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wird. Vgl. B. Levi, OC. R. 134, 642 (1902); H. W. E. Jung, 
a.a.O. Uber das Vorstehende vgl. auch Jung, Math-Ver. 18, 
267 (1909). 

Walffing, Diss. Dresden 1896, Zschr. Math. Phys. 42, 14 
(1897), hat auf die Flichen den Begriff des Newtonschen Poly- 
gons ausgedehnt und es angewendet, um die durch Reihenentwick- 
lungen gegebene Darstellung der Schnittkurve zweier Flachen und 
die Konstruktion der ,,Niherungsflichen“ zu erhalten. Vgl. auch 
Pilgrim, Math. naturw. Mitt. (2) 7,19 (1905). Ebenfalls durch 
eine Erweiterung des Newtonschen Polygons hat Dumas, C. R. 
152, 682 (1911), 154, 1495 (1912) ein Element der Flache in 
der Nachbarschaft eines singuliiren Punktes dargestellt. 

Die Zusammensetzung eines singuliren Punktes A einer al- 
gebraischen Fliche F von der Ordnung m 148t sich auf analyti- 
schem Wege entweder direkt durch Betrachtung der sukzessiven 
Differentiale der Koordinaten oder durch die genannten Entwick- 
lungen nach Potenzreihen untersuchen. Zeuthen, Math. Ann. 10, 
446 (1876) und Rohn, Math. Ann. 22, 124 (1883), Leipzig. 
Ber. 36, 1 (1884) greifen auch auf die Betrachtung des der Flache 
von einem Punkte aus umschriebenen Kegels zuriick, indem sie 
die in ihm durch A hervorgerufene Singularitiit untersuchen. 

Noether, Gétt. Nachr. 1871, $8. 267, Math. Ann. 29, 356 
(1887), 33, 551 (1889) und in systematischerer Weise Segre, 
Ann. di Mat. (2) 25, 1 (1897) lésen die Singularitat auf durch 
Anwendung birationaler (Cremonascher) Transformationen des 
Raumes, insbesondere durch eine Folge von quadratischen Trans- 
formationen. Ist A fiir F' s-fach, so wende man z. B. eine qua- 
dratische Transformation an, die zu Grundelementen im ersten 
Raume den Punkt A und einen (eigentlichen oder zerfallenden) 
Kegelschnitt y hat, der nicht durch A geht und in einer Ebene o 
liegt. Es seien 0’ der Punkt und y’ der Kegelschnitt, welche die 
Grundelemente im zweiten Raum bilden, und ’ die Ebene von y’. 
Bei der Transformation entsprechen den zu A in den verschiedenen 
Richtungen unendlich benachbarten Punkten des ersten Raumes 
die Punkte von w’ in kollinearer Weise, so daB auf der Fliche F’ 
von der Ordnung 2” — s, die F' enfspricht, dem Punkte A eine 
ganze Linie a’, die in w liegt und dem Tangentialkegel 4 von F 
in A kollinear verwandt ist, entsprechen wird. Man kann demnach 
sagen, daB, wenn g eine beliebige Seitenlinie des Kegels 4 und A’ 
der ihr entsprechende Punkt von a’ ist, der Punkt A’ von F dem 
Punkte von #’ entspricht, der zu A auf g unendlich benachbart ist. 
Wenn man, wie es erlaubt ist, voraussetzt, da8 g den Kegelschnitt y 
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nicht trifft, so daB A’ nicht auf y’ liegt, und s’ die Multiplizitat 
‘von A’ fiir F’ nennt, so kann man sagen, da s’ die Multiplizitat 
des zu A in der Richtung g unendlich benachbarten Punktes von F’ 
ist. Man findet s’<s und s’=s nur dann, wenn 4 in s (ver- 
schiedene oder nicht verschiedene) Ebenen durch g zerfallt. . 
Fiir jeden der irreduzibeln Bestandteile von 4 (d. h. fiir jede 
der Kurven, aus denen sich die Kurve a zusammensetzt), finden 
wir einen Wert von s’, der einer allgemeinen Lage der Seitenlinie g 
von 4 entspricht (dies ist dann die Multiplizitit des entsprechenden 
Bestandteils der Kurve a auf F’), und konnen noch andere Werte 
von s’ finden, die gréBer sind und besonderen Lagen von g ent- 
sprechen. Insgesamt haben wir eine endliche Anzahl Werte von s’, 
von denen einige zu unendlich vielen Tangenten g, andere zu 
einzelnen besonderen Tangenten gehéren. Wir sagen, daB die zw A 
unendlich benachbarten Punkte von F eine oder mehrere irreduzible 
infinitesimale, zu A unendlich benachbarte Linien bilden, von den- 
selben Ordnungen und mit denselben Multiplizititen, wie sie fiir F’ 
die einzelnen irreduzibeln Bestandteile von a’ besitzen. Auf einer 
beliebigen von diesen Linien mu8 man den allgemeinen Punkten 
dieselbe Singularitit zuschreiben, aber es kénnen auf ihr auch 
Ausnahmepunkte von einer gréSeren Singularitit liegen, die ent- 
weder in einer Erhéhung der Multiplizitait oder in einer Besonder- 
heit der zu den Punkten gehérenden infinitesimalen Umgebung be- 
stehen kann, z. B. in dem Zusammenfallen von Tangentialebenen, 
die flir einen allgemeinen Punkt der Linie verschieden sind. 
Wendet man eine neue quadratische Transformation an, von 
der A’ ein Fundamentalpunkt ist, und fahrt so fort, so gelangt 
man dazu, den Punkt A von F' als zusammengesetzt anzusehen aus 
einem s-fachen Punkte und diesem in den von A ausgehenden Rich- 
tungen unendlich benachbarten Punkten mit den Multiplizitdten 


/ , 
Sivas daa oes 


die eine oder mehrere infinitesimale Linien bilden und von denen 
jeder wieder unendlich benachbarte Punkie von den Multiplizctdten 


S31, Si2,... besitet, die aufs neue eine oder mehrere infinitesimale 
Linien bilden und denen Punkte mit den Multipliaitaten 


wr mnt 
Sikt) Sik2,+-- 
folgen, usw. 
Die Zahlen s, s;, siz, $i 41)... heiBen nach Segre die Kom- 
positionscharaktere des Punktes A von F’. In bezug auf sie bieten 
sich nun zwei grundlegende Fragen dar: 
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1. Es ist kurz vorher gesagt worden, daB zur Auflésung eines 
mehrfachen Punktes die Fliche F’ einer Folge von Cremonaschen, 
z. B. quadratischen, Transformationen unterworfen werden sollte. 
Es entsteht dann naturgemi8 die Frage, ob die erhaltenen Kom- 
positionscharaktere dieselben bleiben fiir einen gegebenen Punkt 
einer gegebenen Fliche, gleichgiiltig wie die Folge der Cremona- 
schen Transformationen (insbesondere der quadratischen Trans- 
formationen), von denen der aufzulésende singulire Punkte einen 
Fundamentalpunkt bildet, gewahlt wird. 

2. Ist fiir jeden mehrfachen Punkt die Folge der mehrfachen 
Punkte, die ihn zusammensetzen, immer endlich, d. h. ist die Zahl 
seiner von 1 verschiedenen Kompositionscharaktere endlich? 

Die beiden Probleme stehen miteinander in Zusammenhang; 
fast alle Autoren, die sich mit dem zweiten Problem beschiftigt 
haben, wurden dazu gefiihrt, sich nicht allein auf die quadratischen 
Transformationen zu beschranken. 

Auf die erste Frage lautet die Antwort bejahend, wenn die 
verwendeten Cremonaschen Transformationen immer die aufzu- 
lésenden singuléren Punkte zu isolierten Fundamentalpurkten be- 
sitzen und auBerdem die Grundelemente der Transformation, die 
durch sie hindurchgehen, in ihnen eine allgemeine Lage beztig- 
lich der Fliche F haben. Die Multiplizitéten der sukzessiven trans- 
formierten Punkte wiirden aber nicht mehr dieselben sein, wenn 
man, statt in die aufzuldsenden Punkte isolierte Fundamental- 
punkte zu legen, durch sie Fundamentallinien der Transformation 
hindurchgehen lieBe, indessen hingen auch in diesem Falle die 
neuen Multiplizitiiten nicht von der besonderen verwendeten Trans- 
formation ab, sondern nur von dem Verhalten der Fundamental- 
linien und der durch diese gehenden Fundamentalflachen beziig- 
lich der infinitesimalen Elemente von F. Vgl. B. Levi, Torino 
Atti 33, 66 (1897), 35, 20 (1899). 

Mit der zweiten Frage hat sich zuerst Kobb, J. de Math. 
(4) 8, 385 (1892) befaBt und darauf mit gréBerer Exaktheit 
B. Levi, Ann. di Mat. (2) 26, 219 (1897), (3) 2, 127 (1899), 
der bewiesen hat, daB, wenn A fiir die Fldche F ein s-facher Punkt 
ist und A’, A”, A’... auf ihn folgende unendlich benachbarte 
Punkte von F und alle diese s-fach sind, diese Folge von Punkten 
sicher endlich ist, wenn die Punkte A’, A”, ... so gewdihit sind, dap 
man, von einem derselben ausgehend, niemals einen unter ihnen 
findet, der einer endlichen oder infinitesimalen s-fachen Linie von F 
angehirt, welche durch den vorhergehenden Punkt hindurchgeht. 
Hingegen kann die Folge unbegrenzt sein, wenn diese Bedingung 
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or 


nicht erfiillt ist, auch wenn man den Fall ausschlieft, wo die 
Punkte A’, A”, ... von einem bestimmten ab einander auf derselben 
endlichen oder infinitesimalén s-fachen Linie von F folgen. 

Diese Tatsache hat zur Folge, daB sich die Auflésung der 
Singularitiiten, die zu den im Anfang ausgesprochenen Sitzen 
fiihrt, nicht mit quadratischen Transformationen allein ausfiihren 
lift, sondern man mu zu diesen auch andere Transformationen 
hinzufiigen, deren Fundamentallinien in die endlichen oder infini- 
tesimalen singularen Linien yon F' zu legen sind. Zu diesem Zweck 
wurden hiufig monoidale Transformationen verwendet (del Pezzo, 
B. Levi, vgl. auch Noether, Segre a. d.a.0.). 


Wie bei den ebenen Kurven geniigen die Charaktere 
' vt 
DaiSes Sens Seats 


nicht, um alle Singularititen zu charakterisieren. Sie geniigen in- 
dessen z. B., um die Multiplizitét des Schnittes von #’ mit einer 
algebraischen Kurve in A auszudriicken (Segre a. a. O.). Diese 
Multiplizitit wird nimlich die Summe der Multiplizitiiten des 
Schnittes von /’ mit den durch A gehenden Zweigen’ der Kurve. 
Hat ein vollstindiger Zweig mit der Fliche auBer dem Punkte A 
die sukzessiven Punkte A’, A”,... gemein und sind die Multi- 
plizititen des Zweiges und der Fliche in A, A’, A”,... der Reihe 
nach v und s, v’ und s;, v” und sjz,..., so wird die gesuchte 
Multiplizitat des Schnittes 


vstoe'’s; tv’ si, +- 


wobei man indes zu beachten hat, daB man zu den Charakteren v 
und s eventuell auch Charaktere rechnen muf, die zum Wert die 
Einheit haben, also nicht mehr zu mehrfachen Punkten gehéren, 
sondern zu einfachen Punkten der Umgebung von A, die eventuell 
dem Zweig und der Flaiche gemeinsam sind. 


Damit die Flache F' mit der Gleichung 
f(a, Y; 2) oa el Crwr Z) + a 


wo f, eine Form yon der Ordnung é in a, y, 2 bedeutet, in unend- 
licher Nachbarschaft des Ursprungs (der s-fach ist) einen s‘-fachen 
Punkt in der Richtung der z-Achse besitzt, ist notwendig und 
hinreichend, daB in Aen Formen /,, f3419--+-fe4s/—-1 alle Glieder 
und y zusammen wenigstens der Reihe nach zu den Ordnungen 
s,s—1,---1 enthalten. 
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Dem Ursprung ist eine (infinitesimale) Doppellinie von der 
Ordnung h benachbart, wenn f, und f,,, von der Form sind 


fee 22 
f,= Peon [Gi = 50, oe 


wo «,, »; Formen von x, y, z, deren Ordnungen den Indizes gleich 
sind, bedeuten. Die Fliche enthalt dann im allgemeinen in unend- 
licher Nachbarschaft von 2h(s — kh + 1) Punkten der genannten 
Linie noch ebensoviel Doppelpunkte (Segre, a. a. O.,p. 13—16). 

In diesem letzten Satz hat man ein erstes Beispiel fiir die 
bemerkenswerte Tatsache (fiir die es bei den Kurven kein Ana- 
logon gibt), daB die sukzessiven Charaktere, welche die Zusammen- 
setzung eines singuléren Punktes einer Flache liefern, nicht von- 
einander unabhingig sind, sondern eine gegebene Zusammenset- 
zung fiir einen allgemeinen Zweig einer auf der Flache gezogenen 
Kurve eine andere kompliziertere Zusammensetzung lings beson- 
derer Zweige zur Folge haben kann. In dem angefiihrten Beispiel 
hat F lings eines allgemeinen vom Ursprung ausgehenden Zweiges 
die Zusammensetzung s, 2, 1 und lings singulirer Zweige, deren 
Existenz in jedem Fall festzustellen ist, die Zusammensetzung s, 2,2. 
Diese Verhaltnisse wurden vollstiindig untersucht fiir die Doppel- 
punkte, worauf wir noch zu sprechen kommen. 

B. Levi, Ann. di Mat. (3) 2, 137 (1899) hat eine analoge 
Tatsache fiir die allgemeinen Punkte der mehrfachen Linien an- 
gegeben. Wenn z. B. A ein allgemeiner Punkt einer s-fachen 
Linie ist, dem eine einfache (infinitesimale) Gerade unendlich be- 
nachbart ist, wodurch lings eines allgemeinen Zweiges durch A 
die Zusammensetzung s,1 wird, und wenn A’ der auf A folgende 
Punkt der s-fachen Linie ist, so wird A’ offenbar s-fach, aber 
auBer ihm ist eine infinitesimale Doppelgerade unendlich benach- 
bart, auf welcher ein Punkt dreifach ist, sobald s > 2, wahrend, 
wenn s = 2, einem Punkte der Geraden noch cin Doppelpunkt 
unendlich benachbart ist (die Zweige durch A, auf denen diese 
sukzessiven Punkte von gréBerer Singularitiit liegen, sind von der 
zweiten Ordnung). 

Die Zusammensetzung der Doppelpunkte wurde untersucht 
von Segre, a.a.0., B. Levi, Torino Atti 40, 1389 (1904); Geck, 
Math. naturw. Mitt. (2) 6, 65 (1904), 7, 1 (1905); Pfeiffer, 
Aiti del IV. Congresso intern. dei Matematict (Roma 1908) IT, 309 
(1909), Bull. de VUniv. de Kief 1909, p. 1, Recueil Mathém. de 
Moscow 27, 228 (1909), von denen die letzten beiden insbesondere 
den Gesichtspunkt der Reihenentwicklung verfolgt haben. 
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Die Verbindung zweier sukzessiver Doppelpunkte (s = 2, s’=2) 
ohne andere Besonderheiten wird durch den biplanaren Punkt ge- 
geben, dessen Achse eine vierpunktige Tangente ist. Im tibrigen 
kann ein biplanarer Punkt aus einer beliebigen Anzahl von Dop- 
pelpunkten zusammengesetzt sein, die sich indessen immer durch 
einen linearen Zweig einer algebraischen Kurve verbinden lassen: 
Rohn, Math. Ann. 22, 124 (1883); Segre, a. a. O., p. 16—17. 

Wenn einem Doppelpunkt in verschiedenen Richtungen zwei 
andere Doppelpunkte unendlich benachbart sind, so ist es im all- 
gemeinen noch ein dritter, und wir erhalten den uniplanaren Punkt. 
Ein uniplanarer Punkt laépt sich demnach ansehen als ein Doppel- 
punkt, dem in verschiedenen Richtungen drei andere Doppelpunkte 
unendlich benachbart sind (s = 2, s,/ = 8, = 8," = 2). 

Hin uniplanarer Doppelpunkt hei8t Knotenpunkt von der k*” 
Art oder Spitze von der k*" Art, je nachdem die allgemeine Schnitt- 
kurve der Flache mit einer durch den Punkt gehenden Ebene in 
ihm einen Knotenpunkt der k**" Art oder eine Spitze der h*™ Art 
(Bd. II’, S. 295) darbietet; fiir / = 2, 3 heiBen die Knoten Be- 
riuhrungsknoten (Tacnodes, Selbstberiihrungspunkte) und Schmiegungs- 
knoten. 

Die Zusammensetzung eines Knotens A von der k**™ Art ist 
folgende: der Doppelpunkt A, auf ihn folgend auf einem allgemeinen 
linearen Zweig k — 1 konsekutive Doppelpunkte, die natiirlich kon- 
sekutiven infinitesimalen Doppelgeraden angehiren, und die alle 
Knoten von den Artenk —1, k—2,...,2,1 sind; auf jedem 
Zweig folgen dann auf den letzten Doppelpunkt zwei infinitesimale 
eimfache Gerade. 

Durch den Punkt A gehen im allgemeinen 2k lineare Zweige 
der Verzweigungskurve der Fldche (d.h. der Beriihrungskurve von F 
mit einem allgemeincen umschriebenen Kegel) hindurch, die 2k Tan- 
genten dieser Zweige bestimmen 2k Richtungen, ldngs welchen auf 
den Punkt A eine Spitee (k — 1)” Art folgt (statt eines Knotens 
(k — 1)* Art, wie es bei den allgemeinen Richtungen der Fall ist). 
Unter den Richtungen, die von diesem Punkte ausgehen, ist noch 
ausgezeichnet die Richtung des genannten Zweiges der Verzweigungs- 
kurve: nimmt man auf diesem Zweige | auf A folgende Punkte, so 


wird der 1 em Knoten von der Art k — du wenn l gerade ist, und 


: : 1+ 1 : - 
eine Spitze von der Art k — — wenn l ungerade ist, insbeson- 


dere folgen auf A, wenn man bestindig dem Zweig der Verewei- 
gungskurve nachgeht, von A aus 2k — 1 Doppelpunkte. 
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Die Zusammensetzung einer Spitze A von der k*" Art ist die 
folgende: der Doppelpunkt A, ihm benachbart auf einem allgemeimen 
linearen Zweig k — 1 konsekutive Doppelpunkte, die natiirlich kon- 
sekutiven infinitesimalen Doppelgeraden angehéren und die alle 
Spitzen von den Artenk—1, k—2,--+,2, 1 sind; auf jedem 
Zweig ist der letzte Doppelpunkt eine gewdhnliche Spitze, und deshalb 
folgt auf thn eine einzige eimfache infinitesimale Gerade. 

Durch den Punkt A gehen im allgemeinen 2k + 1 lineare 
Zweige der Verzweigungskurve der Fldche, die Richtungen threr 
2k + 1 Tangenten sind dabei ausgezeichnet beziiglich der Zusam- 
mensetzung, insofern lings jeder von thnen aut den Punkt A ein 
Knoten von der Art k folgt. Auch fiir diesen Punkt ist die Richtung 
des Zweiges der Verzweigungskurve ausgezeichnet: nimmt man auf 
diesem Zweige | auf A folgende Punkte, so wird der l” eine Spitze 


von der Art k — wenn l gerade ist, und ein Knoten von der Art 
k— — wenn | ungerade ist, insbesondere folgen auf A, wenn 
man bestdndig dem Zweig der Verzweigungskurve nachgeht, 2k Dop- 
pelpunkte. 

Vgl. B. Levi, Zorino Atti 40, 139 (1904); fiir die Knoten 
k = 2,3 und die Spitzen K = 1,2 Segre, a. a. O., p. 12, 17ff. 

So ist z. B. einem auf einer Doppellinie iegenden Pinch-point, 
auper den Punkten dieser Linie ein Doppelpunkt der Fldche wn- 
endlich benachbart in emer Richtung, welche von derjenigen der 
an die Doppellinie gelegten Tangente verschieden ist, ndmlich in der 
Richtung der singuldren Tangente der Fiche. 

Hin gewohnlicher Beriihrungsknoten setzt sich zusammen aus 
emem Doppelpunkt und einer diesem unendlich benachbarten infini- 
tesmalen Doppelgeraden, welche augerdem noch vier newe sukzes- 
sive Doppelpunkte besitet. 

Ein besonderer Fall ist der Close-point auf einer Kuspidal- 
linie; fiir ihn fallen drei der vier singularen Tangenten mit der 
Tangente der Kuspidallinie zusammen, so daB einem solchen Punkte 
auper den Punkten der Kuspidallinie eine infinitesimale Doppel- 
gerade und dann noch, auf diese folgend, ein Doppelpunkt unend- 
lich benachbart ist. 

In den ausgesprochenen allgemeinen Siitzen ist die allgemeine 
Zusammensetzung der uniplanaren Doppelpunkte enthalten; in be- 
sonderen Fallen kann die Zusammensetzung verwickelter sein; vel. 
z. B. fiir die Spitze erster Art Segre a.a.O. S.18f, ftir all- 
gemeinere Falle B. Levi, a.a.0., 8. 156f. Levi zeigt, wie man 
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diese Zusammensetzung berechnen kann, wenn man die Zusammen- 
setzung des Punktes als Punktes der Verzweigungskurve der Fliiche 
kennt, und auBerdem, daB diese letztere Zusammensetzung eine 
beliebige sein kann, vorausgesetzt daB sie einer auf einem linearen 
Mantel der Fliche gezogenen Kurve angehéren kann. 

Levi gibt auch die analytische Form der Gleichung einer 
Flache an, die im Ursprung einen Knoten oder eine Spitze k*? Art 
besitzt; sie lautet 


(2% + yet + 2-2) + e+ ait: 3 = 9, 


wo 7, und w; Formenin x, y, 2 von der Ordnung? sind, von denen Ty 
nicht durch « teilbar ist, und wo uw = 2k fiir einen Knoten und 
w = 2k + 1 fiir eine Spitze zu setzen ist. 

Halphen, Ann. di Mat. (2) 9, 68 (1878) (vgl. auch del 
Pezzo, Rend. Circ. Mat. 6, 139 (1892)) hat auf die Flachen den 
Begriff des Zweiges einer algebraischen Kurve ausgedehnt, indem 
er bewies, daf in der Umgebung jeder algebraischen Kurve Z von F 
die Fliche F selbst eine Gesamtheit von Mdntelzykeln (cycles de 
nappes) ist, von denen jeder die Higenschaft hat, daB ein allgemeiner 
ebener Schnitt eines solchen Zykels in dem Punkt, den er mit LD 
gemein hat, aus einem einzigen Zweig besteht, so daB ein Mintel- 
zykel durch die Bewegung eines ebenen Zweiges erzeugt werden 
kann, dessen Anfangspunkt die Kurve Z beschreibt. Diese Kurve Z 
heiBt die Anfangslinie des Zykels; Ordnung und Klasse des Zykels 
ist die Ordnung und die Klasse des Zweiges, die ein allgemeiner 
ebener Schnitt des Zykels in einem Schnittpunkte mit L besitzt 
(Bd. I’, 8. 293). 

In jedem Punkte von Z haben alle Mintel desselben Zykels 
dieselbe Tangentialebene, die durch die Tangente von LJ hindurch- 
geht. Wenn diese Ebene fiir die verschiedenen Punkte von Z ver- 
schieden ist, so iibersteigt die Klasse des Zykels nicht die Ordnung. 
Hinem Zykel entspricht als korrelatives Gebilde wieder ein Zykel; 
zwei korrelative Zykel haben dieselbe Klasse, mit anderen Worten, 
die Summe der Ordnungen aller Beriihrungen einer Geraden mit 
einer Flache wird durch eine korrelative Transformation nicht ge- 
andert. Wenn hingegen die Tangentialebene lings Z unverinder- 
lich ist, so ist Z eine ebene Kurve, und ihr ist als dual entspre- 
chendes Gebilde ein singulirer Punkt zugeordnet. 

Halphen hat die Beziehungen zwischen zwei korrelativen 
Zykeln naher untersucht. Auf jeden Zykel, dessen Ordnung seiner 
Klasse gleich ist, ist die Theorie der Indikatrix anwendbar, und wenn 
diese nicht fiir jeden Punkt von Z parabolisch ist, so ist zu dem 
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Zykel ein Zykel derselben Ordnung korrelativ. Bei den anderen 
Fallen mu8 man drei Hauptgruppen unterscheiden, je nachdem 
die Tangentialebene in jedem Punkte von LZ diese Kurve oskuliert 
oder nicht, oder Z eine Gerade ist. Besonders einfach ist das Re- 
sultat, zu dem man im letzten Falle gelangt: eim Zykel, dessen 
Anfangslinie eine Gerade ist und dessen Tangentialebene von Punkt 
zu Punkt dieser Geraden wechselt, hat zum korrelativen Gebilde 
einen Zykel von derselben Ordnung. 

Zwischen den Hlementen der verschiedenen singularen Linien 
vou F’, der Ordnung und dem Rang von F besteht eine Beziehung, 
die Halphen gegeben hat und die die Ordnung der parabolischen 
Kurve einer Flache mit beliebigen Singularititen liefert. 

Aus der Arbeit von Halphen geht hervor, daB die Singu- 
laritiit einer Linie von F' in einem allgemeinen Punkte A und da- 
mit die Zusammensetzung dieses Punktes fiir F’ (die wie oben durch 
eine Folge von quadratischen Transformationen festgelegt sei) be- 
stimmt ist, wenn die Zusammensetzung des Punktes fiir die Schnitt- 
kurve von F' mit einer allgemeinen Ebene durch A bekannt ist. 
B. Levi, Ann. di Mat. (2) 26, 245 (1897), (3) 2, 127 (1899) 
hat bewiesen, daB, wenn A fiir F’ s-fach ist und nach A auf der 
allgemeinen ebenen Schnittkurve von F (die durch A hindurchgeht) 
v s-fache Punkte folgen, jede allgemeine Punktfolge yon F’, deren 
erster Punkt A ist, genau vs-fache Punkte enthilt. 

Die Singularitaten, die sich auf eine mehrfache Gerade einer 
Flache beziehen, hat Zeuthen, Math. Ann. 4,1 (1871) geome- 
trisch untersucht. 


Anwendungen auf die Klasse, das Flichengeschlecht 
und das Doppelgeschlecht. 

Die Kenntnis der Zusammensetzung eines singuléren Punktes 
kann dazu dienen, die Erniedrigung zu berechnen, die er in der 
Klasse der Flache F hervorruft. Die Bestimmung der Zahl I im 
Ausdruck J[—2D— Kf des § 7 in Kap. XXX ist eine Aufgabe 
der ebenen Geometrie, die durch die Formel (2) von Noether auf 
S. 298 in Bd. II* gelést wird; zu ihrer Anwendung geniigen die 
terniren quadratischen Transformationen, die in den quaterniren 
Transformationen der Fliche F' enthalten sind. 

Man findet so z. B., daB, wenn F' einen s-fachen Punkt ent- 
halt, dem unendlich viele Doppelpunkte auf den Seitenlinien eines 
Kegels von der Ordnung kh unendlich nahe benachbart sind, die 
Formel gilt (Segre, a. a. O., p. 33): 


I= (s?—s + 2h)(s?—s + 2h —1) +h(s — 2). 


§ 5. Zusammensetzung der singuliren Punkte. Til 


Ein konischer Doppelpunkt erniedrigt die Klasse um zwei Hin- 
heiten. Ein biplanarer Doppelpunkt A, der k sukzessiven Doppel- 
punkten &quivalent ist, erniedrigt die Klasse um 2k oder um 2k + 1 
Einheiten, je echdom der aus einem allgemeinen Punkte O der 
Flache umschriebene Kegel in OA eine Selbstberiihrung oder eine 
Riickkehrkante besitzt: Rohn, Math. Ann. 22, 127 (1883); 
Segre a.a. O., S. 31f. Die Erniedrigung der Klasse betragt we- 
nigstens drei Einheiten, und zwar gerade drei, wenn die singulire 
Tangente in A mit #' nicht eine mehr als dreipunktige Beriih- 
rung hat. 

Ein uniplanarer Doppelpunkt A von der Art, daB die all- 
gemeinen ebenen Schnittkurven, die durch ihn gehen, in ihm einen 
Doppelpunkt haben, der die Klasse der ebenen Kurven um i Hin- 
heiten erniedrigt (wobei ¢ = 2k, wenn A fiir F’ ein Knotenpunkt 
kK Art ist, und i = 2k + 1, wenn A fir F eine Spitze kt? Art 
ist), erniedrigt die Klasse von F' im allgemcinen um i (4 — 1) Ein- 
heiten. Nur wenn unter den 1 singuldren Tangenten (die von der 
Art sind, daf fiir die Schnittkurven, deren Ebene durch eine von 
ihnen hindurchgeht, der Punkt A die Klasse um 7 + 1 Einheiten 
erniedrigt) i’ zusammenfallen, so wird die Erniedrigung der Klasse 
von F gleich i(i — 1) + i —1. Die Erniedrigung betriagt sonach 
2k(2k—1) oder 2k(2k + 1) Hinheiten, je nachdem A ein Knoten- 
punkt oder eine Spitze von der k" Art ist. Im allgemeinen Fall 
eines uniplanaren Doppelpunktes ist die Erniedrigung zunichst 6, 
und 7 oder 8 nur dann, wenn von den drei singuliren (vierpunk- 
tigen) Tangenten nur zwei verschieden sind oder alle zusammen- 
fallen, usw. Vgl. Rohn a.a.0., 8.134; Segre a.a.0., p. 32. 

Ahnlich 1aBt sich die Meee bes pimnen die ams Sin- 
gularitét in den invarianten Charakteren der Fliache hervorruft. 
So erniedrigt ein isolierter s-facher Punkt, dem weder mehrfache 
Punkte noch infinitesimale mehrfache Linien unendlich benachbart 


2) 
sind, das Flichengeschlecht p, um a) : eee) Hinheiten: Noe- 


ther, Gott. Nachr. 1871, 8. 272. 

Allgemeiner wird die Erniedrigung von p,, wenn bei der Zu- 
sammensetzung eines s-fachen Punktes keine mehrfachen infini- 
tesimalen Linien, sondern nur einzelne mehrfache Punkte von den 


Multiplizititen s’,s”,... auftreten, 
s(s— 1)(s—2) s@(@ — 1) (9 — 2) 
6 a3 > 6 


t 
. . / 
Wenn hingegen der s-fache Punkt eine unendlich benachbarte s - 
Pascal, Repertorium. I 2. 2. Aufl. 46 
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fache infinitesimale Linie von der Ordnung h besitzt, so wird die 
Erniedrigung von p, 
i s(s —1)(s—2)+4s'(s’—1)h[6(s—1) —(A—1) (28’—1)]. 
Ein isolierter Beriihrungsknoten, ebenso wie ein isolierter 
Riickkehrpunkt zweiter Art, verringert p, um eine Hinheit, ein iso- 
lierter Schmiegungsknoten um 3 Einheiten. Vgl. iiber alles dies 
Pensa, Ann. di Mat. (3) 6, 249 (1901), der auch fiir einige 
Falle die Erniedrigung berechnet hat, die ein singulaérer Punkt 
in dem Doppelgeschlecht von F hervorruft. 


Kapitel XXXII. 


Allgemeine Theorie der algebraischen Flichen. 
(Besondere Fragen.) 


Von Luigi Berzolari in Pavia, 


§ 1. Algebraische Systeme 
von algebraischen Raumkurven und Fliachen. 


Die Charakteristikentheorie (Bd. I’, S. 289) ist wenigstens 
teilweise auf die algebraischen Systeme von Raumkurven und al- 
gebraischen F lichen ausgedehnt worden. Ist ein algebraisches System 
von oo? Flichen gegeben, so hat de Jonquiéres, OC. R. 58, 567 
(1864), 61, 440 (1865) die Anzahlen w,v,o der Flichen des 
Systems eingeftihrt, die durch einen gegebenen Punkt gehen oder 
eine gegebene Ebene oder eine gegebene Gerade beriihren, und 
hat gefunden, daB in dem System im allgemeinen mo + ru Fla- 
chen existieren, die eine gegebene Kurve von der Ordnung m und 
dem Range y bertihren, und daB es in ihm mv + nu+ ro Fla- 
chen gibt, die eine gegebene Fliche von der Ordnung m, der 
Klasse » und dem Range + berihren. 

Brill, Math. Ann. 8, 534 (1875) hat bewiesen, daB diese 
Satze ausnahmslos giiltig sind, und hat ferner gefunden, daB in 
einem algebraischen System von oo? Raumkurven, von denen uw 
eine gegebene Gerade treffen und 9 eine gegebene Ebene beriihren, 
mo-+ ru Kurven enthalten sind, die eine gegebene Fliche mit 
den Charakteristiken (m, ”, 7) beriihren. 

Sind zwei Systeme von oo? Raumkurven gegeben von der 
Art, daB durch einen gegebenen Punkt a bzw. a’ von ihnen hin- 
durchgehen und b bzw. b’ einen Strahl eines gegebenen Biischels 
bertihren, endlich c baw. ¢’ eine gegebene Ebene in einem Punkte 
einer gegebenen Geraden beriihren, so bilden die Punkte, in denen 
sich zwei Kurven der beiden Systeme beriihren, eine Kurve 
von der Ordnung ab’+ a’'b + aa’+ cc’, und die gemeinsamen 
Tangenten in diesen Punkten bilden eine Regelfliche vom Grade 
ab’+ab+be+ b’c. 

46* 
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Unter den Kurven eines 00°-fachen algebraischen Systems, von 
denen » eine gegebene Gerade und y eine gegebene Ebene in 
einem gegebenen Punkte beriihren, gibt es mp + 17, die eine ge- 
gebene Kurve von der Ordnung m und dem Range 7 beriihren. 


Sind zwei Systeme von co! Flachen gegeben mit den Cha- 
rakteristiken u,v,o und u,v’, so ist die Kurve, auf der die 
Bertihrungspunkte von zwei Flichen der Systeme liegen, von der 
Ordnung wo’ + wo + ur + wy + vy’. 

Betreffs dieser und verwandter Sitze vgl. Schubert, Math. 
Ann. 10, 109 (1876), Gott. Nachr. 1877, 8. 401, Kalkiil, 8. 54, 
55, 296, 297, 301, 302; auBerdem Fouret, C. R. 80, 805 (1875), 
82, 1497 (1876), 84, 436 (1877). Andere Sitze findet man bei 
Halphen, Bull. Soc. M. 5, 10 (1877), 6, 10 (1878). Vgl. auch 
Salmon-Fiedler, IZ, 8.612; R. Sturm, Die Lehre von den 
geom. Verw. IV, Leipzig 1909, 8. 133. Betrefis der Flachen zwei- 
ter Ordnung eines algebraischen Systems, die eine gegebene Kurve 
bertihren, s. Zeuthen, Nowy. Ann. (2) 7, 385 (1868). 


Uber die Verkniipfung dieser Fragen mit der Theorie der al- 
gebraischen partiellen Differentialgleichungen mit zwei unab- 
hangigen Variabeln (vgl. Bd. II?, S. 290) handelnm eine Reihe Ar- 
beiten von Fouret, C. R. 79—86; Loria, Lomb. Ist. Rend. (2) 
44, 643 (1911). 


In einem algebraischen oo” Flaichensystem sei (u”) die An- 
zahl der Flachen, die durch zwei gegebene Punkte gehen, (uv) 
die Anzahl der Flichen, die durch einen gegebenen Punkt gehen 
und eine gegebene Gerade beriihren, [uv] die Anzahl der Flachen, 
die eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkt beriihren, 
B und C die Anzahlen der Flichen, deren Doppelkurve oder Kus- 
pidalkurve durch einen gegebenen Punkt geht, D und E die An- 
zahlen der Flichen, die eine doppelte oder dreipunktige Berth- 
rung mit einer gegebenen Geraden haben. Dieselben Buchstaben 
mit einem Akzent versehen sollen die dual entsprechenden An- 
zahlen bezeichnen, so da8 a’, D’, E’ mit a, D, E zusammenfallen 
und die Symbole v und v’ dieselbe Bedeutung haben. Ist dann eine 
Flaiche F, von der Ordnung m und dem Range a, mit einer Dop- 
pelkurve von der Ordnung 6 und einer Kuspidalkurve von der 
Ordnung ¢ gegeben und wird gesetzt 


2r=8a+e, or = 8a +c, 


so findet Zeuthen, C. R. 89, 899 (1879), daB in dem Systeme 
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(8) +m’ (wu) + BED (08) + al (ur) + an (Wr) 
a2 <— *) (0%) +n B+ nB’ + aD — 3r'[wr] — 3r[yr] 


Flachen enthalten sind, die mit F’, eine doppelte Berthrung haben, 
und 


2r'[uv) + 2r[u'v] +nvC+n0’+ ak, 


die mit F’, eine stationire Beriihrung haben. 

Zeuthen, C. &. 89, 946 (1879) hat auch die Anzahlen der 
Paare von Flaichen zweier algebraischen oo! Systeme bestimmt, 
die sich doppelt oder stationar beriihren. Sei m die Ordnung und a 
der Rang der Flachen eines co’ Systems mit den Charakteristiken 
uw, #,o und seien B und I’ die Ordnungen der von den Doppel- 
kurven und Kuspidalkurven erfiillten Flachen, 4 und E die Ord- 
nungen der von den Doppeltangenten und den Haupttangenten 
gebildeten Komplexe. Dieselben Buchstaben mit Akzenten versehen 
sollen die dual entsprechenden Anzahlen bezeichnen, und wir unter- 
scheiden durch die Indizes 1 und 2 die auf die beiden Systemen 
beztiglichen Anzahlen. Dann sind die beiden obengenannten An- 
zahlen 


My’ My’ fy Hy (2p — 1) (2q" — 1) py by (90 — 1) (72g — 1) py" te 
14 Mg Why” thy” + (yy — 4) thy Og + (24 da — 4) 0; Me 
+ (My — 4) 0; Hg’ + (Ay %y— 4) ty’ Qe + (& — 1) (a — 1) 0:0: 
+ Ay 0g + 4e0: + Byte’ + Bywy + By ty + Be wy 
und 
309 + 380i Me + 30, Me + 3 My es + Eyes + Feo, 
+ Ty by! + Dye + Tyee + Thy - 


S.Kantor, Amer. J. 23, 1 (1901) hat alle Typen bestimmt, 
auf die man durch birationale Transformationen die linearen Sy- 
steme von rationalen Kurven (auch in einem mehrdimensionalen 
Raume) reduzieren kann, d. h. die algebraischen Systeme, bei 
denen durch eine gewisse Anzahl von allgemeinen Punkten eine 
einzige Kurve des Systems geht. Vgl. auch Enriques, Math. Ann. 
49, 20 (1897). 

Die Typen der linearen Systeme von elliptischen Kurven hat 
ebenfalls S. Kantor bestimmt, Amer. J. 24, 205 (1902). 
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Enriques, Ann. di Mat. (3) 20, 109 (1913) hat gefunden, 
daB jede lineare Kongruenz (d. h. oo? System) von rationalen 
Raumkurven aus einem Strahlenbiindel durch eine rationale Trans- 
formation des Raumes (welche im allgemeinen nicht umkehrbar 
ist) erhalten werden kann. 

Godeaux, Nieww Archief voor Wiskunde (2) 10, 28 (1912), 
Rend. Circ. mat. 34, 288 (1912), hat alle Typen der linearen 
Kongruenzen von ebenen Kurven bestimmt, welche eine einzige 
singulire Kurve besitzen. 

Kurvensysteme erster und zweiter Stufe hat R. Sturm, Dfath. 
Ann, 28, 277 (1887) betrachtet bei seinen Untersuchungen tiber 
hohere raumliche Nullsysteme, indem er u. a. zeigte, daB in gedem 
algebraischen System erster Stufe der Biindelgrad (die Ordnung) 
der Tangentenkongruenz das Doppelte von dem Grad des Sehnen- 
komplexes ist. 

Andere Satze iiber Kurven und Fliachensysteme finden sich 
bei Schubert, Kalkiil, 8. 27f., 34f., 254, 305. 


§ 2. Gestaltliche Eigenschaften der Raumkurven 
und Flichen. 


Kine Raumkurve 1aBt sich erzeugen durch die Bewegung eines 
Punktes P auf einer Geraden ¢ (der Tangente), wihrend gleich- 
zeitig ¢ sich um P in einer Ebene w (der Schmiegungsebene) und 
diese Ebene sich um ¢ dreht. Diese Bewegungen lassen sich be- 
ziehen auf einen festen Punkt auf ¢, auf eine feste Gerade in x 
und auf eine Ebene, die durch die augenblickliche Tangente und 
einen im Raum au8erhalb aller Tangenten festgelegten Punkt 
hindurchgeht. 

Der Sinn der drei Bewegungen 148t sich nur in einzelnen 
singularen Lagen der beweglichen Elemente umkehren, welche 
Riickkehrelemente heiSen, und indem man alle Kombinationen 
betrachtet, die in dieser Beziehung das Tripel Pita darbietet, 
muB man acht Fdlle unterscheiden. 

Vgl. hiertiber v. Staudt, Geometrie der Lage, Niirnberg 1847, 
§ 15; Ch. Wiener, Zschr. Math. Phys. 25, 95 (1880), Lehrbuch 
der darstellenden Geometric I, Leipzig 1884, 8. 214; Meder, 
Monatsh. f. Math. 20, 186 (1909). Analytische Kriterien, auch 
in bezug auf die Kriimmung, Torsion, Evolute, Evolvente, Polarfliche, 
die Projektionskurven, die ebenen Schnitte der Tangentenfliche, die 
rektifizierende Fliche usw. findet man bei Méller, Acta Univ. Lund. 
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21,1 (1884); Fine, Amer. J. 8, 156 (1886); Bjérling, Arch. 
Math. Phys. (2) 8, 83 (1889), Bihang Svenska Vet. Akad. Stock- 
holm 15, 1889, Nr. 8; Peano, Torino Atti 26, 299 (1890); 
Kneser, J. f. Math. 118, 89 (1894); Brunn, Math. Ver. 3, 
84 (1894); Staude, Amer. J. 17, 359 (1895); Meder, J. f. 
Math. 116, 50, 247 (1896), 121, 230 (1900), 137, 83 (1909), 
Monatsh. f. Math. 22, 303 (1911); Ramorino, Torino Atti 32, 
471 (1897); Wélffing, Archiv Math. Phys. (2) 15, 146 (1897), 
Math. Naturwiss. Mitt. (2) 5, 70 (1903); Burali-Forti, Torino 
Atti 36, 935 (1901); Mehmke, Zschr. Math. Phys. 49, 62 (1903); 
Biermann, Archiv Math. Phys. (3) 11, 314 (1907); v. Lilien- 
thal, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie I, Leipzig 1908, S. 242. 

Die gestaltlichen Eigenschaften eines nirgends singuliren 
Raumkurvenbogens, der im projektiven Sinne stetig ist, keine 
Doppeltangenten oder doppelten Schmiegungsebenen besitzt, ferner 
in jedem Punkte eine bestimmte Tangente und bestimmte Schmie- 
gungsebene hat, die sich mit dem Punkte stetig indern, sind auf 
synthetischem Wege von Kneser, Math. Ann. 31, 507 (1888), 
34, 204 (1889) naher untersucht worden, insbesondere beziiglich 
der scheinbaren Singularitaten, d. h. der Schmiegungsebenen und 
Sehnen, die sich von einem Punkte P aus an die Raumkurve legen 
lassen (d. h. der Wendepunkte und Doppelpunkte ihrer ebenen 
Projektionen). Die Anzahlen solcher Ebenen und Sehnen kénnen 
nur dann wechseln, wenn P gewisse bestimmte Flichen iiberschreitet, 
so z. B. die von den Tangenten der Kurve gebildete abwickelbare 
Flache. Der ganze Raum wird derart in verschiedene Bereiche 
abgeteilt, fiir deren jeden die angefiihrten Zahlen gleichen Wert 
haben. Kneser hat nun untersucht, wie die Zahlen sich andern, 
wenn P aus einem Bereich in einen anderen tritt, insbesondere fiir 
die Kurven mit nicht mehr als drei scheinbaren Wendepunkten und 
die Kurven auf dem einschaligen Hyperboloid. 

Ein Fldchenmantel ist ein geschlossener (d. h. von keiner Linie 
begrenzter) Flichenteil, der von reellen Punkten gebildet wird und 
im projektiven Sirne zusammenhingt (d.h. derart, daB irgend zwei 
Punkte auf ihm durch einen kontinuierlichen Weg, der auf ihm 
liegt und eventuell die unendlich ferne Ebene durchsetzt, verbunden 
werden kénnen). Der Flichenmantel kann sich demnach auch 
durch das Unendliche hindurch erstrecken, wie es beim zweischa- 
ligen Hyperboloid der Fall ist. 

Wie bei den ebenen Kurven (Bd. II’, 8. 304) heiBt nach 
vy. Staudt, Geom. der Lage, § 12, auch ein geschlossener Raum- 
kurvenzug paar oder wnpaar, je nachdem er yon einer Ebene, die 
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keinen Teil yon ihm enthilt, in einer geraden oder ungeraden An- 
zahl von Punkten geschnitten wird. Ebenso heiBt ein geschlos- 
sener Flichenmantel paar oder wnpaar, je nachdem er von einer 
Geraden, von welcher kein Teil auf ihm liegt, in einer geraden 
oder ungeraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. Ein paarer 
Mantel, der keinen Knoten besitzt und durch eine kontinuierliche 
Transformation sich auf eine Kugel zuriickfiibren l48t, heiBt ein Oval. 

Ein unpaarer Mantel enthalt nicht blo8 unpaare, sondern auch 
paare Kurvenztige. Hingegen scheiden sich die paaren Mantel weiter 
nach Klein, Math. Ann. 6, 578 (1873), in zwei Arten, je nach- 
dem sie auBer paaren auch unpaare Kurvenziige enthalten oder nicht. 
Zeuthen nennt diese zwei Arten Mintel vom Typus der Geraden 
und Méntel vom Typus des Punktes, weil sie.sich bzw. in eine 
Gerade oder einen Punkt transformieren lassen. Rohn sagt da- 
gegen in dem einen Falle, daB der Mantel endlich oder paar, im 
anderen Falle, daB er unendlich oder halbpaar ist. Z. B. enthalt ein 
Mantel, der ganz im Endlichen liegt, keine unpaaren Ziige, und 
wenn ein paarer Mantel einen unpaaren Zug enthalt, so erhalt 
man, indem man ihn mit Manteln, die durch diesen Zug hindurch- 
gehen, schneidet, auf ihm unendlich viele unpaare Ztige. Beispiele 
yon unpaaren Manteln und von paaren Manteln der ersten und 
der zweiten Art sind der Reihe nach die Ebene, das einschalige 
Hyperboloid, das Ellipsoid oder das zweischalige Hyperboloid. 

Ein Mantel und ein Kurvenzug, der nicht auf dem Mantel 
liegt, schneiden sich eine gerade oder ungerade Anzahl Male, je 
nachdem wenigstens einer von beiden paar ist oder beide unpaar sind. 

Zwei unpaare Mintel oder auch ein unpaarer Mantel und ein 
paarer der ersten Art schneiden sich notwendigerweise. Zwei Man- 
tel ohne gemeinsame Teile schneiden sich in einer ungeraden An- 
zahl von unpaaren Kurvenziigen nur dann, wenn sie beide un- 
paar sind. 

Drei Mantel, die keine Linie gemein haben, schneiden sich 
in einer geraden oder ungeraden Anzahl von Punkten, je nachdem 
wenigstens einer von ihnen paar ist oder alle drei unpaar sind. 

Ein Raumkurvenzug hat eine gerade oder ungerade Anzahl 
von Riickkehrpunkten (und dual entsprechend eine gerade oder 
ungerade Anzahl von stationiiren Schmiegungsebenen), je nachdem 
seine Tangentenflache paar oder unpaar ist. Diese Flache hat eine 
gerade oder ungerade Anzahl yon Riickkehrerzeugenden, je nachdem 
der Kurvenzug und die Hiillflache der Schmiegungsebenen beide 
paar oder beide unpaar oder eines paar, das andere unpaar sind. 
Vgl. v. Staudt, a. a. O. Nr. Q11f, 
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Alle diese Siitze haben projektiven Charakter, so da8 fiir sie 
das Prinzip der Dualitiit gilt und das Unendlichferne nur einen 
besonderen Fall bildet. 

Aus dem Satze von Harnack (Bd. II’, S. 304) und dem 
Satz in Kap. XXXVI iiber die irreduzibeln Raumkurven yom hich- 
sten Geschlecht folgt durch Projektion, daB die reellen Ziige einer 
wreduzibeln algebraischen Raumkurve von der Ordnung n hichstens 


f(m~—2)?+1 oder 4(m—1)(mM—3)41 


an Zahl sind, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 


Raumkurven, bei welchen diese Hichstzahl erreicht wird, gibt 
es wirklich fiir jeden Wert von n, sie gehdren emer Fldche gweitter 
Ordnung an und haben keine mehrfachen Punkte. 

Hilbert, Math. Ann. 38, 114 (1891), dem man diese Higen- 
schaften verdankt, hat auch alle Fille bestimmt, die sich in dieser 
Hinsicht bei den Kurven von gegebener Ordnung » mit der Hichst- 
zahl von reellen Ziigen darbieten kénmnen, indem er bewies, daB 
je nachdem 

m=Av, 4v+1, 4v+3, 
héchstens 
2 — Oe dw TD yon 1 


unpaare Zitige existieren, wihrend fiir » = 4» + 2 alle Ziige paar 
sind; eine Ausnahme bilden die Kurven von den Ordnungen 3, 
4, 5, fiir welche die Annahme von bzw. 1, 2, 3 unpaaren Ztigen 
freisteht. Er hat auBerdem bewiesen, daB es immer Kurven von 
der Ordnung » mit der Héchstzahl von reellen Ziigen und einer 
in den angegebenen Grenzen enthaltenen Anzahl] yon unpaaren 
Ziigen gibt. | 

W. Fr. Meyer, Gott. Nachr. 1891, S. 88, Math. Ver. 2, 62 
(1893), Monatsh. f. Math. 4, 229, 331 (1893), Math. Ann. 438, 
286 (1893) hat die Realitiitseigenschaften der algebraischen Raum- 
kurven untersucht und auf sie die Realitaétsgleichung von Klein 
fiir die ebenen Kurven (Bd. II’, S. 302) auszudehnen versucht. 
Es ergibt sich aber nur eine ,,Realitiitskongruenz“ mod 4, und es 
scheint unwahrscheinlich, daB eine allgemeingiltige Gleichung tiber- 
haupt existiert. 

Beispiele von (rationalen) algebraischen Raumkurven mit 
Verschlingungen hat Brill, Math. Ann. 18, 95 (1881) angegeben. 


Uber die Beziehungen der Fragen nach der Gestaltung der 
Flichen zu der Analysis situs und die damit verkniipfte Unter- 
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scheidung der Flachen in einseitige und zweiseitige oder Doppel- 
fltichen (Bd. II, 8. 180) vgl. Klein, Math. Ann. 6, 578 (1873), 
7, 549 (1874), 9, 476 (1876), auBerdem Picard und Simart, 
Th. des fonctions alg. de deux var. indép. I, Kap. Il. 


Was die reellen Punkte betrifft, so besteht eine reelle algebra- 
ische Flache von der Ordnung  auBer eventuellen isolierten Punk- 
ten und isolierten Linien aus einer gewissen Anzahl yon Manteln. 
Setzt man die Fliche als frei von mehrfachen Punkten voraus und 
ist » gerade, so enthalt sie keinen unpaaren Mantel; sie enthilt 
einen und nur einen, wenn ” ungerade ist. Paare Mantel der ersten 
Art existieren nur, und zwar in beliebiger Zahl, fiir gerades n; 
paare Mantel der zweiten Art kénnen in beliebiger Anzahl vorhanden 
sein, gleichgiltig ob m gerade oder ungerade ist. Vgl. Klein, 
Math. Ann. 6, 578 (1873). 


Es fehlt im iibrigen an allgemeinen Untersuchungen itiber 
diesen Gegenstand, z. B. kennt man keinen Satz, der dem Har- 
nackschen Satz analog wire und die Anzahl der Mantel, die im 
Hochstfalle eine reelle Fliche besitzt, bestimmte. Aus diesem Grunde 
haben um so gréBeren Wert die insbesondere auf die Flachen 3. und 
4. Ordnung beziiglichen Resultate, ebenso wie die fiir die ratio- 
nalen Flachen gewonnenen, von denen wir gleich sprechen werden. 


Rohn, Leipz. Ber. 36, 1 (1884) hat die gestaltlichen Ver- 
hiiltnisse einer Fliche in der Umgebung eines mehrfachen Punktes 
untersucht; ferner hat er Math. Ann. 22, 124 (1883) die Falle 
eines biplanaren oder uniplanaren Doppelpunktes betrachtet. Be- 
treffs der biplanaren Punkte vgl. auch Klein, Math. Ann. 6, 551 
(1873), betrefis der uniplanaren B. Levi, Torino Aiti40, 166 (1904). 


Die reellen Punkte einer reellen #’, bilden zwei Bereiche, im 
einen von diesen ist die Kriimmung positiv, im anderen negativ; 
der Ubergang von dem einen Bereich zum anderen tritt ein beim 
Uberschreiten sowohl der parabolischen Kurve als auch der Kuspi- 
dalkurve, bei der letzteren dann, wenn durch den Ubergangspunkt 
ein Zug der parabolischen Kurve geht, ohne daB er eine andere 
Singularitét besitzt. Vgl. Zeuthen, Math. Ann. 10, 458 (1876). 

In gewissen ausgezeichneten Punkten der parabolischen Kurve 
bietet das doppelte System der Haupttangentenkurven ein beson- 
deres Verhalten dar, das von Dyck, Math. Ver. 1, 60 (1892) 
(vgl. auch Miinch. Ber. 21, 23 (1891), 22, 101 (1892)) unter- 
sucht wurde; in geometrischer Hinsicht lassen sich diese singu- 
laren Stellen der Haupttangentenkurven dadurch charakterisieren, 
daB in ihnen die parabolische Kurve einen Wendebertthrungspunkt 
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hat, fiir den die Schmiegungsebene der parabolischen Kurve mit 
der Tangentialebene von F', zusammenfallt. 

Die verschiedenen Typen, welche eine I’, beziiglich der Ge- 
staltung darbieten kann, wurden von Rohn, Die Fldchen vierter 
Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung, Preis- 
schrift der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft Leipzig 1886, 
Auszug Math. Ann. 29, 81 (1887), untersucht mit Hilfe eines ste- 
tigen Deformationsprozesses, durch den man von gewissen Grenzfallen 
zum allgemeinen Fall tibergeht. Ebenso hat er die verschiedenen 
Gestalten der Kummerschen Fliche untersucht, Math. Ann. 18, 
99 (1881), und die des Monoids 4. Ordnung, Math. Ann. 24, 
55 (1884). 

Die Flichen 4, Ordnung mit einem Doppelkegelschnitt hat 
vom Gesichtspunkte der Gestaltung untersucht und eingeteilt 
Zeuthen, Om Flader af fjerde Orden med Dobdbeltkeglesnit, Fest- 
shrift, Kjobenhayn 1879, italienische Ubersetzung von Loria, Amn. 
di Mat, (2) 14, 31 (1886). 

Indem man in der tiblichen Weise sagt, da8 ein Mantel das 
Geschlecht » und die Rangzahl p + 1 besitzt, wenn sich auf ihm p 
und nicht mehr als p getrennte in sich zuriickkehrende Schnitte 
ziehen lassen, die den Mantel nicht zerstiicken, nennt man Rang 
einer algebraischen Flache die Summe der Rangzahlen ihrer Mantel. 
Fir die #, hat Rohn in der angefiihrten Preisschrift gefunden, 
da8 der Rang 12 nicht iibersteigen kann. Hilbert, Gétt. Nachr. 
1909, 5. 308, hat darauf nachgewiesen, da wirklich singulari- 
titenfreie F', mit dem Maximalrang 12 existieren (sie bestehen aus 
zwei Manteln, von denen der eine den Rang 1, der andere den 
Rang 11 hat). 

Klein, Math. Ann. 18, 160 (1881) hat die Existenz einer 
F', bemerkt, die aus neun Minteln besteht, von denen einer ring- 
artigen Tene eaiene aufweist. 

Rohn, Leipz. Ber. 63, 423 (1911), Math. Ann. 73, 177 
(1913) hat gezeigt, daB eine F’, héchstens aus 10 Ovalen bestehen 
kann, und daB so!che Flichen wirklich existieren. 

Torelli, Atti Acc. Napoli (2) 14, Nr. 4 eee) hat durch 
Erweiterung eines von Severi, Jst. Ven. Atti 62? , 863 (1903) 
auf die kubischen Regelflichen angewendeten Verfahrens, mit Hilfe 
der Abbildung auf eine Ebene, die Zusammenhangseigenschaften 
der Monoide untersucht, insbesondere, wie man durch die Ab- 
bildung erkennen kann, ob die Mintel einseitige oder zweiseitige sind. 

Wommossatti, Math. Ann. 73, 1 (1913), Auszug Rom. 
Accad. Linc. Rend. (5) 207, 597 (1911), hat die reellen ratio- 
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nalen Fliachen, insbesondere hinsichtlich ihrer Klassifikation vom 
Standpunkt der reellen birationalen Transformationen, behandelt 
und die Anzahl ihrer Mintel ebenso wie die Verkniipfung dieser 
Anzahl mit der Zeuthen-Segreschen Invariante, ferner die 
(reellen) Moduln einer Klasse von rationalen Flichen, die hin- 
sichtlich reeller birationaler Transformationen aquivalent sind, be- 
stimmt. Ein erstes Kriterium fiir die genannte Klassifikation wird 
durch die Betrachtung der reed/en linearen Kurvensysteme, die auf 
der Fliche liegen, geliefert, da sich ergibt, daB auf ihr immer 
irgend ein reelles lineares System einer der folgenden drei Gat- 
tungen enthalten ist: 1. Biischel von rationalen Kurven, 2. Biindel 
des Grades 2 von elliptischen Kurven, die sich auf ein Biindel von 
ebenen Kurven 3. Ordnung mit sieben Grundpunkten beziehen 
lassen, 3. Komplexe des Grades 4 von Kurven des Geschlechtes 2, 
die sich auf ein System von ebenen Kurven 6. Ordnung mit acht 
doppelten Basispunkten beziehen lassen. 

Commessatti benutzt weiter, daB die Realitit eines algebra- 
ischen Gebildes der Fliche dadurch charakterisiert ist, daB dieses 
Gebilde durch die konjugierte Transformation der Flache (Vertau- 
schung von 7 mit —?) in sich tibergeht. Wenn man von der Fliche 
zur Bildebene tibergeht, so liefert diese Transformation eine in- 
volutorische antibirationale Transformation, d. h. das Produkt einer 
birationalen Transformation mit der konjugierten Transformation 
der Ebene. Commessatti bestimmt so alle irreduzibeln Typen 
mit einer Mindestzahl von Grundpunkten, auf die sich die Trans- 
formationen durch quadratische Transformationen reduzieren lassen, 
indem er eine Hinteilung in fiinf Typen gibt, die viele Analogien 
mit der Hinteilung der involutorischen ebenen birationalen Trans- 
formationen zeigt (Bd. II’, S$. 370). 


Die ebene Abbildung einer reellen rationalen Flache laBt sich 
nicht immer auf reelle Weise erreichen. Enriques, Bologna Acc. 
Rend. (2) 16, 70 (1912) hat den Fall untersucht, in welcnem 
dies eintritt, d. h. in welchem die Fliche sich durch Formeln 


0%; = D:(Yy5 Yo, Ys) é=1, 2, 3,4 


darstellen 1a8t, wobei die m,; Ternirformen mit reellen Koeffizienten 
bedeuten. Eine solche Flache besteht aus einem einzigen Mantel, 
und ihr Geschlecht ist gleich der Anzahl der Basispunkte des 
linearen Kurvensystems 


Ai Pi + Ag Pe + Ag gs + Ao, = 0, 


§ 8. Regelflichen. hao 


vermindert um die Anzahl der ausgezeichneten Fundamental- 
kurven (denen auf der Flache ein Punkt entspricht) und vermehrt 
um eine Hinheit. Wenn die Flache von gerader Ordnung ist, so 
ist eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung dafiir, da8 
sie einseitig ist, die, daB die Summe der Ordnungen aller aus- 
gezeichneten Fundamentalkurven eine gerade Zahl (die Null ein- 
begriffen) ist. 


§ 3. Regelflichen. 


Bei einer nicht abwickelbaren Regelfliche geht die Tangen- 
tialebene in einem ihrer Punkte durch die den Punkt enthaltende 
Erzeugende hindurch und indert sich, wenn der Punkt sich auf 
der Erzeugenden bewegt. Umgekehrt ist jede durch eine Erzeu- 
gende gelegte Ebene eine Tangentialebene der Flache in einem 
Punkte der Erzeugenden. Die Punkte der Erzeugenden bilden so 
eine Punktrethe, die zu dem Biischel der in diesen Punkten beriih- 
renden Tangentialebenen projektiv ist. Dieser Satz, der auch fiir 
nicht algebraische Regelflichen gilt, stammt von Chasles, Corr. 
math. et phys. 11, 50 (1839). 

Hine Regelflache laBt sich deshalb auf zwei verschiedene, 
einander dual entsprechende Arten auffassen, einmal als Ort der 
unendlich vielen Lagen einer Punktreihe, deren Trager die Erzeu- 
genden der Flaiche durchliuft, und das andere Mal als die Hiill- 
fliche der unendlich vielen Lagen eines Ebenenbtischels, dessen 
Achse die Erzeugenden der Fliche durchlauft. 

Ist die Flaiche algebraisch, so ist ihre Ordnung ” gleich ihrer 
Klasse, deswegen sagt man, die Regelfliche sei vom Grade n. 

Die Klasse eines ebenen Schnittes ist gleich der Ordnung des 
der Fliche aus einem Punkte umschriebenen Kegels und heift der 
Rang der Regelfliche. Der Rang ist nichts anderes wie der Grad 
der Flachengleichung in Linienkoordinaten. 

Hine allgemeine Ebene durch eine Erzeugende g schneidet die 
gegebene Fliche J’ noch in einer Kurve von der Ordnung » — 1 
und von den » — 1 Schnittpunkten dieser Kurve mit g ist einer der 
Bertihrungspunkt der Ebene, die anderen sind Doppelpunkte von F, 
d. h. Schnittpunkte von g mit einer anderen Erzeugenden. Der 
Ort dieser Doppelpunkte ist eine Doppelkurve von F, die von 
jeder Erzeugenden in » — 2 Punkten geschnitten wird. Dual ent- 
sprechend bilden die Ebenen, welche diese Paare von Erzeugenden 
enthalten, eine #' doppelt berithrende abwickelbare Fliche, deren 
Klasse der Ordnung der Doppelkurve gleich ist. Diese Satze stam- 
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men von Cayley, Cambr. and Dublin Math. J. 7, 171 (1852), 
Papers IT, p. 33. 

Zwei beliebige ebene Schnitte von F' sind durch die Erzeu- 
genden eindeutig aufeinander bezogen, mithin nach dem Rie- 
mannschen Satze (Bd. II’, S. 297) vom selben Geschlecht p. Die 
Zahl p heiBt das Geschlecht der Regelflache. Sie ist gleich dem 
Flichengeschlecht von F' (S. 694) mit dem entgegengesetzten Vor- 
zeichen genommen: Cayley, Math. Ann. 3, 528 (1871), Papers 
VIII, p. 396. 


Hine Regelfliche kann eine endliche Anzahl von Doppelerzeu- 
genden enthalten (die sich, zweimal gezihlt, von jedem durch sie 
gelegten ebenen Schnitt ablésen); eine solche Erzeugende trifft 
m—A4 andere Erzeugende, und die Treffpunkte sind dreifache 
Punkte von F’. Ist g eine Doppelerzeugende von F’, so besitzt F 
in jedem Punkte A von g zwei Tangentialebenen, die durch g gehen 
und, wenn A auf g wandert, zwei projektive Biischel beschreiben. 
Es gibt demnach zwei Punkte auf g, fiir welche die beiden Tan- 
gentialebenen zusammenfallen. Nur wenn die projektive Beziehung 
die Identitit ist, fallen fiir jeden Punkt von g die beiden Tangential- 
ebenen zusammen; g heiBt dann eine stationdre Erzeugende. 


Es kann auch eine endliche Anzahl Male eintreten, daB die 
projektive Beziehung zwischen den Punkten einer Erzeugenden g 
und den zugehdrigen Tangentialebenen von F' ausartet, d. h. daB 
auf g ein Punkt P liegt, dem alle Ebenen durch g entsprechen, 
und durch g eine Ebene w geht, der alle Punkte von g ent- 
sprechen. Die Linie g ist dann von der Art, daB in allen ihren 
Punkten z die Tangentialebene ist, dual entsprechend beriihrt jede 
Ebene durch g die Fliche in P; g trifft die unendlich benachbarte 
Erzeugende von F’, P ist der Treffpunkt, 7 die Verbindungsebene. 


Nach der Bezeichnung Cayleys (s. S. 686) heiBt eine solche 
Erzeugende eine Yorsallinie von F’, P der Torsalpunkt und a die 
Torsalebene von g. Diese Torsalpunkte sind im allgemeinen die 
einzigen Kuspidalpunkte von F’ und die Torsalebenen die einzigen 
stationiren Tangentialebenen. Die Torsallinien bilden zusammen 
mit den mehrfachen Kurven von F den vollstindigen Schnitt der 
Fliche F mit ihrer Hesseschen Fliche (Salmon-Fiedler II, 
8. 666f.). Uber die singularen Erzeugenden vgl. auch Bjérling, 
Stockholm Ofversigt 1888, p. 587; Zindler, FT icnceonenne mut 
Anwendungen II, Leipzig 1906, g, 41. 


Zu den singuliren Erzeugenden gelangt man auch durch 
folgende Betrachtung: Ist g eine allgemeine Erzeugende von F, 
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so bestimmt sie mit den zwei unendlich benachbarten Erzeugenden 
ein Hyperboloid, dessen g schneidende Erzeugende die Haupttan- 
genten von #’ in den Punkten von g sind. Dieses Hyperboloid 
nennt man das Schmiegungshyperboloid von F lings g, es wurde 
zuerst von Pliicker, Ann. di Mat. (2) 1, 163 (1867), Abh. J, 
8. 579 untersucht; betreffs seiner Gleichung vgl. Voss, Math. 
Amn. 8, 100 (1875); Painvin, Nowv. Ann. (2) 14, 432 (1875). 
Vgl. ferner, auch iiber die projektive Differentialgeometrie der alge- 
braischen und nicht algebraischen Regelflichen Wilczynski, Amer. 
M. Soc. Trans. 2, 343 (1901), 3, 60, 423 (1902), 4, 185 (1903), 
5, 226, 438 (1904), 6, 75 (1905), 9, 293 (1908), Projcktive dif- 
ferential geom. of Curves and ruled Surfaces, Leipzig 1906, 8S. 126 ff. 


Es existieren nun auf #’ Erzeugende von der Art, daB irgend- 
eine g von ihnen die Higenschaft besitzt, daB lings ihr das Schmie- 
gungshyperboloid in zwei Strahlenbtischel zerfallt, von welchen 
einer g enthilt: diese Erzeugende sind eben die Torsallinien. 


Ausnahmsweise kann die Regelfliiche eine Erzeugende g ent- 
halten, derart, daB das Schmiegungshyperboloid lings ihr stationdr 
wird, d.h. auch die drei zu g benachbarten Erzeugenden enthilt, 
so daB die der anderen Regelschar angehérenden Erzeugenden von 
ihm F in den Punkten von g vierpunktig beriihren. Diese Erzeu- 
genden wurden zuerst untersucht von Voss, Math. Ann. 8, 94 
(1875), welcher sie hyperbolische Erzeugende nannte. 


Hine Regelfliche vom Grade » und Range r besitzt 
o = 2(r—n) 


Torsallinien: R. Sturm, Math. Ann. 6, 255 (1873); Schubert, 
ebenda 17, 575 (1880); Severi, Torino Mem. (2) 52, 71 (1902). 
Die Formel selbst fallt unter die Formel (22) bei Schubert, 
Kalkiil 8. 60. 
Wenn F 6 stationére Erzeugende hat, so folgt aus (5) in 
Bd. I, 8. 287 
6 =2n+4(p—1)— 26. 


Enthilt F keine anderen mehrfachen Kurven als eine Dop- 
pelkurve, so hat diese das Geschlecht 


$(n —8)(n— 4) + (2-5) 


und besitzt : 
4(n — 2)(n — 8)(n— 4) —(n— 4) 
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dreifache Punkte (in denen sich je drei Erzeugende von F' be- 
gegnen, die also auch dreifache Punkte fiir F sind). Es folgt daraus 


pSt(n— 2)(n— 3). 


In betreff dieser und anderer Higenschaften der Doppelkurven 
s. Wiman, Acta Math. 19, 63 (1895); in betreff der Anzahl der 
dreifachen Punkte vgl. auch Castelnuovo, Rend. Circ. mat. 3, 
33 (1889). 

Die Beriihrungspunkte der vierpunktig berithrenden Tan- 
genten liegen auf einer Kurve von der Ordnung 


5n + 12(p— 1) — 38. 


Vgl. Voss, Math. Ann. 9, 485f. (1876). 

Plicker, Ann. di Mat. (2) 1, 160 (1867), Abn. I, 8. 576 
hat die Untersuchung der Regelflichen begonnen, welche den voll- 
stindigen Schnitt dreier Strahlenkomplexe von den Graden m,n, p 
bilden, und hat ihren Grad 2mnp bestimmt. Diese Untersuchung 
wurde auf algebraischem Wege fortgefiihrt von Liiroth, J. f. 
Math. 67, 130 (1867) und besonders von Vo8, Math. Ann. 8, 
54 (1875). Die Regelfliiche hat den Rang 


2mnp (m+ n+ p— 2), 
das Geschlecht 
mnp(m+n+p—4)+ 1, 


Amnp(m + n+ p — 8) 


Torsallinien, ferner eine Doppelkurve yon der Ordnung 
mnp[2mnp —(m+n-+ p) +1]. 


Betreffs der Anzahl der Torsallinien vgl. auch Klein, Math. Ann. 
» 5, 292 (1872). 

Kine doppelte Erzeugende erniedrigt den Rang um zwei Ein- 
heiten, das Geschlecht um eine Hinheit, die Anzahl der Torsal- 
linien um vier Einheiten und laBt die Ordnung der Doppelkurve 
ungeaindert (in der Formel (10) auf S. 136 in der Arbeit von 
Liiroth muB das Glied — d gestrichen werden). 

Vo8 hat a.a. O. auch die vierpunktigen Tangenten betrach- 
tet und gefunden, daB sie eine Regelfliche vom Grade 


4mnp[6(m + n + p) — 19] 


und besitzt 
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bilden, wihrend ihre Beriihrungspunkte auf einer Kurve von der 
Ordnung 


2mnp [6(m + n+p) — 19] 


liegen, welche in 
Smnp[3(m +n + p) — 10] 
Punkten von einer Erzeugenden der Fliche beriihrt wird. 


Kénigs, C. RF. 106, 51 (1888) hat in explizierter Form 
alle algebraischen und nicht algebraischen Regelflichen bestimmt, 
deren Haupttangentenkurven algebraisch sind. 


Ein besonderes Interesse haben die Regelflichen, deren Er- 
zeugende in einem linearen Strahlenkomplex enthalten sind, ins- 
besondere in bezug auf ihre Haupttangentenkurven. Man verdankt 
Lie, Math. Ann. 5, 179 (1872) den allgemeinen Satz, daB auf 
jeder Regelfldche, die in einem linearen Strahlenkomplex enthalten 
ist, eine Hauptitangentenkurve liegt, deren Tangenten dem Kom- 
plex angehoren und die immer ohne eine Integration gefunden 
werden kann. Einen geometrischen Beweis dafiir hat Klein, Math. 
Ann. 5, 274 (1872) geliefert; vgl. auch Rosati, Rend. Circ. 
mat. 35, 343 (1913). Da nach Clebsch, J. f. Math. 68, 151 
(1868), wenn auf einer Regelfliche eine von den Erzeugenden ver- 
schiedene Haupttangentenkurve bekannt ist, die Bestimmung aller 
anderen sich auf eine Quadratur zuriickfiihren laiBt, folgt aus dem 
Lieschen Satz, daB fiir die einem linearen Strahlenkomplex an- 
gehérenden Regelflachen die Aufsuchung der Haupttangentenkurven 
von einer Quadratur abhingt. Vgl. dariiber auch Picard, Amn. 
éc. norm. (2) 6, 346 (1877), C. &. 84, 229 (1877). 

Wenn demnach eine algebraische Regelfldche eimem linearen 
Komplex angehirt, so enthdlt sie immer cine algebraische Haupt- 
tangentenkurve, die sich auf folgende Weise konstruieren laBt: die 
Haupttangenten der Fliche, die dem linearen Komplex angehGren, 
-bilden eine abwickelbare Fliche, und deren Riickkehrkante ist die 
gesuchte Haupttangentenkurve. Ist die Regelfliiche von der Ord- 
nung 7, hat sie eine Doppelkurve von der Ordnung b, d doppelte 
und @ stationire Erzeugende, so daB ihr Geschlecht 


p=4t(m—1)(m—2)—d—-bd—-8 


ist, dann wird die algebraische Haupttangentenkurve von der Ord- 
nung und Klasse 
n(n —1)— 2b— 2d — 38, 
von dem Range 
Pascal, Repertorium II. 2. 2, Aufl. 47 
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6n(n — 2) — 12b — 12d — 168, 
von dem Geschlecht 
4p +n —O—83, 


mit 28p + 10n — 86 — 28 stationiiren Tangenten, und es exi- 
stieren 8(7 — 3) + 6(4p — @) Erzeugende, welche die Kurve der 
vierpunktigen Beriihrungen tangieren. 

Vgl. dariiber Voss, Math. Ann. 8, 77 (1875), der auch die 
Regelflichen mit einer oder zwei (getrennten oder zusammenfal- 
lenden) geraden Leitlinien und die Regelflachen vom Geschlecht 
Null behandelt hat. Uber die Regelflichen mit zwei zusammen- 
fallenden geraden Leitlinien vgl. auch Cremona, Lomb. Ist. Rend. 
(2) 1, 109 (1868). 

Aus dem Lieschen Satz folet, da8 auf einer algebraischen 
Regelfliche mit zwei geraden Leitlinien alle asymptotischen Kurven 
algebraisch sind. Vgl. dariiber auch Picard, a. a. O.; Halphen, 
Bull. Soc. Math. 5, 134 (1877); Bioche, ebenda 19, 39 (1891); 
Mohrmann, Math. Ann. 73, 571 (19138). 

Damit fiir eine Regelfliiche eine reziproke Transformation 
existiert, welche jede Erzeugende in sich selbst transformiert, ist 
notwendig und hinreichend, da die Regelfliche einem nicht spe- 
ziellen linearen Strahlenkomplexe angehért. Vgl. Wilczynski, 
Math. Ann. 58, 249, 584 (1904), Amer. M. Soc. Bull. (2) 11, 8 
(1904); Sisam, Amer. M. Soc. Bull. (2) 10, 440 (1904). 

Eine Regelflaiche vom Geschlecht Null und dem Grad hat 
im allgemeinen den Rang 2(n — 1), eine Doppelkurve von der 
Ordnung $(” — 1)(m — 2), welche von 2(m— 2) (m — 8) Er- 
zeugenden berithrt wird, sie besitzt auBerdem 


4(m — 2)(m — 8) (mn — 4) 


dreifach bertihrende Ebenen und ebenso viele dreifache Punkte, 
endlich 2(# — 2) singulire Erzeugende. Die Ordnung der von den 
vierpunktigen Tangenten gebildeten Regelflache ist 8(2 — 3), ihr 
Geschlecht 4m — 13; die Kurve der vierpunktigen Beriihrungen — 
ist von der Ordnung 5” — 12 und beriihrt 8(m — 3) Erzeugende; 
es gibt endlich 10(m — 4) Tangenten mit fiinfpunktiger Beriibrung, | 
Wenn eine Regelfliche vom Geschlecht Null in einem linearen | 
Komplex enthalten ist, so ist ihre algebraische Haupttangenten-— 
kurve im allgemeinen hyperelliptisch: VoB, a. a. O., S. 110. 
Uber die Haupttangentenkurven der Regelflachen, insbeson- 
| 
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dere der in einem linearen Komplexe enthaltenen Regelflichen vom 
Geschlecht Null, s. noch Vo8B, Math. Ann. 12, 485 (1877). 

Cremona, Ann. di Mat. (2) 1, 248 (1868) hatte schon die 
Regelflichen vom Geschlecht Null und der Ordnung m + m mit 
zwei geradlinigen Leitlinien, einer m-fachen und einer »-fachen, 
untersucht und durch direkte Integration den algebraischen Cha- 
rakter ihrer Haupttangentenkurven nachgewiesen. Vgl. auch Pit- 
tarelli, Rom. Acc. Line. Rend. (4) 71, 391, 452 (1891), (5) 3%, 
111, 148, 229, 264 (1894). 

Uber die Knotenkurve einer rationalen Regelfliiche vgl. auch 
Sisam, Amer. J. 28, 43 (1906). 

Die Regelflichen yom Grade m mit einer (m — 1)-fachen Ge- 
raden wurden, insbesondere beziiglich ihrer Abbildung auf eine 
Ebene, untersucht von Noether, Math. Ann. 3, 194 (1871). 

Die Abbildungsaufgabe wurde allgemein fiir die rationalen 
Regelfliichen behandelt von Armenante, Amn. di Mat. (2) 4, 50 
(1870) und vollstiindiger von Clebsch, Math. Ann. 5, 1 (1872), 
der ihre Hinteilung in Gruppen je nach der Minimalordnung der 
auf ihnen enthaltenen Lettkurven (die alle Erzeugenden schneiden) 
durchgefiihrt hat. Mit Hilfe der Projektion aus héheren Riumen 
wurden sie untersucht von Veronese, Math. Ann.19, 224 (1882) 
und Segre, Torino Atti 19, 355 (1884), der so u.a. auf geo- 
metrischem Wege alle Resultate wiedergewann, die Clebsch auf 
analytischem Wege gefunden hatte. 

Analoge Untersuchungen hat Segre fiir die elliptischen 
Regelflachen (in einem Raum von beliebiger Dimensionenzahl) an- 
gestellt, Torino Atti 21, 868 (1886), ebenso fiir die Regelflichen 
von beliebigem Geschlecht, Math. Ann. 30, 203 (1887), 34, 1 
(1889), indem er die Unterscheidung in verschiedene Typen, die 
Leitkurven von niedrigster Ordnung und einzelne Spezialfalle, 
z. B. die Kegel, untersuchte. 

Wir wollen noch den Ausdruck fiir das Geschlecht einer Raum- 
kurve angeben, die auf einer algebraischen Regelfliche (insbesondere 
einem algebraischen Kegel) verlduft. Hine irreduzible Kurve von 
der Ordnung m und dem Geschlecht p verlaufe auf einer Regel- 
fliche vom Grade » und dem Geschlecht 2, sie sei fiir die Regel- 
fliche s-fach und treffe jede Erzeugende in & Punkten. Wenn wir 
auBerdem y die Anzahl der die Kurve beriihrenden Erzeugenden 
nennen und » die Anzahl der Kurvenpunkte, von denen je zwei 
zusammenfallende Erzeugende ausgehen, so finden wir nach dem 
Korrespondenzprinzip und der Zeuthenschen Formel (Bd. Il’, 


8. 343f). | 
AT® 
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y = 2ms(k—1) —k(k—1)n, 
n—y = 2k(a — 1) — 2s(p—1). 
Fiir s = 1 wird 7 = 0, setzen wir dies ein und eliminieren y, 
so ergibt sich 


bot Ke) eee 


welche Formel man Segre verdankt: Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 
3”, 3 (1887), Math. Ann. 34, 2 (1889). Severi, Torino Mem. 
(2) 54, 23 (1903) hat gezeigt, wie sie sich aus dem Basissatz 
fiir die Regelfliichen ableiten laBt. 


Ist die Regelfliche ein Kegel, so gilt die Formel noch, wenn 
man unter k die Anzahl der verinderlichen Schnittpunkte der 
Kurve mit den Erzeugenden versteht, so daB die Kegelspitze fiir 
die Kurve die Multiplizitiit m — nk besitzt. Setzt man m—nk=r, 
so ergibt sich so, da8 eine auf einem Kegel von der Ordnung 7 
und dem Geschlechte w verlaufende Kurve, die x-mal durch die 
Kegelspitze geht und auBerdem jede Erzeugende in & Punkten 
trifft (also die Ordnung mk + r hat), von dem Geschlecht 


p = +(k—1)@—1)+hkx 


ist. Diese Formel rihrt her von R. Sturm, Math. Ann. 19, 487 
(1882). 

Hat man auf einer irreduzibeln Regelfliche vom Grade » zwei 
irreduzible Kurven O,, C,, fiir welche die genannten Anzahlen 
m,s,k die Werte m,, s,,k, und mg, s., ky haben, so ist die An- 
zahl der gemeinsamen Punkte von C,, C, 


My 8; ky + My Sk, — nk ky. 


Vgl. Segre, Rom. Acc. Lincei Rend. (4) 37, 3 (1887); B. Levi, 
Torino Atti 34, 745 (1899); Severi, a.a. 0. 


§ 4. Metrische Higenschaften von Raumkurven 
und Flachen. 


Die unendlich fernen Punkte einer algebraischen Raumkurve 
oder Flache lassen sich auf ihnliche Weise behandeln, wie es fir 
die ebenen algebraischen Kurven in Bd. II’, §. 428 geschehen ist. 
Vgl. insbesondere fiir die Flachen Painvin, J. f. Math. 65, 112, 
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198 (1866); Biehler, Nowe. Ann. (3) 8, 536 (1889), von denen 
der erste auch die Asymptotenfldche der gegebenen Fliche, d. h. 
die ihr lings ihrer Schnittkurve mit der unendlich fernen Ebene um- 
schriebene abwickelbare Flache, untersucht hat. 


Verschiedene metrische Higenschaften einer Raumkurve oder 
Flache lassen sich wie bei den ebenen Kurven (Bd. II’, S. 432) 
aus der Polarentheorie herleiten. So die zu den Sitzen von Chas- 
les, Liouville u. a. analogen Theoreme, die sich insbesondere 
auf die Zentren der mittleren Entfernungen gewisser Punktgruppen 
beziehen; hiermit haben sich beschaftigt Chasles, Corr. math. et 
phys. 6, 1, 81 (1830); Poncelet, Zraité des propriétés projec- 
tives des figures II (1830—31), p. 273ff. (1866); Liouville, 
J. de Math. (1) 6, 345 (1841); Backlund, Lund. Arsskr. 8 
(1871); Fouret, Nouv. Ann. (3) 9, 258 (1890); Michel, Ann. 
éc. norm. (3) 18, 121 (1901); Stuyvaert, Belgique Bull. 1908, 
8. 662. Es ergibt sich z. B. (Chasles, Poncelet), daB das Zen- 
trum der mitileren Entfernungen aller Beriihrungspunkte einer ge- 
gebenen algebraischen Fldche F' mit den zu einer gegebenen Ebene 
parallelen Tangentialebenen dasselbe ist, wie auch jene Ebene ge- 
wahit wird; dieser Punkt ist der Pol der unendlich fernen Ebene 
beziiglich der als Hiillfliche aufgefapten Fldche F und heiBt der 
Mittelpunkt von F. Uber diesen Satz vgl. auch d’Ocagne, Bull. 
Soc. Math. 18, 108 (1890). 

H. GraBmann, J. f. Math. 25,67 (1842), Werke II’, 8. 42; 
C. Neumann, Ann. di Mat. (2) 1, 283 (1867), Zschr. Math. 
Phys. 12, 425 (1867) haben weiter gefunden, daB dieser Punkt 
mit dem von Steiner, J. f. Math. 21, 33 (1840), Werke IJ, 
S. 97 als Kriimmungsschwerpunkt der Grundfliche F' bezeichneten 
Punkt zusammenfallt, d. h. mit dem Schwerpunkt von F’, wenn 
man sich diese Fliche mit einem Massenbelag, dessen Dichtigkeit 
dem Produkt der Hauptkriimmungsradien proportional ist, bedeckt 
denkt. 

Analog ist (Chasles, Poncelet) das Zentrum der mitileren 
Entfernungen aller Punkte einer algebraischen Raumkurve, in denen 
die Tangente einer gegebenen Ebene parallel ist, em fester, von der 
betrachteten Ebene unabhingiger Punkt. 

Ein anderer Satz sagt aus, daB, wenn eine algebraische Raum- 
kurve von einer Reihe paralleler Ebenen geschnitten wird, die Zen- 
tren der mittleren Entfernungen fiir die Schnittpunkte auf einer be- 
stimmten Geraden legen. 

Es ergibt sich auch: das Zentrum der mittleren Entfernungen 
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aller Schnittpunkte dreier algebraischer Flachen fallt mit dem Zen- 
trum der Punkte, in denen eine beliebige dieser Flachen von den 
gemeinsamen geraden Asymptoten der anderen beiden Fldchen ge- 
troffen wird, zusammen (Liouville). 

G. Humbert, J. de Math. (5) 1, 181 (1895) hat gezeigt, 
daB auf einer algebraischen Raumkurve sich immer auf unendlich 
viele Arten eine gewisse Anzahl von Bégen bestimmen 1aBt, deren 
algebraische Summe sich durch rationale Funktionen darstellen 1aBt. 
Es ergibt sich z. B., daB, wenn man an eine algebraische Raum- 
kurve mit beliebigen Singularititen, die aber die unendlich ferne 
Ebene nicht beriihrt, alle Tangenten zieht, die mit einer festen 
Geraden einen gegebenen Winkel bilden, und dann den Winkel 
sich verindern lift, die algebraische Summe der von den Bertih- 
rungspunkten durchlaufenen Bogen in jedem Augenblick gleich 
Null ist. Ahnliche Sitze ergeben sich, wenn man die Normalebenen 
der Kurve betrachtet, die eine Kugel berihren. 

Schubert, Kalkiil, 8. 298, findet, daB, wenn zwei Flachen 
von den Ordnungen m, ’ und den Rangen r, 7’ gegeben sind, auf 
ihrer Schnittkurve m1’ + n’r Punkte existieren, in denen die beiden 
Flachen sich rechtwinklig schneiden. 

Cremona, Bologna Mem. (3) 1, 49 (1870) hat die Diffe- 
rentialgleichungen der isotropen Linien, der Kriimmungslinien und 
der Haupttangentenkurven aller auf eine Ebene abbildbaren al- 
gebraischen Flaichen bestimmt und untersucht. 

Laisant, Bull. Soc. Math. 18, 141 (1890) hat gefunden, 
da die Punkte, fiir welche die Quadratensumme der von ihnen 
auf eine algebraische Fliche gefallten Lote konstant ist, auf einer 
Flache 2. Ordnung liegen. Verindert man die Summe, so bleiben 
die so gewonnenen Flaichen 2. Ordnung konzentrisch und homo- 
thetisch, ihr gemeinsamer Mittelpunkt hat die Eigenschaft, daB 
fiir ihn die Quadratensumme der Lote ein Minimum wird. 

Allgemeiner hat Fouret, Mém. Soc. philom. 1888, p. 77, 
die Ordnung der Fliche angegeben, fiir deren Punkte die aus ihnen 
auf eine algebraische Fiche gefiillten Lote einer gegebenen algebra- 
ischen Gleichung geniigen. 

Lie, Math. Ann. 14, 331 (1879), 15, 465 (1879) hat die 
algebraischen Minimalkurven und Flichen eingehend studiert. Er 
hat u. a. das Problem aufgestellt, alle algebraischen Minimalflichen 
zu bestimmen, welche einer gegebenen abwickelbaren algebraischen 
Fliche I’ einbeschrieben sind, und es in zwei besonderen Fallen, 
nimlich wenn F ein Kegel ist, und wenn man fiir eine beliebige F 
schon eine algebraische ihr einbeschriebene Minimalfliiche kennt, 
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gelést. In Zusammenhang mit diesem Gegenstand hat Lie einige 
Satze tiber die abwickelbare Fliche (Evolute) angegeben, welche 
von den Normalebenen einer algebraischen Raumkurve umhiillt wird. 


In voller Allgemeinheit wurde das Problem von Darboux, 
Lecons sur la théorie générale des surfaces I, Paris 1887, p. 405 ff. 
gelést, sowohl analytisch, wie indem er geometrische Konstruk- 
tionen fiir die gesuchten Minimalflichen, die diejenigen von Lie 
als besonderen Fall enthalten, angab. 


In der Absicht, die Eigenschaften der algebraischen Minimal- 
fliichen durch rein geometrische Uberlegungen zu erhalten, hat 
R. Sturm, J. f. Math. 106, 101 (1889), die Fliche #' untersucht, 
welche der Ort der Mitten der die Punkte einer Kurve C mit den 
Punkten einer anderen, C’, oder die Punkte einer und derselben 
Kurve paarweise verbindenden Strecken ist. Wenn die zwei Kur- 
ven C, C’ verschieden sind und die Ordnungen , 7’ und die 
Range r,r’ haben, so ist F’ von der Ordnung nn’ und der Klasse 
ry’. Die unendlich fernen Punkte von C, CO’ sind bzw. m’- und 
m-fache (konische) Punkte von F; die mn’ Verbindungslinien 
jener mit diesen bilden den vollstandigen Schnitt mit der unendlich 
fernen Ebene. Bei rr’ Sehnen haben die Endpunkte parallele Tan- 
genten; die Mitten dieser Sehnen sind uniplanare Doppelpunkte 
von f’, 

Die Flache, auf welcher die Mitten der Sehnen einer Kurve C 
von der Ordnung » und dem Range r liegen, ist von der Ordnung 
pra) = ») und der Klasse od, sie hat die unendlich fernen 
Punkte von C zu (m — 1)-fachen (konischen) Punkten, enthiilt die 


= ) Verbindungslinien dieser Punkte, sowie die m Asymptoten 


yon © und die Kurve C selbst als Haupttangentenkurve. Endlich 
fiihrt jedes Paar paralleler Tangenten von C zu einem uniplanaren 
Knotenpunkte. 

Wenn eine algebraische Raumkurve ohne singulire Punkte, 
die mit dem unendlich fernen Kugelkreis in keiner besonderen Be- 
ziehung steht, von der Ordnung m, der Klasse m’, dem Range r 
ist und b die Klasse ihrer doppeltberithrenden abwickelbaren Flache 
wird, so ist die Fuppunktkurve eines allgemeinen Punktes des Raumes 
(d.h. die Kurve, auf der die Fufpunkte der aus dem Punkte auf die 
Tangenten der Kurve gefillten Lote liegen) von der Ordnung 27, 
von der Klasse 2m + 3r, von dem Range m + m’ + 2r und be- 
sitzt 37(7 — 1) + m’+ b scheinbare Doppelpunkte. Dies letztere 
ist demnach auch die Anzahl der Geraden, die von einem allgemeinen 
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Punkte ausgehen und auf zwei Tangenten der gegebenen Kurve 
senkrecht stehen. Die von den Normalebenen gebildete abwickel- 
bare Flache ist von der Klasse m + r und von dem Range 3m + m’. 
Beziiglich dieser Eigenschaften vgl. Zeuthen, Nouv. Amn. (2) 7, 
385 (1868); R. Sturm, Math. Ann. 6, 241 (1873). 

Halphen, Bull. Soc. Math. 2, 69 (1874) hat hinzugefiigt, 
daB die von den rektifizierenden Ebenen umhiillte Fliche von 
der Klasse 47 — 3m, die Regelflache der Binormalen vom Grade 
3r—2m und die Regelfliche der Hauptnormalen vom Grade 
4r — 2m ist, daB die Kurve, die den Ort der Kriimmungsmittel- 
punkte bildet, von der Ordnung m’-+ 3r ist, und daB auBerdem 
(m—1)(8r — 2m) — r Binormalen existieren, welche die Kurve 
ein zweites Mal treffen, (m— 1) (4m — 27) — 3r Hauptnormalen, 
welche die Kurve wieder treffen, und $(m + r)(m + r—1)—2r 
Geraden in endlicher Entfernung, welche zu der Kurve in zwei 
verschiedenen Punkten normal sind. Vgl. auch Petersson, Lund 
Afhandl. 1886, und R. Sturm, Die Lehre von den geom. Verw. LI, 
Leipzig 1908, 8.124. Beztiglich der Anzahl der Doppelnormalen 
vgl. auch Pieri, Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 21, 327 (1886). 

Wenn die Kurve vom Geschlecht p ist und nicht auf einer 
Kugel liegt, so folgt aus einer Formel in Kap. XXXVI, da sie 
10m + 20(p — 1) Punkte (Scheitel) besitzt, in denen sie mit der 
Schmiegungskugel eine Beriihrung von hoherer als der dritten Ord- 
nung hat. 

Andere metrische Higenschaften de: Kurven mit beliebigen 
Singularititen hat Halphen geliefert, Ass. francaise pour Vavance- 
ment 1877, p. 132, Bull. Soc. Math. 6, 32 (1878). 

Zwei Raumkurven von den Ordnungen », ” und den Ringen 
r,r haben (n + r)(n’ +r’) gemeinsame Normalen; zwei Flachen 
von den Ordnungen n, ”’, den Klassen m, m’ und den Ringen 7, 7” 
haben 


mn’ + mn + (m + r)(m' + 2’) 


gemeinsame Normalen; eine Fliche von der Ordnung », der Klasse m 
und dem Range ry und eine Raumkurve von der Ordnung m’ und 
dem Range 7’ haben nr’ + (m + r) (nv +r’) gemeinsame Norma- 
len. Beziiglich dieser Anzahlen vgl. Fouret, Bull. Soc. Math. 6, 
43 (1877), fiir die zweite von ihnen auch Halphen, C. R. 68, 
145 (1869); Rindi, Rend. Cire. mat. 5, 106 (1891). 

Fiir eine algebraische Fliche F von der Ordnung n, der 
Klasse m und dem Range r wird die Fufpunktfldche eines all- 
gemeinen Punktes des Raumes (d. h. der Ort der Fu8punkte aller 
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aus dem Punkt auf die Tangentialebenen der Fliche F’ gefallten 
Lote) von der Ordnung 2m, der Klasse n + 2m + 27, dem Range 
2m + 2r, und sie hat in dem betrachteten Punkte einen m-fachen 
Punkt. 


Eine Regelfliche vom Grade m und Range rv mit einer Doppel- 
kurye von der Ordnung 0 liefert eine Fufpunktkurve (auf der die 
Fu8punkte der aus einem Punkte auf die Erzeugenden gefillten 
Lote liegen) von der Ordnung 2n, der Klasse 3r+ 6, dem 
Range 2” + r, mit $n(m— 1)-+ 0 scheinbaren Doppelpunkten, 
wobei mit @ die Anzahl der Kuspidalerzeugenden der Regelfliiche 
bezeichnet ist. 

Fiir diese Satze vgl. R. Sturm, Math. Ann. 6, 245 (1878), 
7, 580 (1874). 

Von einer Flache F' der Ordnung n, der Klasse m, des Ranges + 
moégen « Haupttangenten in einer gegebenen Ebene liegen, 6 durch 
einen gegebenen Punkt gehen. Ist g eine allgemeine Gerade des 
Raumes, so bilden die Normalen von F’, die g schneiden, eine Regel- 
fliche N, von der g eine /-fache Leitlinie, wenn J die Anzahl der 
Normalen von Ff" ist, die durch einen gegebenen Punkt gehen; 
der Ort der Fu8punkte dieser Normalen ist eine Kurve, die wir B 
nennen wollen. Ferner bezeichne m’ den Grad und 7’ den Rang 
yon NV, 0 die Ordnung der Doppelkurve D von N, d die Anzahl 
der Treffpunkte von D mit g, » die Ordnung und @ den Rang 
von B, u die Klasse der Tangentenfliche von F lings B, »” und m” 
die Ordnung und die Klasse der Kriimmungsmittelpunktsfldche 
(Zentralfliche) von F', g die Anzahl der Torsallinien von N, deren 
Torsalpunkt nicht auf g liegt; endlich mégen wir, indem wir aus 
den Punkten von g die Normalen auf /' fallen und ihre FuBpunkte 
paarweise verbinden, eine Regelfliche vom Grade v erhalten (auf 
der B die Multiplizitat n + 7 + m — 1 besitzt). Dann ergibt sich 


t=n+m-+r, 

Y=n+Tr, 

wu=m+y7, 
o=3n+mt+a+e, 
gqa=ntmtearts, 
n=n+m-+ 2r, 

ry =38n+ 3m+2rt+at+ae, 
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n” = 3n+3m+a+o, 
m’ =n+mt+at+e, 
=4r(2n + 2m+4+ 38r)—8(n4+m+r)—4( +09), 
d=r(nt+m+r)—4(38n + 3m+ 2r)—4(e+<), 
v=(ntmt+r)(n+r) —4(6n + 3m + 2r)—La+o). 


Vgl. R. Sturm, Math. Ann. 7, 567 (1874). 


Der Wert von J war bereits von Salmon, Cambr. and Dublin 
Math. J. 3, 47 (1848) und von Zeuthen, Nouv. Ann. (2) 7%, 
391 (1868) angegeben worden, und fiir eine allgemeine Flache 
schon vorher von Terquem, J. de Math. (1) 4, 175 (1839), 
Cambr. Math. J. 2,11 (1841); vgl ferner August, J. f. Math. 
68, 242 (1868) und von Mannheim, C. R. 70, 1025 (1870) 
[vgl. Principes et développ. de géom. cinématique, Paris 1894, S. 320]; 
August gibt auch den Wert von vy und Mannheim den von »’ an. 
Vgl. auch de Jonquiéres, Ann. di Mat. (2) 8, 324 (1877). 

Der Wert von 7” wurde fiir eine allgemeine F’, von Zeu- 
then, a.a. O. S. 397, ermittelt; die Werte von 9, n,m’ stehen 
bei Darboux, C. R. 70, 1328 (1870), die von n”, m” bei 
Marcks, Math. Ann. 5, 27 (1872), die Werte von n”, m” und 
einigen anderen auf die Zentralfliche beztiglichen Zahlen, darunter 
die Ordnungen der Doppelkurve und der Kuspidalkurve, finden 
sich bei Backlund, Ofversigt Vet. Akad. Handlingar, Stockholm 
1872, die allgemeinen Werte von 7’, m” bei 8. Roberts, London 
M. 8. Proc. 4, 302 (1873). 


VoB, Math. Ann. 16, 560 (1880), und besonders Miinchen 
Akad. Abh. 167, 245 (1887), hat sich ausfihrlich mit der pro- 
Jjektiwen Zentralfliche einer allgemeinen F’, beschaftigt, indem er 
als absolutes Gebilde eine Fliche zweiten Grades oder, als Grenz- 
fall, einen Kegelschnitt annimmt. Diese Zentralfliche laBt sich auch 
definieren als die Brennfliche der Kongruenz, welche die Ver- 
bindungslinien der Punkte von F’, mit den Polen der zugehérigen 
Tangentialebene beziiglich einer Fliche zweiten Grades bilden. 
VoB hat fiir die Zentralfliche insbesondere folgende Anzahlen be- 


stimmt: 


Ordnung der Doppelkurve 


2n? (nm — 1)?(2n — 1)? — 2n(m — 1) (19H — 26), 
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Ordnung der Riickkehrkurve 
2n(nm — 1)(11m — 16), 

Rang der Zentralfliche 

6n(n — 1)?, 
Ordnung der parabolischen Kurve 

6n(n — 1)(5n — 8), 
Klasse der doppeltberiihrenden abwickelbaren Fliche 
2n(n — 2) (n*— n?— 14n + 8), 


Klasse der abwickelbaren Fliche der stationiren Tangential- 


ebenen 
2n(n — 2)(8n — 5), 


Klasse der abwickelbaren Fliche der Tangentialebenen in 
den Punkten der Riickkehrkurve 


2n(n — 2)(6n — 1). 


Vel. auch E. Waelsch, Diss. Erlangen 1888, Nova Acta Leop. 
Carol. 52, 287 (1888); Wien. Ber. 97, 164 (1889), wo die 
Zeutralfliche in Beziehung zum Komplex der Polnormalen aller 
Punkte des Raumes bezitiglich der F, betrachtet wird, indem als 
Polnormale eines Punktes die aus dem Punkt auf seine Polar- 
ebene beziiglich F’, gefallte Normale bezeichnet wird. 

Die Regelfliche der Normalen einer /’, in den Punkten einer 
Kurve auf ihr (Normalenfldche) wurde untersucht von Peschka, 
Wien. Ber. 81, 1128, 1163 (1880), 83, 790 (1881), 84, 30 (1882). 

R. Sturm, Math. Ann. 9, 573 (1876) findet, daB die Tan- 
genten der Kriimmungslinien einer Fliche von der Ordnung n, der 
Klasse m, dem Range r, mit « Haupttangenten in einer Ebene 
und o durch einen Punkt, eine algebraische Kongruenz von der 
Ordnung m + r + 6 und der Klasse m + 7 + o bilden. 

Die Anzahl der Kreispwnkte (Punkte mit gleichen Haupt- 
kriimmungsradien) einer allgemeinen F’,, die bei Salmon-Fied- 
ler II, 2. Aufl., S. 43 (vgl. 3. Aufl. S. 49) zu groB angegeben ist, 
wurde richtiggestellt von Vo8, Math. Ann. 9, 241 (1876); sie 
betrigt 

2n(5n? — 14m + 11). 


Vgl. auch Schubert, Kalkiil, S. 244. 
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Das Problem wurde verallgemeinert von Berzolari, Torino 
Atti 30, 756 (1895), der die Anzahl der Punkte einer allgemeinen F’,, 
bestimmte, deren Haupttangenten eine gegebene algebraische Kurve 
von der Ordnung m in zwei verschiedenen Punkten schneiden. 
Pieri, Giorn. di Mat. (2) 4, 75 (1896) hat dasselbe Problem 
fiir eine nicht geradlinige Fliche mit gewohnlichen Singularitaéten 
yon der Ordnung m und der Klasse m’, fiir die r der Rang der 
von den stationiren Ebenen gebildeten abwickelbaren Fliche und 7” 
die dual entsprechende Zahl ist, behandelt. Es ergibt sich fiir die 
gesuchte Zahl 

mn +im(m—1)(Qn+r4+7r), 


so daB die Anzahl der Kreispunkte (m = 2) 


e QntAan'trtyr 
wird. 

Auf einer allgemeinen Regelfliche vom Grade m liegen 6 
Kreispunkte, diese verteilen sich zu je dreien auf die 2» Erzeugenden, 
die den unendlich fernen Kugelkreis treffen. Vg]. R. Sturm, Math. 
Ann. 1, 577 (1874). 

Pieri a. a. O. hat auch gefunden, daB wenn man mit « und o 
die Anzahlen der Haupttangenten, die in einer Ebene legen oder 
durch einen Punkt gehen, bezeichnet, die Paare der Haupttan- 
genten, die von einem Punkte der gegebenen Fliche ausgehen und 
zueinander senkrecht sind, eine Regelfliche vom Grade 


Qn+AwW+rtrtate 


bilden, die der Flache lings der von den Punkten mit entgegen- 
gesetzt gleichen Hauptkriimmungsradien gebildeten Kurve von der 
Ordnung 2” + « doppelt umschrieben ist. Er zeigte ferner, daB 
auf einer allgemeinen F’, n(n —1) (n— 8) (n?+ 6n—8) Haupt- 
tangenten existieren, die /, in einem anderen Punkte unter rech- 
tem Winkel schneiden, und 


4n(nm — 1) (n — 8) (nm — 4) (n? + 2 n? + 4n — 8) 


Gerade, die die Fliche #, in zwei Punkten bertihren und sie in 
einem dritten Punkte unter rechtem Winkel schneiden. Pieri 
bewies endlich, Rum. Acc. Linc. Rend. (4) 27, 40 (1886), daB eine 
allgemeine F’, 

tn(n — 1) (nt— nF + 2n?— 18n + 18) 


Doppelnormalen besitzt. 
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S. Roberts, London M.S. Proc. 4, 218 (1873) hat die Par- 
allelflache einer allgemeinen F’, untersucht, indem er insbeson- 
dere fiir sie alle charakteristischen Anzahlen bestimmte. Sie ist 
von der Ordnung 2n(m?—m-+ 1), der Klasse 2n(m — 1)?, hat 
eine Kuspidalkurve von der Ordnung 4”(n — 1) (2n — 1) usw. 

8. Roberts, London M. S. Proc. 5, 90 (1874) hat auch die 
Parallelfliche einer abwickelbaren Fliche und einer Raumkurve 
behandelt. Die erste ist ebenfalls abwickelbar, und wenn die ge- 
gebene Fliche die Ordnung r, die Klasse m, eine Riickkehrkante 
von der Ordnung m und « stationire Ebenen hat, werden die Werte 
derselben Anzahlen fiir die Parallelflache der Reihe nach 


2(r +n), 2n, 2(8n +m), 2a; 


aus ihnen lassen sich die tibrigen Anzahlen fiir diese Fliche ab- 
leiten. Die Parallelfliiche einer Raumkurve von der Ordnung m, 
der Klasse m und dem Range r ist eine Rdhrenfliiche von der Ord- 
nung 2(r + m), der Klasse 27, mit einer Knotenkurve von der 
Ordnung 2(r7 + m)?— 2r — 11m—38n und einer Kuspidalkurve 
von der Ordnung 2(3m +). 

Betreffs einiger der vorstehenden metrischen Kigenschaften 
siehe auch Salmon-Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 43, 162,171, 355. 

Burali-Forti, Rend. Circ. Mat. 4, 57 (1890) hat die Iso- 
photen (Linien gleicher Helligkeit bei parallel auffallendem Licht) 
einer aleebraischen Regelfliche bestimmt; ist diese vom Grade » 
und dem Geschlecht p, so sind jene von der Ordnung 4(n + p — 1) 
und dem Geschlecht » + 2 — 1. 

Metrische Eigenschaften algebraischer Kegel hat Laguerre 
behandelt, Bull. Soc. Prilom. 1870, 1872, Nouv. Ann. (2) 18, 
64 (1879), Gwores LI, p. 131, 183, 543. 

Fiir die Kriimmung einer algebraischen Flache gelten die all- 
gemeinen Formeln der Kriimmungstheorie. Insbesondere hat Pain - 
vin, C. R. 68, 133 (1869), J. f. Math. 72, 340 (1870), die Kriim- 
mung einer algebraischen Fliche in einem mehrfachen Punkt be- 
stimmt. 

Die Kriimmung einer algebraischen Flaiche, die durch ihre 
Tangentialgleichung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
dargestellt ist, wurde behandelt von Painvin, C. R. 738, 902 
(1871), J. de Math. (2) 17, 219 (1872); Jeffery, Quart J. 12, 
86 (1872); Franz, Archiv Math. Phys. 55, 105 (1873). Ist 
f (uy) Ug Uz, Uy) =O die Tangentialgleichung der Fliche und #’ 
der Grad dieser Gleichung, ferner H die Hessesche Kovariante 
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der linken Seite, so wird das Produkt der Hauptkriimmungsradien. 
in einem beliebigen Punkte 


_ tt 
(n’ — 1)? (FE) 


Painvin, C. R. 68, 796 (1869), Ann. di Mat. (2) 4, 281 
(1871), hat die Schmiegungsebenen und die Kriimmungsradien 
in einem mehrfachen Punkte einer Raumkurve bestimmt. 

Painvin, C. R. 71, 217 (1870), J. de Math. (2) 17, 177 
(1872) hat auch die Elemente der Riickkehrkante und die Kriim- 
mung einer abwickelbaren Fliche bestimmt, welche durch zwei 
Gleichungen in Ebenenkoordinaten definiert ist. 


Kapitel XXXIII. 


Die Geometrie auf einer algebraischen Fliche. 


Von Francesco Severi in Padua. 


§ 1. Die algebraischen Flachen in ihrem Verhalten 
gegentiber der Gruppe der birationalen Transformationen. 


1. Die Anfinge der Geometrie auf einer Fliche.’) 


Zwei algebraische Flichen (wir verstehen darunter immer 
irreduzible Flichen), die zwei Riumen von beliebiger Dimensionen- 
zahl angehéren, heiBen in birationaler Korrespondenzg oder bira- 
tional dquivalent, wenn die Koordinaten des laufenden Punktes auf 
der einen rationale Funktionen yon den Koordinaten des lau- 
fenden Punktes auf der anderen sind. Eine algebraische Fliche 
liefert eine ganze Klasse von Flichen, die ihr birational aquiva- 
lent sind, jede von diesen bildet ein projektives Bild von den 
Flaichen der Klasse. 


1) Bei den Zitaten sind folgende Abktirzungen verwendet worden: 

Noether, Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens usw. Math. 
Ann. 2, 1869 (Theorie I); Math. Ann. 8, 1874 (Theorie Il). 

Enriques, Ricerche di geometria sulle superficie algebriche, To- 
rino Memorie (2), 44, 1893 (Ricerche). 

Enriques, Introduzione alla geometria sopra le superficie al- 
gebriche, Soc. ital. dei XL Mem. (3) 10, 1896 (Introduzione). 

Castelnuovo, Alcwne proprieta fondamentali dei sistemi lineart 
di curve tracciate sopra wna superficie algebrica, Ann. di Mat. (2) 25, 
1897 (Sistemé lineari). 

Castelnuovo-Enriques, Sopra alcune questioni fondamentals 
nella teoria delle superficie algebriche, Ann. di Mat. (3), 6, 1901 
(Question). 

Picard et Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes, vol. I et II, Paris 1897—1906 (Picard-Simart). 

Severi, Osservazioni sui sistemi continu: di curve appartencntr 
ad una superficie algebrica, Torino Atti 39, 1906 (Osservazioni). 

Severi, J/ teorema d’ Abel sulle superficie algebriche, Ann. di 
Mat. (3) 12, 1905 (Teorema d’ Abel). 
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Die Geometrie auf einer Flache behandelt die Higenschaften, 
die allen Flichen einer Klasse gemeinsam sind. Sie entstammt 
einer Bemerkung von Clebsch, O. R. 67, 1238 (1868) und den 
grundlegenden Arbeiten von Noether (Zheorie I und JZ), die 
sich als den Ausgangspunkt der besonders in Italien gepfiegten 
algebraisch geometrischen Richtung ansehen lassen, wihrend die 
transzendente Richtung besonders in Frankreich eine Stitte fand; 
in den klassischen Arbeiten von Picard, C. R. 99, 961 und 1147, 
(1884), J. de Math. (4) 1, 281 (1885), (4) 2 (1886), (4) 5, 
155 (1889) wurde der Begriff des Integrals eines zu der Fliche 
gehorigen totalen Differentials eingefiihrt und erliutert. 

Unter den Namen derjenigen, welche diesen neuen Zweig 
der Geometrie begriindet haben, mu8 auch der Name von Zeu- 
then genannt werden, dem man den ersten Beweis fiir die In- 
varianz des arithmetischen Geschlechtes verdankt, Math. Ann. 4, 
21 (1871), auf das schon Cayley, Math. Ann. 3, 526 (1871) die 
Aufmerksamkeit der Mathematiker gelenkt hatte. 


2. Fundamentalelemente einer Transformation. 
Auflésung der Singularititen. Ausgezeichnete Kurven. 

Sind F, F” zwei birational aiquivalente Flichen, so ist die 
Beziehung zwischen den Punkten der beiden Flachen nicht immer 
ausnahmslos eindeutig. Es kénnen namlich auf F Punkte, Fun- 
damentalpunkte der Transformation, existieren, denen auf F’ Kur- 
ven, sogenannte Fundamentalkurven, entsprechen, und analog 
Kurven auf #’, denen Punkte von F” entsprechen. Diesen Um- 
stand benutzt man in ausgiebiger Weise, um die mehrfachen 
Punkte und Linien einer Fliche auf weniger verwickelte singu- 
lire Elemente zuriickzufiihren; es gelingt auf diese Art, schlieB- 
lich zu Flachen zu gelangen, die der gegebenen birational Aqui- 
valent sind und gar keine Singularititen besitzen. Man kann es 
auch so einrichten, daB die Transformation sich auf eine einfache 
Projektion in einem héheren Raum reduziert, so daB sich schlieB- 
lich jede Flaiche als Projektion einer singularitatenfreien Flache 
ansehen laiBt, die einem héheren Raum angehdrt. Der vollstiindige 
Beweis dieses Resultates stammt von B. Levi, Torino Aiti, 33, 
66 (1 89 7). Vorher hatten schon hierauf beztigliche Untersuchungen 
angestellt: Del Pezzo, Rend. Circ. M. 2, 139 (1888) und 6, 139 
(1892); Kobb, J. de Math. (4), 8,385 (1892); Segre, Ann. di Mat. 
(2), 25,1 (1896). Im allgemeinen kann eine birationale, von mehr- 
fachen Punkten freie Transformation einer gegebenen Fliche F 
keinem Raum von kleinerer Dimensionenzahl als 5 angehéren. Ver- 
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langt man eine Fliche eines vierdimensionalen Raumes, die F 
birational aquivalent ist und die einfachst méglichen Singulari- 
titen (gewdhnliche Singularitiiten) besitzt, so findet man im all- 
gemeinen eine Fliche mit einer endlichen Anzahl von wneigent- 
lichen Doppelpunkten, die von Severi, Rend. Circ. M. 15, 33 
(1901) untersucht worden ist. Verlangt man hingegen eine Fliche 
des dreidimensionalen Raumes, die nur gewohnliche Singularititen 
besitzt und F’ birational fquivalent ist, so findet man im all- 
gemeinen eine Fliche mit einer Doppellinie und einer endlichen 
Anzahl von dreifachen triplanaren Punkten, die auch fiir die Dop- 
pellinie dreifach sind. In besonderen Fallen kann man noch ein- 
fachere Singularititen erhalten. 

Nachdem festgelegt ist, da in jeder Klasse von Flaichen 
solche existieren, die keine mehrfachen Punkte besitzen oder nur 
gewohnliche Singularitiiten zeigen, kann man die ganze Geometrie 
auf einer Flaiche so entwickeln, daB man sie auf derartige Modelle 
bezieht, indem man nur, wenn es notig ist, die Resultate auf ein 
Modell mit irgendwelchen Singularitéten durch diejenigen Trans- 
formationen tibertrigt, die zu den diese Singularititen auflésenden 
Transformationen invers sind. 

Aber auch wenn man zwei singularititenfreie und aufeinander 
birational bezogene Flichen F, F” ins Auge faBt, kann man nicht 
auf jeden Fall das Vorhandensein von Tuncaanontalelementen aus- 
schlieBen. Man nennt ausgezeichnete Kurve jede Fundamentalkurve 
bei einer birationalen Transformation einer singularitiitenfreien 
Fliche in eine andere, d. h. jede Kurve, die sich durch eine ge- 
eignete birationale Transformation der Flaiche in einen eenfachen 
Punkt verwandeln laBbt. 

Eine ausgezeichnete Kurve kann von der ersten oder zweiten 
Art sein, je nachdem es méglich ist oder nicht, sie in einen ein- 
fachen Punkt zu transformieren, ohne da irgendeiner ihrer Punkte 
in eine neue ausgezeichnete Kurve tibergeht. Eine ausgezeichnete 
Kurve der ersten Art ist z. B. die Kurve, die dem Projektions- 
zentrum entspricht, wenn man eine Fliche eines Uberraums auf 
eine Uberebene projiziert. Hingegen ist eine ausgezeichnete Kurve 
zweiter Art jede Erzeugende einer Regelfliche, jede Gerade einer 
Ebene usw. 

Castelnuovo-Enriques, Question p. 215, verdankt man 
das grundlegende Resultat, daB jede Fldche, die nicht der Klasse 
der rationalen oder Regelflichen angehért, sich derart birational 
transformieren lapt, dap sie gar keine ausgezeichneten Kurven mehr 
enthdlt. Die Flichen, die Regelflichen iquivalent sind, enthalten 

Pascal, Repertorium. I12. 2. Aufl. 48 
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unendlich viele ausgezeichnete Kurven (zweiter Art), die anderen 
Flichen enthalten hingegen nur eine endliche Zahl von aus- 
gezeichneten Kurven (erster Art). Die Aufgabe, die Flichen von 
ausgezeichneten Kurven zu befreien, ist zuerst von Enriques, 
Ricerche, p. 194, Introduzione, p. 75 in einigen Fallen gestellt 
und gelést worden. 


§ 2. Lineare Kurvensysteme auf einer Flache. 


1. Erste Eigenschaften der linearen Systeme. 


Das Kurvensystem, das aus einer Fliche F' des d-dimensio- 
nalen Raumes S,(d > 3) ein lineares System von Formen (alge- 
braischen Mannigfaltigkeiten von d — 1 Dimensionen) 


(1) dofo + Arf + a Ri i eae 


ausschneidet, heiBt ein lineares Kurvensystem und wird mit C) 
bezeichnet, indem C die allgemeine, reduzible oder irreduzible 
Kurve des Systems bedeuten soll. 

Je nach Belieben kénnen wir zu dem System die eventuellen 
gemeinsamen Kurven von F' und allen Formen (1) hinzurechnen 
oder nicht Das lineare System laft sich auch definieren als die 
Gesamtheit der Niveaukurven der rationalen Funktion 


a + oes + 4,_ 2 


des veriinderlichen Punktes auf F’. Lings der eventuellen festen 
Kurven wird die Funktion selbst unbestimmt. AuSer diesen Kurven 
kénnen die Kurven des linearen Systems andere Punkte, die fiir 
die C einfach oder mehrfach sind, (in endlicher Anzahl) gemein 
haben. Sie heif&en Basispunkte des Systems. 

Das System | C'| hat die Dimension 7 oder eine kleinere, je 
nachdem in dem System (1) keine Formen existieren, die J’ ent- 
halten, oder es solche Formen gibt. Aber man kann immer aus (1) 
ein untergeordnetes System auswahlen, derart daB auch dieses 
System das Kurvensystem | C’| liefert und dieselbe Dimensionen- 
zahl wie dieses hat. Es bedeutet also die Voraussetzung, daB | C| 
dieselbe Dimensionenzahl r wie (1) hat, keine wesentliche Ein- 
schrankung. 

Fundamentalkurve des Systems | C| heiBt jede Kurve D, die 
den Kurven des Systems nur eine einzige Bedingung auferlegt, 
d. h. die mit den C keine veriinderlichen Schnittpunkte gemein hat. 


a 
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Durch + beliebige Punkte von F geht eine einzige Kurve des 
Systems C, und umgekehrt ist, wie Enriques, Rom. Acc. Line. 
Rend. (5) 2, 1 (1893), bewiesen hat, jedes auf F gezogene algebra- 
ische Kurvensystem, von dem durch r beliebige Punkte eine ein- 
age Kurve geht, im allgemeinen linear. Wir sagen ,,im all- 
gemeinen“, weil wirklich zwei Ausnahmefialle eintreten kénnen: 
der eine ist der Fall, wo r = 1 ist und es sich um einen irratio- 
nalen Biischel handelt, wie ihn z. B. die Erzeugenden einer Regel- 
fliche vom Geschlecht p > 0 bilden, der zweite der Fall, wo r>1 
und die Kurven des Systems aus Kurven eines und desselben 
Biischels zusammengesetzt sind. Hin lineares System |C) heiBt 
- wreduzibel, wenn seine allgemeine Kurve C irreduzibel ist, und 
reduzibel im entgegengesetzten Fall. Die Sitze, welche Bertini, 
Lomb. Ist. Rend. (2) 15, 24 (1882) fir ebene Kurvensysteme 
bewiesen hat, gelten auch fiir beliebige Fliichen, wie Enriques, 
Introduzione, p. 16, bewiesen hat. Vel. auch Severi, Torino Atti, 
41, 207 (1906). Es laBt sich namlich zeigen, daB der verinder- 
liche Teil der allgemeinen Kurve eines reduziblen linearen Systems 
immer aus den Kurven eines Biischels besteht und daB die allgemeine 
Kurve eines linearen Systems auBer den mehrfachenLinien der Fliche 
keine verainderlichen mehrfachen Punkte besitzen kann. 

Hin lineares System | C| heiBt einfach, wenn diejenigen seiner 
Kurven, die durch einen beliebigen Punkt P der Flache gehen, 
nicht von selbst auch durch andere mit P veriinderliche Punkte 
gehen. Wenn dagegen jede Kurve mit P auch u — 1 andere mit P 
verinderliche Punkte enthalt, heiBt das System zusammengesetzt, 
und die oo? Gruppen von uw Punkten, die den Kurven C eine ein- 
zige Bedingung auferlegen, bilden auf der Flache eine Involution 
vom Grade wu. 

Ist ein einfaches irreduzibles System |C| gegeben von der 
Dimension y > 3 und beziehen wir die Kurven C projektiv auf 
die Uberebenen des Uberraums S,, so transformiert sich die Fliche F 
birational in eine Fliche F” von S,, deren iiberebene Schnitte den 
Kurven C entsprechen. Man sagt, daB man auf diese Weise ein 
projektives Bild des linearen Systems | C| konstruiert. Wendet man 
die analoge Konstruktion auf ein zusammengesetztes System an, 
so fiihrt sie zu einer mehrfachen Fldche. 


2. Vollstandige lineare Systeme. Virtuelle und effek- 
tive Basispunkte. 
Ein lineares System auf der Flache F' heibt vollstdndig, 
wenn es nicht in einem umfassenderen linearen Kurvensystem der- 
48 * 
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selben Ordnung enthalten ist. Ein wnvollstdndiges System ist in 
einem einzigen vollstindigen System enthalten. Dieses Resultat 
14Bt sich aus dem Noetherschen Restsatz ableiten. Aber ein Be- 
weis, der den invarianten Charakter des vollstindigen Systems 
sofort hervortreten lat, findet sich bei Enriques, Ricerche, 
p- 196, Introduzione, p.22. Andere Beweise findet man bei Segre, 
Ann. di Mat. (2), 22,103 (1894); Enriques, Fondamenti, p. 25. 

Bei der vorstehenden Formulierung haben wir von den Basis- 
punkten abgesehen, d. h. wir haben nicht beriicksichtigt, daB man 
dem vollstindigen linearen System auch die Bedingung auferlegen 
_kann, in den Basispunkten von | C, gegebene Multiplizitéten zu 
besitzen. Man sagt dann, daB die Basispunkte von |C| als vir- 
tuell nicht existierend angesehen werden. Es kann auch wohl ge- 
schehen, daB das vollstindige System, das | C'| enthalt, keine Basis- 
punkte besitzt, trotzdem das Teilsystem solche hat. 

In anderen Fallen hingegen, besonders in Riicksicht auf die 
Umstinde, die sich bei der Transformation der Flache darbieten 
kénnen, ist es ndtig, die Basispunkte von | C| mit gegebenen virtu- 
ellen Multiplizitdten zu versehen, die auch kleiner sein kénnen als die 
effektiven. Multiplizitiiten der Kurven C in den betreffenden Punkten. 

So erhilt man z. B., wenn man die ebenen Kurven 3. Ord- 
nung durch acht beliebige Punkte der Ebene hindurchgehen laBt, 
damit von selbst einen neunten Basispunkt, dessen Vorhandensein 
man von vornherein nicht kennt. In diesem Punkte hat man also 
eine virtuelle Multiplizitat (0) angenommen, die kleiner als die 
effektive (1) ist. Diese Begriffe wurden fiir die ebenen linearen 
Kurvensysteme eingefithrt von Jung, Ann. di Mat. (2) 15, 277 
(1887) und Castelnuovo, Torino Mem. (2) 42 (1891); fiir die 
linearen Kurvensysteme auf einer Flache von Enriques, Fon- 
damentt, p. 22, der sie in Hinsicht auf die birationalen Transfor- 
mationen der Flache behandelt hat, indem er bemerkte, daB eine 
ausgezeichnete Kurve, die aus einem Basispunkte P von | C| her- 
vorgeht, bei einer rationalen Transformation von F als Teil der 
transformierten Kurve so oft gezihlt werden mu8, wie die effek- 
tive Multiplizitaét die virtuelle Multiplizitat von P tbersteigt. 

Der Satz von der Hinzigkeit des vollstandigen linearen Systems, 
dem ein gegebenes unvollstindiges System angehirt, gilt auch, 
wenn das betrachtete System bestimmte Basispunkte mit gegebenen 
virtuellen Multiplizitiiten haben soll. Das System, von dem man 
ausgeht, kann sich auch auf eine einzige Kurve reduzieren. Jedes 
unvollstindige System hei®t in dem zugehérigen vollstindigen 
System volistiéndig enthalten. 
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Im folgenden wollen wir mit | C|, wenn nichts anderes an- 
gegeben wird, das durch die Kurve C bestimmte vollstindige System 
bezeichnen, und wenn auf dieser Kurve Basispunkte festgelegt 
werden, wollen wir es ausdriicklich bemerken. 

Bei jeder birationalen Transformation der Flichen geht ein 
vollstindiges lineares System wieder in ein solches tiber, aber die 
virtuellen Multiplizitaten in den eventuellen Basispunkten bleiben 
nicht immer erhalten, da ausgezeichnete Kurven eingefiihrt oder 
beseitigt werden kénnen. 


3. Die elementaren Operationen mit vollstandigen 
linearen Systemen. 

Sind auf einer Fliche F' zwei vollstiindige lineare Systeme 
|C,| und |C,| gegeben, die in einem Punkte P die virtuellen 
Basismultiplizitiiten s,, s, besitzen, so existiert ein bestimmtes voll- 
stiindiges System, das alle aus C, und CQ, zusammengesetzten 
Kurven enthilt, wodurch jedem Punkte P die virtuelle Multipli- 
zitat s,-+ 8, zugeschrieben wird. Ein solches System heiBt die 
Summe der beiden gegebenen und wird mit | C, + C,| bezeichnet. 

In &hnlicher Weise kann man die Summe irgendwelcher 
linearen Systeme definieren, woraus der Begriff des Vielfachen |kC| 
eines gegebenen linearen Systems | C| fiir eine ganze Zahl k ohne 
weiteres folgt. 

Wenn nun die beiden Systeme | C,| und | C,| von der Art 
sind, daB eine C, in eine C, und eine Restkurve X zerfallt, so 
daB C,+ X eine Totalkurve von |C,| ist, dann ist jede C, in 
|C,| als Teilkurve enthalten, und die Restkurven gehéren alle 
demselben linearen System | X| an, das die Défferenz der beiden 
gegebenen Systeme heiBt und mit |C,— C,| bezeichnet wird. 
Das System | X| hat einen Basispunkt von der virtuellen Multi- 
plizitaét 7,— 7, in jedem fir | C,|7,-fachen und fiir | C, | 7,-fachen 
virtuellen Basispunkte, wobei r, notwendigerweise nicht kleiner 
als 7, ist. 

Dieser Satz, der die Definition der Differenz begriindet, lift 
sich kurz so aussprechen, daB man sagt, jeder Rest einer Kurve 
eines gegebenen linearen Systems |C,| beziiglich eines anderen 
linearcn Systems | C,| ist auch der Rest jeder anderen Kurve C, 
beziiglich desselben Systems |C,|, und so findet man den Restsatz 
in einer Form, die gegeniiber den birationalen Transformationen 
invarianten Charakter hat. 
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4, Virtuelle Charaktere eines linearen Systems. 


Fiir ein irreduzibles lineares System | C , das mindestens die 
Stufe 1 besitzt, werden nun zwei wichtige numerische Charaktere 
eingeftihrt. 

a) Der virtuelle Grad n, welcher die Anzahl (> 0) der ef- 
fektiven Schnittpunkte zweier Kurven C mit der gehérigen Multi- 
plizitit gerechnet bedeutet, wobei man fiir jeden s-fachen virtu- 
ellen Basispunkt s? sabteabioren muB. Der virtuelle Grad fallt 
mit dem effektiven Grad zusammen, wenn die Basispunkte von C 
mit ihren effektiven Multiplizititen gerechnet werden. 

b) Das virtuelle Geschlecht «, welches durch die Formel de- 


finiert wird 
t(¢{—1)—s s—l1 
a ; ( ) 


wo o@ das effektive Geschlecht (im Riemannschen Sinne) der all- 
gemeinen Kurve C bedeutet, s(> 0) die Multiplizitét eines vir- 
tuellen Basispunktes und t(> 0) die effektive Multiplizitat des- 
selben Punktes. Die Summation wird dabei auf alle effektiven 
Basispunkte erstreckt. Sind zwei Kurven C,, C, ohne gemein- 
same Teile gegeben, so wird die Zahl ihrer virtuellen Schnitt- 
punkte festgelegt, indem man fiir jeden virtuellen Basispunkt, 
der fiir C, s,-fach und fiir C, s,-fach ist, von der Zahl ihrer effek- 
tiven Schnittpunkte s,s, Hinheiten abzieht. 

Der virtuelle Grad » und das virtuelle Geschlecht a des ir- 
reduziblen Stee |C, + C,|, das die Summe zweier linearen 
Systeme | C,|, | Cy | bildet, aren Dimension > 1 ist und die nicht 
in einen Biischel gusammenfallen, werden gegeben durch 


(1) n=n, + n+ 23, 

(2) T=, +a +t1—1, 

WO My, 713 May My die analogen virtuellen Charaktere der Systeme 
| C,|, | C,| und é die Zahl operation Schnittpunkte einer all- 
gemeinen C, mit einer allgemeinen C, bedeutet. 

Diese boule Formeln erlauben, auf die linearen reduziblen 
Systeme den Begriff des virtuellen Grades und virtuellen Ge- 
schlechts auszudehnen, so da8 schlieBlich die Formeln (1), (2) fiir 
jede zusammengesetzte Kurve C,-+ C, gelten, welches auch die 
Voraussetzungen tiber die Natur der Systeme 


[C11 Ca|, 1C,+ Ce | 


seien. 
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Fir die Begriffe und Definitionen in dieser und der vorher- 
gehenden Nummer vgl. man Enriques, Introduzione, p. 22, Fon- 
damenti, p. 25. Andere Beweise der Formel (2), die wie die erste 
Entdeckung der virtuellen Charaktere Noether, Acta Math. 8, 
182 (1886) zu danken ist, findet man bei Picard-Simart, t. I, 
p. 106 und Severi, Veneto Ist. Atti 68, 830 (1909). 


§ 3. Adjungierte Systeme. Geometrische und numerische 
Invarianten. 


1. Der Fundamentalsatz der Adjunktion. 


Auf der Fliche F' betrachten wir zunichst ein lineares System 
| C| von der Dimension 7 > 1, das nicht mehr als 00”~? zerfal- 
lende Kurven enthalten und ae effektiven Basispunkte besitzen 
soll. Die Kurven C’ der Fliche, die durch die Bedingung fest- 
gelegt werden, daB sie auf einer aileeen C Graco ee kano- 
nischen Reihe ausschneiden sollen, geh6ren einem und demselben 
linearen System |C’) an, das zu | C| adjungiert heibt. Ist | D| 
ein zu | C| analoges System, so gilt die Beziehung 


(1) 


welche den Fundamentalsatz der Adjunktion bildet. Diese Be- 
ziehung erlaubt, die Definition des adjungierten Systems auf ein 
beliebiges lineares System auszudehnen. Man definiert zuerst das 
adjungierte System | H’| eines linearen Systems | #|, das von 
Basispunkten virtuell frei ist, durch die Relation 


=|O'+ DI, 


|\E’|)=|E+C'-C) 


und bestitigt, daB H’| von der Wahl des (von Basispunkten 
freien) Systems |C| cnabhineie wird. Dann geht man zu der De- 
finition des adjungierten Systems eines Systems | H| mit bestimm- 
ten Basispunkten tiber, indem man das adjungierte System von 
| H| ohne Riicksicht auf die Basispunkte betrachtet und diesem 
System einen virtuellen (s — 1)-fachen Basispunkt fiir jeden s- 
fachen virtuellen Basispunkt von | H| auferlegt. 

Das System | K’|, das einem beliebigen System | K| adjun- 
giert ist, ist invariant fiir die Transformationen von fF’, die keine 
See sezeichneten Kurven einfiihren, wihrend, wenn beim Ubergang 

von F zu F” ansap zolchadte Kurven paceretint werden, das trans- 
formierte System von | K’| mit dem adjungierten System des | K| 
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entsprechenden Systems nur dann zusammenfallt, wenn es um die 
ausgezeichneten Kurven vermehrt wird, die aus den Punkten von 
F,, welche keine Basispunkte von | K| sind, entstehen. 

Die Operation + C’— C, die nach (1) den Ubergang von 
jedem System | K| zu dem adjungierten System vermittelt, heibt 
die Operation der Adjunktion. Wenden wir sie wiederholt an, so 
erhalten wir aus | K| die im allgemeinen unbegrenzte Reihe 


|K|], |K’|, |K”|,..., 


in welcher jedes System dem vorhergehenden adjungiert ist. Der 
einzige Fall, in welchem diese Rethe der sukzessiven Adjungierten 
nach einer endlichen Zahl von Gliedern abbricht, ist der, wo die 
Fidche der Klasse der Regelflichen angehért. Vgl. Castelnuoyvo- 
Enriques, Questioni, p. 212. Fiir das Vorstehende vgl. man En- 
riques, Introduzione, p. 47 und in vereinfachter Darstellung Fon- 
damenti, p. 33. Ein noch einfacherer Weg ist spiter von Severi, 
Ven. Ist. Atti, 65, 629 (1906) gewiesen worden, der fiir die De- 
finition des adjungierten Systems und den Fundamentalsatz die 
Aquivalenzkriterien benutzt, von denen in § 5 die Rede sein wird. 
Die Betrachtung des adjungierten Systems (von der Ordnung 7 — 3) 
eines Systems von ebenen Kurven (der Ordnung ) geht auf Brill 
und Noether, Math. Ann. 7, 280 (1873), zuriick. Die Invarianz 
des Systems ist von Noether, Math. Ann. 23, 311 (1883) be- 
wiesen worden. Vgl. auch Castelnuovo, Torino Mem. (2) 42 
(1891). Die systematische Verwendung des adjungierten Systems 
eines Systems von ebenen Kurven findet man zum erstenmal bei 
8. Kantor, C. R. 100, 343 (1885), Napoli Acc. Mem. (2) 4, 
(1891), J. f. Math. 114, 50 (1895), Acta Math. 19, 115 (1895) 
und spiter bei Castelnuovo, a. a. O. 


2. Kanonisches System. Geometrisches Geschlecht. 


Die Fundamentalrelation (1) zeigt, daB, wenn ein besonderes 
System | C| in der eigenen Adjungierten | C’| enthalten ist, das- 
selbe auch fiir jedes andere System der Fall ist und die Differenz 
|C’—C| von der Wahl des Systems | C| unabhingig wird. Zu 
dem System |C’— C| gehéren als feste Bestandteile die even- 
tuellen ausgezeichneten Kurven; das System | K|, das man erhilt, 
wenn man von diesen Bestandteilen absieht, heiBt das kanonische 
System der Flache F. 

Aus dieser Definition geht sofort hervor, daB das kanonische 
System fiir alle burationalen Transformationen von F invariant ist, 
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wihrend das System | C’— Q| nur fiir die Transformationen in- 
variant ist, die keine ausgezeichneten Kurven einfiihren oder be- 
seitigen. Man sagt deshalb, daB | K| eine absolute Invariante ist, 
wihrend | C’— C| eine relative Incariante (bei der von den aus- 
gezeichneten Kurven abzusehen ist) bedeutet. 

Die Anzahl der linear unabhiingigen kanonischen Kurven K 
heiBt das geometrische Geschlecht der Fliche und wird mit Pp, be- 
zeichnet. Fiir die Flichen, die kein kanonisches System besitzen, 
mu8 man p,= 0 setzen. Hierzu gehdren z. B. die rationalen und 
die Regelfliichen. Wenn |C’| mit |C| zusammenfallt oder sich 
davon nur durch ausgezeichnete Kurven unterscheidet, sagt man, 
- daB die Fldche eine kanonische Kurve von der Ordnung 0 besitet; 
in diesem Falle ist p,= 1. Hierzu gehort z. B. der Fall der all- 
gemeinen Fliche 4. Ordnung. 

Das geometrische Geschlecht ist invariant fiir alle birationalen. 
Transformationen der Eldche. 

Wenn auf F' das System | C’— C| nicht existiert, so kann 
es doch geschehen, daB das System |¢C’ — iC| existiert, wo ¢ 
eine passend gewahlte ganze positive Zahl bedeutet. Dies labt 
sich an Beispielen bestitigen, von denen wir einige noch angeben 
werden (§ 8). Daraus folgt aber, daB die durch die Systeme vom 
Typus |iC’—iC) gelieferten Charaktere wesentlich neue. In- 
varianten der Fliche sein kénnen. Es ist deshalb angezeigt, die 
mehrkanonischen Systeme zu betrachten, indem man als 4-kano- 
nisches System, wenn es existiert, das System |iC’— iC], von 
ausgezeichneten Bestandteilen befreit, bezeichnet, und die Anzahl 
der linear unabhingigen i-kanonischen Kurven heift das 7-Ge- 
schlecht P., fiir 1 = 2 insbesondere das Doppelgeschlecht von F. 

Das geometrische Geschlecht p, (= P,) wurde von Clebsch, 
C. R. 67, 1238 (1868) eingefiihrt. Der erste algebraische Beweis 
fiir die Invarianz von p, und des kanonischen Systems wurde von 
Noether, Theorie IJ, 8. 515, gefiihrt, der die Frage von einem 
spdter noch zu erérternden projektiven Gesichtspunkte aus be- 
handelte. In dieser Arbeit von Noether sind auch die Falle, wo 
das kanonische System reduzibel ist, angegeben. 

Noether, C. R. 103, 734 (1886), und Castelnuovo, 
Lomb. Ist Rend. (2) 24, 132 (1891), haben bemerkt, da jede 
Kurve C,-+ K, wo K eine kanonische Kurve von F' und Cy eine 
Kurye eines irreduziblen Systems | C| bedeutet, aus einer belie- 
bigen Systemkurve C eine kanonische Gruppe ausschneidet. Der 
Beweis, daB diese Eigenschaft wirklich die kanonischen Kurven 
charakterisiert, ebenso wie die Definition des kanonischen Systems 
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der mehrkanonischen Systeme und der zugehérigen Charaktere 
py, P, in ihrem Zusammenhange mit dem Fundamentalsatz der 
Adjunktion sind von Enriques, Introduzione, p. 63, Fondamenti, 
p. 38 gegeben worden. Der Zusammenhang zwischen dem kano- 
nischen System zweier Flichen I’, F’, die in einer Korrespondenz 
(1, m) stehen, findet sich bei Enriques, Ricerche, p. 229. Fir 
zwei Flachen, die in einer Korrespondenz (mn, ’) stehen, vegl. 


Severi, Lomb. Ist. Rend. (2) 36, 495 (1908). 


3. Numerische Invarianten. 


Man betrachte auf F ein lineares System |C|, das von 
Basispunkten virtuell frei ist, den virtuellen Grad » und das vir- 
tuelle Geschlecht 2 besitzt, und berechne mit Hilfe der Formeln 
in § 2, Nr. 4 den virtuellen Grad und das virtuelle Geschlecht des 
Systems | C’ — C| so, als ob dieses System immer existierte, dann 
erhalt man die Ausdriicke 


o,=n —4(n—1)+4+n, 
© fe =n’ — 3(n—1)+7, 


wo »,m den virtuellen Grad und das virtuelle Geschlecht von 
| C’| bezeichnen. Diese Ausdriicke andern sich nach der Art ihrer 
Definition nicht, wenn man | C| verindert, so daB sie Charaktere 
der Flache selbst sind. Sie sind relative Invarianten gegeniiber 
den birationalen Transformationen von F’, weil sie sich fiir jede 
ausgezeichnete Kurve erster Art, die eingefiihrt oder beseitigt wird, 
um eine Einheit vermindern oder vermehren. 

Die beiden Invarianten sind nicht unabhingig. Aus der Be- 
ziehung 


(2) n=n+n'— 2, 


die zwischen den Charakteren von C und C’ besteht, folgt in der 
Tat die Relation 


(3) o=o,—I1, 


weshalb man sich gewoéhnlich auf die Betrachtung der Invariante 
beschrainkt. Vgl. Enriques, Introduzione, p. 71, Fondamenti, 
p. 40, Castelnuovo-Enriques, Questioni, p. 180. 

Wenn die Flache eine endliche Anzahl e von ausgezeichneten 
Kurven erster Art besitzt, so wird der Ausdruck w + e eine ab- 
solute Invariante, die mit dem von Noether eingeftihrten Kurven- 
geschlecht p“) zusammenfillt. Sie bedeutet naémlich das virtuelle 
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Geschlecht des kanonischen Systems. Was die absolute Invariante 
, + e betrifft, so fallt sie mit dem virtuellen Grad p®) des ka- 
nonischen Systems zusammen, und die Gleichung (3) verwandelt 
sich in die Gleichung 


die von Noether, Theorie I/, 8S. 521, herriihrt. 


Ein sehr niitzlicher neuer Ausdruck von w wurde yon Castel- 
nuovo, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 6,372, 406 (1897) angegeben: 


o—1 = (x — nn’) —(n’— 2”), 


wobei mu, %° wieder die virtuellen Geschlechter von | C|, | C’| und 
ma das mirtoelta Geschlecht des adjungierten Systems | C” von 
| C’| bezeichnet. 

Von einem anderen mehr elementaren Gesichtspunkte aus, 
bei dem nur die Anwendung des Chaslesschen Korrespondenz- 
-prinzips erforderlich ist, wurde der Charakter m von Severi, 
Torino Atti, 37, 641 (1902) behandelt; dieser gelangt zu dem 
Ausdruck 

o=—e—I9nr+64+9, 


wo o das effektive Geschlecht der Jacobischen Kurve eines irre- 
duziblen Kurvennetzes von dem effektiven Geschlecht mit o 
Basispunkten (die mit der effektiven Multiplizitit genommen 
werden) und ohne Fundamentalkurven bedeutet. 

Der Charakter o von Enriques-Castelnuovo heiBt eine 
numerische oder arithmetische Invariante zum Unterschiede von p,, 
das als geometrische Invariante bezeichnet wird, weil w sich als 
Funktion des projektiven Charakters der Flache ausdriicken 1aBt, 
wahrend ein analoger Ausdruck fiir p, nicht immer méglich ist. 
Ein anderer numerischer Charakter der Fliche /' ist der zuerst von 
Zeuthen, Math. Ann. 4, 1 (1871) und darauf von Segre, Torino 
Atti 31, 485 (1896) angegebene. Haben wir auf F einen linearen 
irreduzibeln Biischel | C| vom Geschlecht x > 0, so ist der Ausdruck 


(5) I=6—o—4n, 


wo o die Anzahl der mit ihren effektiven Multiplizitaéten ver- 
sehenen Basispunkte und 0 die Anzahl der einzelnen Doppelpunkte 
der Biischelkurven bezeichnet, unabhingig von der Wahl des 
Biischels und bildet deshalb einen Charakter der Fliche (Zewthen- 
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Segresche Invariante), der bei den birationalen Transformationen 
der Flache sich wie die Anzahl der ausgezeichneten Kurven (erster 
Art) verindert. Es handelt sich also auch in diesem Falle um eine 
relative Invariante. Zeuthen hatte den Ausdruck von J als Funk- 
tion der projektiven Charaktere von F betrachtet und seine In- 
varianz erkannt; Segre hat J unmittelbar vom Standpunkt der 
Geometrie auf der Fliche behandelt, indem er die Unabhangigkeit 
des Ausdruckes (5) von der Wahl des Systems | C'| bewies. Auf den 
Ausdruck von J als Funktion der projektiven Charaktere von F 
war auch Noether, Theorie II,8. 526, gestoBen, der die Beziehung 
zwischen J, p“) und dem arithmetischen Geschlecht, wie wir noch 
sehen werden, angegeben hat. Castelnuovo-Enriques, Question, 
p. 190, haben mit Hilfe von J den Ausdruck fiir die Anzahl der 
Kurven eines irrationalen Biischels, die Doppelpunkte besitzen, an- 
gegeben. 


§ 4. Projektive Bestimmung der linearen Kurven- 
systeme auf einer Flache. Adjungierte und subadjungierte 
Flachen. Arithmetisches Geschlecht. 


1. Subadjungierte Flaichen. 


Wir betrachten im dreidimensionalen Raum eine Flache F’ 
von der Ordnung » mit beliebigen Singularitéten. Dann heift 
subadjungiert zu EF’ eine Flache, die in jeder beliebigen Ebene als 
Schnitt eine adjungierte Kurve (im Sinne von Brill und Noe- 
ther) der Schnittkurve von F liefert. Die subadjungierten Flichen 
emer gegebenen Ordnung bilden ein lineares System, das auf F 
auper den mehrfachin Kurven ein vollstdndiges lincares Kurvensystem 
ausschneidet 

Man kann demnach mit Hilfe eines linearen Systems von 
subadjungierten Flachen einer gegebenen Ordnung auf F ein be- 
liebiges vollstiindiges lineares System | C| erhalten, das von Basis- 
punkten virtuell frei ist. Es geniigt zu dem Zweck, durch C eine 
subadjungierte Flache ® zu legen von so hoher Ordnung J, daB die 
Konstruktion méglich ist, und dann die Kurve D zu betrachten, 
in der F von @ aufer in C und den mehrfachen Linien geschnitten 
wird. Das System aller ®, die durch D hindurchgehen wird, auf F 
dann aufer D und den mehrfachen Kurven die Kurven des voll- 
stindigen Systems | C| ausschneiden. Sollte das System | C'| be- 
stimmte Basispunkte mit gegebenen virtuellen Multiplizitaiten 
haben, so wiirde es gentigen, die ® die Flache F' in diesen Punk- 
ten schneiden oder in passender Weise beriihren zu lassen. 
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Das vollstiindige System | C| wird durch die Willkiirlichkeit 
der Ordnung / und der subadjungierten ® nicht beeinfluBt. Es ligt 
sich sogar beweisen, daB, wenn auf I" ein (auch nicht volisténdiges) 
Uineares System | C| vorliegt, jeder Rest D ciner Kurve C beziiglich 
der subadjungierten Flichen einer belicbig gegebenen Ordnung auch 
der Rest jeder anderen Kurve C fiir die Subadjungierten dieser Ord- 
nung ist. Hierin besteht der Restsatzg von Noether, Theorie LI, 
S. 509. Dieser Satz wurde von Noether bewiesen, indem er den 
Satz tiber die Form Af + By (Math. Ann. 6, 351 (1873)), von 
den ebenen Kurven auf die Flachen ausdehnte; hieraus folgt aufs 
neue die Hindeutigkeit des vollstindigen Systems, das durch eine 
gegebene Kurve festgelegt wird, und daraus die Tatsache, da die 
subadjungierten Flichen vollstindige Systeme ausschneiden. 


Das umgekehrte Verfahren wurde von Enriques, Jntrodu- 
Zione, p. 33, eingeschlagen, der zuerst die Eindeutigkeit des voll- 
standigen Systems erkannt und auf geometrischem Wege die grund- 
legenden Higenschaften der subadjungierten Fliichen bewiesen hat. 
Besonders zu behandeln ist der Fall der Regelflichen und der der 
Steinerschen Flache (vgl. Kap. XXX, § 8). Weitere Fragen, die 
sich auf den Restsatz fiir Kurven und Flichen beziehen, wurden - 
behandelt von Noether, Theorie II, 8. 510, Berliner Abh. 1882, 
abgedruckt J. f. Math. 93, 271 (1882); Severi, Rend. Circ. U.17, 
73 (1903); Bertini und Severi, Yorino Atti 43, 847 (1908). 


2. Adjungierte Flichen. 


Eine adjungierte Fldche von F heiBt jede subadjungierte Fliche, 
die auBerdem der Bedingung geniigt, daB sie auf F' auBer den 
mehrfachen Linien eine Kurve des Systems | C’+7C| (é ganz- 
zahlig positiv, negativ oder null), wo C einen ebenen Schnitt von 
F und C’ eine Kurve des zu | C| adjungierten Systems bedeutet, 
ausschneidet. Vgl. Enriques, Introduzione, p. 53. Auch fiir diese 
Flachen gilt der Satz von der Vollstindigkeit des linearen Systems, 
das auf F’ durch die Adjungierten einer gegebenen Ordnung aus- 
geschnitten wird. 

Die Fldchen gp, welche die Adjungierten der Ordnung n — 4 
bilden, schneiden auf F auper den mehrfachen Linien und den 
eventuellen ausgezeichneten Kurven das volistiindige kanonische 
System aus. 

Als solche Schnitte der m mit der Grundfliiche / hat Noether 
zum erstenmal die kanonischen Kurven der Fliche betrachtet und 
ihre Invarianz bewiesen: Theorie I, 8. 315, IJ, 8. 515. 
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Wenn F' nur gewohnliche isolierte mehrfache Linien oder 
Punkte besitzt, so werden die Subadjungierten durch die Bedingung 
festgelegt, daB sie mit der Multiplizitat h — 1 durch jede h-fache 
Linie von F’, und die Adjungierten auerdem mit der Multiplizi- 
tat & — 2 durch jeden einzelnen k-fachen Punkt von #' bindurch- 
gehen sollen: Noether, Theorie IJ, 8.510 und Math. Ann. 29, 
360 (1887). 

Wenn F' nur gewohnliche Singularititen (eine Doppellinie 
und auf dieser dreifache Punkte) besitzt, so werden die (mit den 
Subadjungierten zusammenfallenden) Adjungierten einfach dadurch 
festgelegt, da sie durch die Doppellinie hindurchgehen miissen. 


8. Arithmetisches Geschlecht der Fliche. 


Die Anzahl der linearen Bedingungen, die einer Fliche von 
gegebener Ordnung / auferlegt werden, wenn man verlangt, daf 
sie zu F adjungiert sein soll, wird durch einen Ausdruck kl + k’ 
(die Postulation) gegeben, dessen Koeffizienten nicht von J ab- 
hiingen, sondern nur von dem Charakter der Basisgruppe, die sich 
fiir die Adjungierten in den singuléren Linien und Punkten von F 
ergibt. Vgl. Enriques, Introduzione, p. 59; Castelnuovo, Si- 
stemi lineari, p. 16. Dies gilt aber nur, wenn / eine gewisse Grenze 2 
tibersteigt. Ist 4 <<” — 4, so liefert der Ausdruck 


(1) Pam ("g ) BQ — 4) — 8 


demnach die Anzahl der unabhingigen Adjungierten von der Ord- 
nung # — 4, es wird also p, = p,, wenn p, das geometrische Ge- 
schlecht von F’ bedeutet. Aber auch im Falle 2 > » — 4 1aBt sich 
zeigen, daB der Ausdruck (1), mit den projektiven Charakteren 
von F’ gebildet, eine absolute Invariante gegenitiber den biratio- 
nalen Transformationenist, vg]. Zeuthen, Math. Ann. 4, 21 (1871); 
Noether, Theorie II, 8. 506—527. Man findet also eine neue nu- 
merische Invariante p, der Fliche, welche ihr arithmetisches oder 
numerisches Geschlecht heiBt. 

Wenn F' eine Doppellinie von der Ordnung d und dem Ge- 
schlecht « mit ¢ dreifachen Punkten besitzt, so findet man 


pa= ("5 )—@— 4d + Bt a1. 


Fiir eine Regelflache vom Geschlecht p wird das arithmetische Ge- 
schlecht p, = — p; vgl. Cayley, Math. Ann. 3, 527 (1871). 
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Die Betrachtung des arithmetischen Geschlechtes ist von 
grundlegender Bedeutung in der Theorie der algebraischen Fla- 
chen; andere Wege, die zu diesem Begriff fiihren, werden wir 
noch angeben. Wir wollen aber schon hier anfiihren, da nach 
Zeuthen und Noether Enriques, Introduzione, p. 68, die Theo- 
rie des arithmetischen Geschlechtes vollstandig neu aufbaute, in- 
dem er die Dinge von einem anderen, dem Wesen der zu be- 
weisenden Kigenschaften besser angepaSten Gesichtspunkte aus 
betrachtete. Er bewies nimlich, dab, wenn auf F ein irreduzibles 
System |C| vorliegt, die Summe der Defekte aller linearen Scharen, 

die auf der allgemeinen C durch die vollstindigen Systeme 


Re ier CO AO Ne Or, 


ausgeschnitten werden, gleich der Differenz P,— Dy wud. War 
werden noch sehen (§ 5, Nr. 5), wie dieses Resultat von Picard 
und Severi weiter ausgefiihrt worden ist. Einstweilen wollen wir 
nur seinen Zusammenhang mit der Ungleichung p, > p, hervor- 
heben. Es gibt in der Tat, wie wir spiiter sehen werden, Flichen, 
fiir die p, = p,, und Flichen, fiir die p, > p,. Die ersteren heiBen 
reguidr, die letzteren wreguldr und g = p, — p, ihre Irregularitat. 
Diese Unterscheidung hat eine groBe Bedeutung. Zwischen den 
relativen Invarianten w, I (§ 3, Nr. 3) und dem arithmetischen 
Geschlecht p, besteht die wichtige Beziehung, die Noether, Theo- 
rie II, S. 526, angegeben hat: 


o+I=12p,4+9. 


Der urspriingliche Beweis dieser Beziehung stiitzt sich auf die 
Postulationsformeln. Ein anderer Beweis, den Severi, Torino 
Atti 37, 636 (1902) ausgefiihrt hat, kniipft an die Kurvennetze 
auf F an. Aus dieser Betrachtung folet weiter der Ausdruck 


k 
(2) Lae og 


hierbei bezeichnet 7 die Anzahl der mit Spitzen versehenen Kurven 
eines irreduziblen Netzes vom Geschlecht 7, das von Fundamen- 
talkurven frei ist und dessen Basispunkte mit ihrer effektiven 
Multiplizitéit zu nehmen sind. Aus (2) folgt aufs neue die In- 
varianz von p,. Die Beziehungen, welche die Charaktcre o, Laps 
und die kanonischen Systeme zweier in einer algebraischen Korre- 
spondenz (n, n') stehenden Flichen verkniipfen, finden sich bei 
Severi, Lomb. Ist. Rend. (2) 36, 495 (1903). 
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§ 5. Kontinuierliche Kurvensysteme auf einer Flache. 
Der Riemann-Rochsche Satz fiir die Flachen. 


1. Charakteristische Schar eines linearen Systems. 


Es sei | C| ein lineares irreduzibles System von der Dimen- 
sion 7 > 1 und dem effektiven Grad m, dessen Basispunkte mit 
ihrer effektiven Multiplizitat genommen seien. Die lineare Schar 
g,1, die auf einer allgemeinen C von den anderen Kurven des 
Systems ausgeschnitten wird, heiBt die charakteristische Schar von 
|C |. Die Wichtigkeit dieser Schar fiir die linearen Systeme von 
ebenen Kurven wurde zuerst betont von Segre, Rend. Circ. Mat. 
], 217 (1887) und darauf von Castelnuovo, Torino Memorie 
(2) 42, 3 (1891). Fir die Flachen wurde der Begriff systematisch 
‘ausgebeutet von Enriques, Ricerche, p. 192, Introduzione, p. 14; 
Castelnuovo, Soc. Ital. dei XL Mem. (3) 10, 83 (1896). 

Der Begriff selbst ist spiter erweitert worden von Severi, 
Sistemi continui, p. 492, der die charakteristische Schar auf einer 
irreduzibeln Systemkurve C unabhangig von der Betrachtung des 
oo”-fachen (r > 0) Systems |C| definiert hat. Wahlt man ein 
System ||, das |C| partiell, aber nicht als festen Bestandteil 
enthilt, so wird | D| = |H—C|. Wenn dann die Vollschar, der 
die von| E'| auf C ausgeschnittene lineare Schar angehirt, die von 
| D| auf C ausgeschnittene lineare Schar enthalt, so wird die Dif- 
ferenzschar unabhiingig von der Wahl des Systems | Z| und heiBt 
die charakteristische Schar von C. Die Zweckmifigkeit dieser Er- 
weiterung geht aus dem Folgenden hervor. 


2. Charakteristische Schar eines kontinuierlichen 
Systems. Fundamentalsitze. 


Wir betrachten auf F ein nichtlineares algebraisches System 
{ C} von co” irreduziblen Kurven C, dessen Basispunkte mit ihrer 
effektiven Multiplizitat genommen seien, und setzen voraus, daB 
das System selbst als Gesamtheit der Kurven C irreduzibel sei. Wir 
bezeichnen mit ” den effektiven Grad des Systems, d. h. die An- 
zahl der verinderlichen Schnittpunkte zweier C. Das System {C} 
soll kurz als ein kontinuwierliches Kurvensystem der Fliche be- 
zeichnet werden, um so mehr als fiir den folgenden Begriff es nicht 
wesentlich ist, daB das System algebraisch ist. 

Charakteristische Schar des kontinuierlichen Systems hei®t die 
lineare Schar g’,*, die auf der allgemeinen C von den ihr unend- 
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lich benachbarten Kurven ausgeschnitten wird. Es liBt sich be- 
weisen, daB diese g?,* nichts anderes ist wie die im vorstehenden 
als charakteristische Schar der Kurve C definierte Schar. 


Ein kontinuierliches System heiBt vollstdindig, wenn es nicht 
in einem umfassenderen System von Kurven derselben Ordnung 
enthalten ist. 


Diese Begriffe wurden eingefiihrt von Severi, Sistemi con- 
tinui, p. 496, 501. 


Es besteht nun der folgende Hundamentalsatz von Enri- 
ques, Bologna Rend. 13,, 382 (1904), C. R. 140, 133 (1905); 
_ygl. auch Severi, Rend. Circolo M. 20, 93 (1905): die charak- 
teristische Schar eines volistdindigen kontinuierlichen Systems auf 
einer beliebigen Fldche F ist immer vollstdndig. Der Beweis dieses 
Satzes wird sehr einfach, wenn man ein allgemeines Prinzip benutzt, 
das ebenfalls Enriques aufgestellt hat, nimlich das Prinzip, daB 
eime verdnderliche algebraische Kurve eines kontinuierlichen Systems 
nicht zerfallen kann, ohne neue Doppelpunkte zu erhalten. 


Das vollstindige lineare System | C|, das durch die all- 
gemeine C eines vollstindigen kontinuierlichen Systems {C'} fest- 
gelegt wird, ist vollstindig in {C} enthalten, so daB die charak- 
teristische Schar von | C| vollstindig in der charakteristischen Schar 
von {C} enthalten ist. Daher existieren auf einer Fliche F’, wenn 
sie ein vollstandiges, nicht lineares kontinuierliches System ent- 
hilt, vollstandige lineare Systeme, welche eine nicht vollstindige 
charakteristische Schar besitzen. Und umgekehrt lift sich nach 
dem oben ausgesprochenen Satz behaupten, dab, wenn F’ ein voll- 
stindiges lineares System | C| enthalt, dessen charakteristische Schar 
nicht vollstindig ist, ein umfassenderes nicht lineares kontinuier- 
liches System existiert, welches | C| vollstandig enthalt, so daB 
die Fliche auch nicht lineare vollstindige Systeme besitzt. 

Es 14B8t sich beweisen, daB der Defekt der charakteristischen 
Schar eines volistiindigen linearen Systems |C| auf einer Fldche F 
mit der Irregularitat q = py — p, te Zahl q nicht tibersieigt und 
dap auf F' lineare Systeme existieren, fiir welche diese obere Grenze 
wirklich erreichtwird. Dieses wichtige Resultat verdanktmanCastel- 
nuovo, Sistemi lincari, p. 292, der es unabhiingig von dem Be- 
griff der charakteristischen Schar eines kontinuierlichen Systems 
bewiesen hat. Einen anderen einfachen Beweis hat spiiter Severi, 
Rom. Acc. Linc. Rend. 12, 257 (1903) gegeben. Der natiirlichste 
Weg, um zu dem angefiihrten Resultat zu gelangen, scheint aber 
der zu sein, es aus der allgemeinen Theorie der kontinuierlichen 
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Systeme abzuleiten. Vgl. Severi, Ven. Ist. Atti 68, 833 (1909). 
Wenn man diesen Weg verfolgt, so gelangt man wirklich zu einer 
vollig neuen Definition von p,, die anscheinend auBer Verbindung 
mit der friiheren steht. Der Ubergang zwischen den zwei Defini- 
tionen wird aber durch einen Satz vermittelt, den Picard, J. f. 
Math. 129, 284 (1905) und Severi, Rom. Ace, Line. Bow ye 
465 (1908) bewiesen haben. 


3. Die charakteristische Higenschaft der irreguliren 
Flaichen. 


Das erste Beispiel von irregularen Flachen (p, > p,) wird 
durch die Regelfliichen geliefert (Cayley) und allgemeiner durch 
die Flichen, die einen irrationalen Kurvenbiischel enthalten, wie 
Castelnuovo, Soc. ital. dei XL, Memorie (3) 10, 102 (1896) 
gezeigt hat. Spiiter bewies Enriques, Rend. Circ. Mat.13 (1899), 
daB jede Fliche irregular ist, welche ein nicht in einem linearen 
Kurvensystem der gleichen Ordnung enthaltenes kontinuierliches 
Kurvensystem enthalt. Dieses Resultat ist aus dem Begriff der 
charakteristischen Reihe eines kontinuierlichen Systems leicht ab- 
zuleiten. Vgl. Severi, Sistemi continui, p. 503. Tatsiichliche Bei- 
spiele von Flachen mit nichtlinearen koutinuierlichen Systemen 
wurden angegeben von Maroni, Torino Atti 38, 149 (1903); De 
Franchis, Rend. Circ. M. 17, 104 (1903); Severi, Torino Att 
38, 3 (1903), welche die Eigenschaften der die oo? Punktepaare 
einer oder zweier Kurven darstellenden Flachen vollstindig unter- 
sucht haben. 


Diese verschiedenen Resultate fiihrten zu dem Gedanken, daB 
die irreguliren Flichen durch die Existenz nichtlinearer kontinuier- 
licher Systeme vollstiindig charakterisiert seien. Der in Nr. 2 an- 
gefiihrte Fundamentalsatz von Enriques beantwortet diese Frage 
in der Tat im bejahenden Sinne. Daraus folgt: 


Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine Flache 
irregulir ist (p,> p,), ist, daB sie nichtlineare vollsténdige Systeme 
besitet. 


4. Der Riemann-Rochsche Satz ftir die Flachen. 


Der angefiihrte Satz von Castelnuovo tiber die obere Grenze 
des Defektes der charakteristischen Schar eines vollstindigen li- 
nearen Systems | C| auf einer Fliche F' von der Trregularitat 


Cat cham Lo 
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_ erlaubt sofort eine untere Grenze fiir die Dimension r des Systems 
|C| anzugeben. Man findet 

(1) Pana pp 1 = 4, 

wo n, « Grad und Geschlecht von | C| und i den Specialititsindex 
des Systems |C|, d. h. die Anzahl der linear unabhiingigen ka- 
nonischen Kurven, welche eine C enthalten, bedeuten (es ist i = 0, 
wenn das System nicht spezial ist). Die Ungleichheit (1) pflegt 
man als den Riemann-Rochschen Satz fiir die Flichen 2 be- 
zeichnen wegen ihrer Analogie mit dem entsprechenden Satz fiir 
die algebraischen Kurven. Sie wurde von Noether, C. R. 103, 
734 (1886) ausgesprochen, aber die kurze Andeutung des Be- 
weises, die der Verfasser gab, setzte die Regularitit der Fliche 
stillschweigend voraus. Mit derselben Frage, immer mit der Be- 
schrankung auf die reguliiren Flichen, beschiftigte sich spiiter 
Enriques, Ricerche, p. 213. Allgemein wurde die Beziehung auf- 
gestellt von Castelnuovo, Sistemi lineari, p. 300. Vgl. auch 
Severi, Rom. Acc. Lincet Rend. 12, 252 (1903). 

Fir ein gentigend groBes Vielfaches | C| des Systems der 
ebenen Schnitte einer Fliche des dreidimensionalen Raumes, die 
nur gewohnliche Singularititen besitzt, oder einer singularititen- 
freien Flache eines Uberraums gilt in (1) das Gleichheitszeichen 
(und auBerdem wird i=0). Vgl. Castelnuovo, Sistemi lineari, 
p- 317 Jedes lineare System, dessen Dimension durch die rechte 
Seite von (1) angegeben wird, heiBbt reguddr. 

Aber diese Resultate beziehen sich nur auf die irreduziblen 
linearen Systeme, deren Dimension > 2 ist. Man kann indessen 
allgemeiner beweisen, daB, wenn die virtuellen Charaktere n, x, 1 
einer reduzibeln oder irreduzibeln Kurve C, auf welcher auch Basis- 
punkte mit virtuellen, von den effektiven verschiedenen Multiplizi- 
tdten vorgeschrieben sein kinnen, der Ungleichung geniigen 


(2) a—n+p,+1—-iL0, 
C ein volistindiges lincares System |C\ von der Dimension 
ro2n—x+p,+1—-1 


festlegt. Dies wurde bewiesen von Severi, Torino Atti 40, 766 
(1905), Ven. Ist. Atti 68, 829 (1909). Der angefiihrte Satz liefert 
auch eine hinreichende arithmetische Bedingung dafiir, dap die Dif- 
ferenz | A — B| eweier linearer Systeme | A|, | B| existiert, indem 
dafiir geniigt, daB die Charaktere n, ,% der virtuellen Kurve 
A—B 
49* 
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der Ungleichung (2) gentigen. Vgl. Severi, Lomb. Ist. Rend. (2), 
38, 859 (1905). AuBerdem laBt sich beweisen: Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, dag die Differenz | A — B| 
existiert, ist, dap das dem| B) adjungierteSystem | B’ | auf der Kurve A 
eine speziale Schar ausschneidet. Vgl. Severi, Ven. Ist. Atti, 68, 
836 (1909). Fiir die Anwendbarkeit dieses Satzes ist nur er- 
forderlich, daB die Kurve B geeignet ist, ein kontinuierliches 
System von positivem Grade zu definieren. 

Man kann auch eine untere Grenze fiir die Dimension R 
eines vollstindigen kontinuierlichen Systems {C} finden, dem das 
System |C| angehirt. Es 148t sich namlich zeigen, daB, wenn 
die Ungleichung (2) erfiillt ist, das vollstdndige kontinuierliche System 
{C} aus coPg—Pa linearen Systemen |C| besteht, derart, dap sich 
ergibt 

RE&n—x+p,+1—i. 


Dieser Satz stammt von Enriques und Severi, vgl. Severi, 
Torino Atti 40, 766 (1905). 

Die co2(¢ = p,— p,) linearen Systeme, die in einem voll- 
stdndigen kontinwierlichen System enthalten sind, kinnen durch die 
Punkte einer algebraischen Mannigfaltigkeit von Punkten dargestellt 
werden, die eine vertauschbare kontinuierliche Gruppe von oo% bi- 
rationalen Transformationen mm sich zula Bt. Es ist dies die sogenannte 
Picardsche Mannigfaltigkeit. Dieser wichtige Satz stammt von 
Castelnuovo, C. R. 140, 223 (1905), Rom. Acc. Line. Rend. 
(5) 14, 553 (1905) (vgl. § 7, Nr. 3). Wenn die Fliche F, deren 
Trregularitit @ > 0, keinen Kurvenbiischel des Geschlechtes g ent- 
hilt, so ist J’ einer (eventuell mehrfachen) Flache ©, die in der 
Picardschen Mannigfaltigkeit enthalten ist, birational aquivalent. 
Vgl. Severi, Ann. di Mat. (3) 20, 206 (1913). 


5, Regularitat der adjungierten Systeme. 

Wenn ein lineares System | C’| mit den Charakteren n’, 2’ 
sich als das adjungierte eines anderen Systems | C’'| ansehen laBt, 
so kann man unter sehr allgemeinen Bedingungen die Ungleichung, 
welche den Riemann-Rochschen Satz ausdriickt, ersetzen durch 
die Gleichung 


r=n—wt+p,+1, 
wo” die Dimension des Systems | 0’ | bedeutet, das offenbar nicht 
spezial ist (¢’ = 0). 
In der Tat hat Picard, J. f. Math. 129, 284 (1905), mit — 
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Hilfe der einfachen Integrale erster Gattung, die zu der Flache 
gehéren, bewiesen, da das dem System der ebenen Schnittkurven 
einer Flache des gewdhnlichen Raumes adjungierte System regu- 
lar ist. Allgemeiner hat Severi, Rom. Acc. Lincei Rend. 17, 
465 et 908), gezeigt, daB das irgend einer irreduzibeln Kurve C adjun- 
gierte System, wenn sich durch die Kurve ein kontinuierliches System 
vom Grade > 0 definieren lift, reguldr ist. Den Beweis dieses 
Satzes erhilt man auf geometrischem Wege durch die charakte- 
ristische Schar eines kontinuierlichen Systems. Man gelangt so zu 
dem folgenden Theorem, von dem das angefiihrte eine einfache 
Folgerung ist: 

Auf der aligemeinen Kurve eines beliebigen irreduzibeln linearen 
Systems |D|, das als Teil die oben genannte Kurve C enthdilt, 
schneidet das vollstindige System | D — C| eine Vollschar aus. 

Das von Picard und Severi gewonnene Resultat liefert 
eine nahere Bestimmung fiir den Satz von Enriques, der in § 4, 
Nr. 3 ausgesprochen ist, indem es zeigt, wie, sobald die C geeignet 
ist, ein kontinwierliches System vom positiven Grade festzulegen, der 
Defekt der kanonischen Schar, die von | C’| auf C ausgeschnitten 
wird, der Irregularitat der Flache gleich wird, wahrend die Systeme 


PORES |b akOs 9 Olgas, 


auf C eine (nichtspeziale) Vollschar ausschneiden. 

Die Postulationsformel, welche die Anzahl der Bedingungen 
dafiir angibt, daB eine Fliche von der Ordnung / einer Flache 
von der Ordnung m adjungiert ist, gilt in jedem Falle, wo 


1>m— 3, 


wihrend sie nicht gilt fiir’ =m — 4, wenn die Flache irregular ist. 


§ 6. Die Basis der Gesamtheit aller Kurven einer Fliache. 
Aquivalenzkriterien. 


1. Aquivalenzkriterien. 


Hat man auf einer Flache F zwei algebraische Kurven A, B, 
so mu8 man hiaufig bestatigen, ob A und B aquivalent sind, d. h. 
ob ein lineares System existiert, dem sie als volle Kurven an- 
gehoren. Es ergibt sich nun, da8 wenn zwei Kurven A und B auf 
den Kurven C eines beliebigen kontinuierlichen cot Systems & vom 
Index v dquivalente Gruppen ausschneiden, die Kurven vA, vB 
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diquivalent sind oder sich um Fundamentalkurven von & unterscheiden. 
Vgl. Severi, Zeorema d’ Abel, p.68; Ven. Ist. Alti 70, 380 (1911). 

In anderen Fallen handelt es sich darum, zu wissen, ob ein 
kontinuierliches System ganz in einem linearen System enthalten 
ist oder nicht. Um zu bestdtigen, dap die Kurven eines kontinmer- 
lichen Systems dquivalent sind, geniigt es, nachzuweisen, dap sie auf 
emer cinzigen Kurve, durch die sich ein kontinuierliches System von 
einem Grade > 0 festlegen luft, dquivalente Gruppen ausschneiden. 
Vgl. Severi, Ven. Ist. Atti 65, 630 (1906). 

Andere Aquivalenzkriterien fiir die Kurven eines kontinuier- 
lichen Systems sind die folgenden: 

Jedes rationale Kurvensystem ist in einem /inearen System 
enthalten. Vgl. Enriques, Rend. Circolo M. 10 (1896); Severi, 
Ven. Ist. Atti 70, 376 (1911). 

Ein kontinuierliches System erster Stufe vom Index v (v ist 
die Anzahl der Kurven C, die durch einen beliebigen Punkt P 
von F' gehen), von der Art, da8 die reduzible Kurve, die aus den 
v Kurven, welche durch P gehen, zusammengesetzt ist, bei ver- 
anderlichem P sich selbst immer iiquivalent verbleibt, besteht auch 
selbst aus aquivalenten Kurven (vgl. Severi, Yeorema d’ Abel, 
p. 74). 

Wenn man auf F' ein kontinuierliches System erster Stufe 
von irreduziblen Kurven C des effektiven Geschlechts 7 ohne ver- 
inderliche mehrfache Punkte zieht, so sind die C dann und nur 
dann %quivalent, wenn die Anzahl 0 der C, die auBerhalb der 
Basispunkte einen Doppelpunkt besitzen, gegeben ist durch 


d=vn+o+4x+ JD), 


wobei den effektiven Grad v den Index des Systems, und J die 
Zeuthen-Segresche Invariante von F’ bedeutet. Wenn die C nicht 
aquivalent sind, so ist 0 kleiner als der vorstehende Ausdruck. 
Vgl. Torelli, Torino Atti, 42, 86 (1906). Aquivalenzkriterien 
von transzendenter Form findet man in § 7, Nr. 4. 


2. Algebraisch verkniipfte Kurven. 

Man sagt, mehrere auf J” gezogene Kurven C,, C,,...G 
sind algebraisch verkniipft, wenn eine lineare Kombination mit 
ganzzahligen positiven Koeffizienten einiger von ihnen demselben 
irreduzibeln algebraischen System wie eine ebensolche Kombination 
der tibrigen Kurven angehért. Bezeichnet man mit »,, die Anzahl 


Ff a 
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der gemeinsamen Punkte der Kurven C,, C,, mit ,,, m, den vir- 
tuellen Grad und die Ordnung der Kurve C,, so bedeutet das Ver- 
schwinden der Matrix 


{| 
My, Nyy ses Nyy My 
Noy Mg++. + My, Mg 
Ny Mess + Ny M, | 


die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap C,,... C, 
algebraisch verkniipft sind. 

Im Falle von nur zwei Kurven A, B 1a8t sich etwas mehr 
sagen, wenn ihre virtuellen Grade positiv und gleich der Anzahl 
ihrer Schnittpunkte sind. In diesem Fall gehéren die beiden Kur- 
ven oder zwei passende gleiche Vielfache 1.4, 2B von ihnen dem- 
selben kontinuierlichen System an. 


3. Basis der Gesamtheit aller Kurven einer Fliache. 


Kann die Anzahl der algebraisch unabhingigen Kurven auf #’ 
tiber alle Grenzen wachsen? Die Antwort auf diese Frage liegt in 
dem folgenden Satz: 

Auf einer Fliiche F lapt sich immer eine endliche Anzahl von 
Kurven C,, C,...C, so festlegen, dap jede andere Kurve der Fldache 
mit diesen algebraisch verkniipft ist. 

Eine Gruppe von Kurven wie C,,...C, heiBt eine Basis fiir 
die Gesamtheit der Kurven von F' und o@ die Basiszahi der Flache. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap e Kurven 
eine Basis bilden, ist, daB die Determinante (die Diskriminante 
der Basis) 

My, Myg--- Mo 
pa Me Man + Mae 


ies 
|%1  Noa-s Mo | 


nicht verschwindet, wobei die n,, dieselbe Bedeutung haben wie vorhin. 
Die quadratische Form 9 = > Nizpdih, heiBt die quadratische 


Grundform der Basis. 
Die Basiszahl ist eine relative Invariante der Fliche, die 


wie die Anzahl der ausgezeichneten Kurven (erster Art) variiert. 
Wenn die Basis C,, .. C, die Eigenschaft hat, daB fiir eine 
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beliebige Kurve C von F' der Koeffizient von C bei der algebrai- 
schen Verkniipfung zwischen C, C,,...C, ein Teiler der Koef- 
fizienten von C,,...C, ist, so nennt man die Basis intermedidr. 
Es 1a8t sich zeigen, daB eine Basis intermedidr ist, wenn thre Dis- 
kriminante D den kleinsten absoluten Wert erlangt. 

Die quadratischen Grundformen der verschiedenen inter- — 
mediiiren Basen sind alle einander aquivalent (fiir lineare ganz- 
zahlige Substitutionen vom Modul +1). Die Grundform einer 
intermediiren Basis heiBt deshalb auch die quadratische Grund- 
form der Fldche. 

Die Anzahl der verschiedenen algebraischen Systeme, die mit 
einer gegebenen ganzen Zahl 1 muitipliziert dasselbe algebraische 
System ergeben, kann eine bestimmte ganzzahlige Grenze o nicht 
itibersteigen, die so ein Charakter der Fliche wird. 

Die Division durch 4 wird eindeutig dann und nur dann, 
wenn A und o zueinander prim sind. 


Es 1a8t sich nun zeigen, daB man auf F' @ + 6 — 1 Kurven 
so auswihlen kann, dap jede Kurve von F sich aus diesen durch 
Summation und Subtraktion (die man auch auf die nichtlinearen 
kontinuierlichen Systeme anwenden muf, wenn die Flache irregu- 
lar ist) gewinnen lift. Eine solche Gruppe von eg + o — 1 Kurven 
heiBt eine Minimalbasis. 

Fiir den Inhalt dieser Paragraphen vgl. Severi, C. R. 140, 
361 (1905), Math. Ann. 62,194 (1906), Ann. éc. norm. (3), 25, 
449 (1908), Rend. Cire. M. 30, 265 (1910). 

Die Existenz der Basis wurde auf andere Weise bewiesen 


von Poincaré, C. R. 149, 1026 (1909), Ann. éc. norm. (3) 27, 
55 (1910). 


§ 7. Einfache und mehrfache Integrale, die zu einer 
Flache geho6ren. 


1. Einfache Integrale. 

Wir betrachten das vierdimensionale Riemannsche Gebilde R, 
welches das Bild der reellen oder komplexen Punkte einer alge- 
braischen Fliche F liefert, und einen Weg o auf R, der zwei 
Punkte P), P, verbindet; diese Punkte mégen den Punkten 


(Xo %o%)s  (&1 11) 
von £ entsprechen. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB das 
Integral 
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I= [(Adx + Bay), 


wo A, B rationale Funktionen des Punktes (z, y, z) von F' be- 
deuten, sich nicht uindert, wenn man die Punkte P,, P, festlaBt 
und den Weg o kontinuierlich verindert, ohne dabei Singulari- 
tétsstellen von A, B zu tiberschreiten, ist die, daB auf F' die Inte- 
grabilitdtsbedingung erfillt ist: 

ED 

dy dx 
Die Ableitungen sind so zu verstehen, daB man auf die algebrai- 
sche Abhiangigkeit des z von x, y Riicksicht nimmt. 


Nimmt man an, da diese Bedingung erfiillt ist, und be- 
trachtet J als Funktion seiner oberen Grenze, so erhilt man das 
Integral eines vollstdndigen Differentials, oder ktirzer ausgedriickt, 
ein einfaches Integral, das zu F' gehirt. 

Der Wert von J lings eines Ringweges auf I’, oder besser ge- 
sagt auf R, d. h. lings eines geschlossenen Weges auf R, ist eine 
Periode des Integrals. Die Periode indert sich nicht bei einer kon- 
tinuierlichen Deformation des Ringweges. 


Auf F 1aBt sich eine endliche Zahl r von Ringwegen 


45055 ov 6 


r 


so festlegen, daB jeder andere Ringweg von F' sich durch eine 
kontinuierliche Deformation auf eine passende Summe von Viel- 
fachen dieser in dem gehérigen Sinne genommenen Ringwege zu- 
riickfithren 14Bt. Von den Ringwegen o kann man annehmen, daf 
keiner von ihnen, einfach oder mehrfach genommen, sich auf eine 
lineare Kombination der iibrigen reduziert, und insbesondere, dab 
keiner von ihnen durch eine kontinuierliche Deformation auf einen 
Punkt zusammengezogen werden kann. Die ganze Zahl p, = r + 1 
heiBt der lineare Zusammenhang vou fF. 

Die Periode von J fiir einen beliebigen Ringweg driickt sich 
aus als eine ganzzahlige lineare Kombination der Fundamental- 
perioden fiir die Ringwege o und anderer Perioden fiir unendlich 
kleine Ringwege, die sich aber doch nicht, ohne durch singulire 
Stellen des Integrals J hindurchzugehen, auf Punkte reduzieren 
lassen. Diese letzten Perioden heiBen polare Perioden des Integrals J, 
die anderen zyklische Perioden. Das Integral I heibt von der ersten 
Art, wenn es in jedem Punkte von F endlich bleibt, von der zwei- 
ten Art, wenn es nur polare Singularitiiten besitzt, d. h. wenn es 
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zwar lings einer oder mehrerer algebraischer Kurven, der polaren 
Kurven des Integrals, unendlich wird, aber keine polaren Perioden 
besitzt, von der dritten Art, wenn es logarithmische Singularititen, 
die eine oder mehrere algebraische logarithmische Kurven erfillen, 
und eventuell auch polare Singularititen besitzt. Ein unendlich 
kleiner Ringweg, der eine logarithmische Singularitét umkreist, 
liefert eine nichtverschwindende polare Periode, die fiir alle 
Punkte einer und derselben irreduzibeln logarithmischen Kurve 
konstant ist. 

Hin Integral erster Art, dessen simtliche Perioden verschwinden, 
ist eine Konstante. Ein Integral zweiter Art, dessen samtliche 
- Perioden verschwinden, ist eine rationale Funktion. 

Die erérterten Begriffe sind invariant fiir die birationalen 
Transformationen der Fliche. 

Der Begriff der zu einer algebraischen Fliche gehdrenden 
einfachen Integrale wurde eingefithrt von Picard, C. R. 99, 961 
und 1147 (1884), J. de Math. (4) 1, 281 (1885), 2, 329 (1886), 
Ann. éc. norm. (3) 18, 397 (1901). Ausfithrlich sind sie behandelt 
in dem Lehrbuch von Picard-Simart. 


2. Hinfache Integrale zweiter Art. 


K6nnen die Perioden eines Integrals zweiter Art lings eines 
Systems von fundamentalen Ringwegen 6,,...6, beliebig an- 
genommen werden? Diese Frage bietet sich in Analogie zu der 
bekannten Eigenschaft der Abelschen Integrale zweiter Art dar. 
Nun hat Picard, J. de Math. (4) 5, 184 (1889), C. R. 124, 
532 (1897) bewiesen, daB man wirklich durch willkiirliche Fest- 
lgung dcr Pertoden ldngs der fundamentalen Ringwege 6,,... 6, 
(bis auf eine additive rationale Funktion) ein einfaches Integral 
eweiter Art der Fldche bestimmen kann. 

Dieses Resultat bildet die Grundlage fiir die Theorie der ein- 
fachen Integrale einer Flache. 

Ein anderer Begriff, der auch von grundlegender Bedeutung 
fiir die spiter anzufiihrenden Resultate ist, ist der der rationalen 
Residualfunktionen eines einfachen Integrals zweiter Art lings der 
eigenen polaren Kurven. Der interessanteste Fall ist der, wo das 
Integral J unendlich von der 1. Ordnung nur liings einer irredu- 
zibeln und yon mehrfachen Punkten freien Kurve C wird, weil 
man beweisen kann, daB jedes Integral sich auf diesen Fall durch 
Subtraktion einer geeigneten rationalen Funktion zuriickfithren 
laBt. Es sei 

F(a, y, 2) =0 


a 
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die Gleichung der Fliche F’, die nur gewohnliche Singularititen 
besitzen soll. Das Abelsche Integral zweiter Art, das durch J 
auf einer Schnittkurve y = konst. bestimmt wird, liefert ein Re- 
siduum in jedem Punkte, wo C die betrachtete Ebene schneidet. 
Das Residuum selbst wird eine rationale Funktion (a, y, 2) des 
verinderlichen Punktes (xyz) auf C, und dies ist die rationale Resi- 
— dualfunktion, die von I auf seiner Polarkurve bestimmt wird. Die 
Bestimmung der Pole und der Nullstellen von @ zeigt, da die 
Lage der Pole und eines Teils der Nullstellen yon dem betrach- 
teten Integral unabhingig ist. Von Integral zu Integral variiert 
allein eine Gruppe von Nullstellen, die auf O eine Gruppe der 
charakteristischen Schar bildet (die charakteristische Gruppe, die 
von I auf seiner polaren Kurve bestimmt wird). Dies gestattet, die 
__Existenz von einfachen Integralen zweiter Art an geometrische 
Eigenschaften der Fliche zu kniipfen. Uber den Begriff und die 
Bestimmung der Residualfunktion vgl. Severi, Rom. Acc. Line. 
Rend. 13, 253 (1904), Math. Ann. 61, 27 (1905). 


3. Zusammenhang der einfachen Integrale erster und 
zweiter Art mit den Irregularitaten der Fliche. 

; Kann man die Anzahl der einfachen Integrale erster und 

zweiter Art durch die geometrischen Charaktere der Fliche aus- 

driicken, ebenso wie man die Anzahl der Abelschen Integrale 

erster und zweiter Art durch das Geschlecht einer Kurve aus- 

driickt? Auf diese Frage gibt der folgende Satz die Antwort: 

Eine Fltche von der Irregularitat ¢ = p, — pz besitat q linear 
unabhingige einfache Integrale erster Art und 2q unabhingige em- 
fache Integrale gweiter Art. Die Anzahl der Perioden dieser Inte- 
grale betrdgt 2q, so daB 2q¢-+1 der lineare Zusammenhang der 
Fldche wird. 

Dieser Satz ist das zusammenfassende Resultat von Unter- 
suchungen, die in den Jahren 1904 und 1905 rasch aufeinander 
folgten und herriihren von: Severi, Rom. Acc. Linc. Rend. 13, 
253 (1904), Torino Atti 40, 288 (1905), C. R. 140, 926 (1905), 
Ann. di Mat. (3) 12, 55 (1905), Math. Ann. 61, 27 (1905); 
Enriques, Bologna Rend. 9, 5 (1904); Castelnuovo, C. R. 
140, 220 (1905), Rom. Ace. Linc. Rend. (5), 14, 545, 593, 655 
(1905). Vgl. auch Picard, C. R. 140,915 (1905), wo auf anderem 
Wege das von Severi in der ersten der angeftihrten Arbeiten er- 
haltene Resultat bewiesen ist. 

Das qualitative Resultat, da8 die Irregularitit der Flache 
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gleichbedeutend mit der Existenz einfacher Integrale erster und 
zweiter Art ist, faBt zwei einander ergiinzende reziproke Sitze zu- 
sammen, die yon Severi und Enriques herrihren. 


Das quantitative Resultat folgt aus den Untersuchungen von 
Severi tiber das Abelsche Theorem fiir die Flichen und den 
Untersuchungen von Castelnuovo tiber die Picardsche Mannig- 
faltigkeit (§ 5, Nr. 4). 

Weitere Einzelheiten findet man in der Monographie von 
Castelnuovo-Enriques am Ende des Lehrbuches von Picard- 
Simart. Ein anderer Beweis des angefiihrten Satzes riihrt her 
von Poincaré, ©. R. 149, 1026 (1909), Ann. éc. norm. (3) 27, 
55 (1910). Wir fiihlen uns endlich verpflichtet, noch eine schéne 
Abhandlung von Humbert, J. de Math. (4) 10, 169 (1894) au 
nennen. Es ist dort durch Betrachtungen, die sich spater als ntitz- 
lich erwiesen haben, folgender besondere Fall des oben angefihr- 
ten Satzes gefunden worden: Auf jeder Fliche, welche keine ein- 
fachen Integrale erster Art besitzt, ist jedes kontinuierliche System 
von algebraischen Kurven in einem linearen Systeme enthalten. 


4. Das Abelsche Theorem fiir die algebraischen Flichen. 

Das Abelsche Theorem driickt die Bedingung der Aquiva- 
lenz fiir die Scharen von Punktgruppen auf einer Kurve aus. Die 
analoge Frage bietet sich auch fiir die Flichen dar, nimlich die 
Frage, wie man durch die einfachen Integrale erster Art die Be- 
dingung dafiir ausdriicken kann, daB die Kurven eines kontinuier- 
lichen Systems &quivalent sind. Severi, Tcorema d’ Abel, p. 63, 
hat nun den Satz bewiesen: Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, daB die Kurven C eines auf einer Fldche F ent- 
haltenen kontinwicrlichen Systems demselben linearcn System an- 
gehéren, ist, dap die Summe der Werte, die jedes einfache Integral 
erster Art in den gemeinsamen Punkten zweier C annimmt, sich bei 
eimer kontinwierlichen Verdnderung der beiden Kurven nicht dndert. 

Aber das Abelsche Theorem fiir die Kurven liefert auBer- 
dem die Bedingung der Aquivalenz fiir zwei Punktgruppen, die 
aus einer gleichen Anzahl yon Punkten bestehen. Fiir die Flichen 
besteht auch hierzu eine bis zu einem gewissen Grade analoge 
Kigenschaft: 


Wenn auf der Flache F zwei Kurven A, B von derselben 
Ordnumg gegeben sind, deren virtuelle Grade der Anzahl ihrer 
Schnittpunkte gleich sind, und eine dritte Kurve C, durch die sich 
ein kontinuierliches System von einem Grade > 0 festlegen ldpt, 
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so gehéren, sobald jedes einfache Integral erster Art fiir die Punkt- 
gruppen, m denen C von A, B geschnitten wird, bis auf eine 
Periode dieselbe Summe liefert, zwei geeignete gleiche Vielfache von 
A, B als volle Kurven demselben linearen System an. Vgl. Severi, 
Rend. Cire. M. 21, 280 (1906). 


Das gewoéhnliche Abelsche Theorem li8t sich indessen noch 
in anderer Weise erweitern, niimlich so, da8 man zu bestimmen 
sucht, wann eine Involution von Panktgruppen auf F' regular ist. 
Es 1a8¢ sich zeigen, daB die notwendige und hinreichende Beding- 
ung dafiir, dap eine auf F gegebene Involution regular ist, darin 
_ besteht, dap die Summe der Werte jedes einfachen Integrals erster 
Art fiir die Punkte einer Gruppe der Involution bei kontinuierlicher 
Verdnderung dieser Gruppe konstant bleibt. Vgl. Severi, Teorema 
d’ Abel, p. 74. Ein besonderer Fall dieses Satzes findet sich bei 
Poincaré, C. R. 99, 1145 (1884), 100, 40 (1885). 


5. Rationale Bestimmung der einfachen Integrale 
erster Art. 


Picard, J. de Math. (4) 1, 287 (1885) hat die Bestimmung 
der einfachen Integrale einer Fliche F' von der Ordnung m, deren 
Gleichung 

F(a, y, 2) =0 


gegeben ist, auf die Ermittelung dreier Polynome von bestimmter 
Ordnung zuriickgefiihrt, die einer aus der Integrabilititsbedingung 
abgeleiteten Differentialgleichung gentigen. 

Indessen mu8 man zur Vervollstindigung der Theorie auch 
eine rationale Bestimmung der Integrale erster Art finden, die der 
Bestimmung der Abelschen Integrale erster Art fir eine Kurve 
der Ordnung m durch die adjungierten Kurven von der Ordnung 
m — 3 analog ist. Mit dieser Frage hat sich Severi, C. R. 152, 
1079 (1911) beschaftigt, der zu dem folgenden Resultat gelangt ist: 


Man setze der Hinfachheit wegen voraus, daB F' nur gewohn- 
liche Singularitiiten besitzt. Man betrachte eine (zu F' adjungierte) 
Fliche P =O von der Ordnung m— 2, die durch die Doppel- 
linie von F, durch die unendlich ferne Gerade der Ebene y = O und 
durch die Beriihrungspunkte der F’ berithrenden Ebenen y = konst. 
hindurchgeht. Hine solche Flache mu8 existieren, wenn J’ ein- 
fache Integrale erster Art besitzt. Hs sei D die Kurve von der 
Ordnung m — 3, in der P= noch von der unendlich fernen 
Ebene geschnitten wird. Man betrachte eine andere adjungierte 
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Fliche Q@ = 0, von der Ordnung m — 2, die durch die unendlich 
ferne Gerade der Ebene x = 0, die Berithrungspunkte der beriih- 
renden Ebenen x = konst. und die Kurve D hindurchgeht. Diese 
Bedingungen bestimmen Q eindeutig. Hs wird dann 


"Pda + Qdy 


[= Bo 


ein einfaches Integral erster Art von F. Variiert man das Poly- 
nom P unter den auferlegten Bedingungen, so erhaélt man auf 
diese Weise alle Integrale erster Art. 


6. Die Picardsche Relation. Folgerungen 
fiir die Flichen mit einem irrationalen Kurvenbiischel. 
Bei der soeben angegebenen Form der Integrale erster Art 
ist hervorzuheben, daB sie bereits als ihre notwendige Gestalt von 
Picard, J. de Math. (4) 1, 285 (1885) angegeben worden ist. 
An diese Form kniipft sich auch eine wichtige Beziehung, die von 
Picard, ibid. p. 304 allgemein gefunden wurde. Ist 


co a 


ein anderes Integral erster Art von F’, so gilt die Identitat 
PY —PQ=F_A, 


wo A= 0 eine zu F' adjungierte Fliche von der Ordnung m — 4 
bedeutet. Diese Relation ist auch bei Noether, Math. Ann. 29, 
366 (1886) zu finden. Sie wurde auf andere Weise bewiesen von 
Severi, Ann. di Mat. (3) 20, 206 (1913). Der Ausdruck A 
verschwindet identisch, wenn die beiden Integrale Funktionen von- 
einander sind und umgekehrt. Dies tritt insbesondere ein, wenn 
die Flache das geometrische Geschlecht p,= 0 hat. Aus dieser 
Bemerkung folgt aber, daB jede irreguldre Fliche vom Geschlecht 
2, = 0 eimen irrationalen Kurvenbiischel enthdlt. Vg]. Castelnuovo 
bei Enriques, Toulouse Ann. (2) 3, 82 (1901), Enriques, Bo- 
logna Rend. 9, 5 (1904). Fiir einen geometrischen Beweis dieses 
Satzes vgl. Severi, Rom. Acc. Lin. Rend. (5) 20, 537 (1911). 
Auf Grund der Picardschen Relation und der Tatsache, da, 
wenn emer Fliche zwei oder mehr wirkliche einfache Integrale, die 
Funktionen voneinander sind, angehiren, die Fldche einen irrationalen 
Kurvenbiischel enthilt (De Franchis, Rend. Circ. M. 20, 49 
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(1905)), hat Castelnuovo, Rend. Circ. M. 20, 55 (1905) be- 
wiesen, dab jede Fliche, fiir die py > 2(p,+ 2) wird, einen ir- 
rationalen Kurvenbiischel besitzt. Dies tritt z. B. ein, sowie | Da ee | 
ist. Vgl. De Franchis, ibidem p.54. Mit diesen Resultaten kann 
man die Bestimmung der irreguliren Doppelebenen in Verbindung 
_bringen, die De Franchis, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 18, 688 
(1904) gegeben hat, und die Bestimmung der irreguliren dreifachen 
zyklischen Ebenen, die Comessatti, Rend. Circ. M. 31, 369 
(1911) ausgefiihrt hat. In beiden Fallen besitzt die Fliche einen 
irrationalen Kurvenbiischel, aber im ersten Falle ist immer nur 
ein einziger Kurvenbiischel vorhanden und sein Geschlecht gleich 
~ der Irregularitiit der Flache. Die irreguliren Flichen, fiir die 
= 2 (p, + 2), wurden von Rosenblatt, Rend. Cire. Mat. 35, 
237 (1913) betrachtet. 


7. Einfache Integrale dritter Art. 
Fiir diese Integrale hat Picard, Amn. éc. norm. (3) 18, 397 
(1901) folgenden bemerkenswerten Satz bewiesen: Auf’ einer ge- 
gebenen Fliache F kann man o irreduzible algebraische Kurven 


Cy Cy5x o Co 


so ziehen, dap kein Integral dritter Art allein ldéngs dieser Kurven 
logarithmische Singularitdien besitzt, aber dap, wenn man irgendwie 
eine (9 + 1)” Kurve C hinzunimmt, immer ein Integral dritter Art 
existiert, das keine anderen logarithmnischen Kurven als 

C, C,,.+. ©, 
besitat. 

Die Zahl 9, die in diesem Satz vorkommt, ist keine andere 
als die in § 6, Nr. 3 definierte Basiszahl. Eben der Zusammen- 
hang zwischen der Basis und den einfachen Integralen dritter Art 
erlaubt, auf die von Picard gestellte Frage nach den Fldchen, 
deren eimfache Integrale sich alle auf algebraisch-logarithmische 
Kombinationen reduzieren, zu beantworten. Es la8t sich in der 
Tat zeigen, daB die notwendige und hinreichende Bedingung hier- 
fiir die ist, daB die Fliche regular ist. Vgl. Severi, C. R. 140, 
361 (1905), Math. Ann. 62, 213 (1906). 


8. Doppelintegrale erster Art. 
Wir betrachten ein Doppelintegral vom Typus 


(1) ih =f [U(ey2) da dy, 
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wo M eine rationale Funktion des veranderlichen Punktes (ay) 
auf der Fliche # mit der Gleichung 


F (ayz) =0 


bedeutet und das Integral iiber ein zweidimensionales Gebiet des 
zu F' gehbrigen Riemannschen Gebildes & erstreckt werden soll. 
Poincaré, Acta Math. 2, 97 (1883) hat nun bewiesen, daB der 
Wert des Integrals 7 sich nicht aindert, wenn man das Integra- 
tionsgebiet kontinuierlich veraindert, vorausgesetzt, da nur sein 
Rand fest bleibt und es keine Singularititsstellen von M durch- 
setzt. Wenn insbesondere die Fliche geschlossen ist, so liefert der 
Wert von 7 eine Periode des Integrals. 

Das Integral 7 heiBt von der ersten Art, wenn es in jedem 
Integrationsgebiete von F endlich bleibt. Diese Begriffe sind in- 
variant fiir die birationalen Transformationen von F’. 

Die Anzahl der linear unabhiingigen Doppelintegrale erster 
Art ist gleich dem geometrischen Geschlecht p, von F', und jedes 
Integral erster Art kann in die Form gebracht werden 


A (ay Z) 
ue - F/ dx dy, 


wo A=O eine adjungierte Flaiche von F der Ordnung m — 4 
bedeutet. Die Betrachtung der Doppelintegrale erster Art geht 
zuriick auf Noether, Theorte I und IJ. thre Theorie ist weiter 
entwickelt worden in dem Lehrbuch von Picard-Simart. 


9. Doppelintegrale zweiter Art. 

Als Residwum eines Doppelintegrals (1) in einem Punkte P 
bezeichnet man den Wert des Integrals fiir ein unendlich kleines, 
den Punkt P umgebendes geschlossenes Gebiet, das sich nicht auf 
einen Punkt oder auf eine Linie zusammenziehen lat, ohne P zu 
durchsetzen. Wenn der Punkt fiir die Funktion WZ nicht singular 
ist, wird das Residuum in P Null, wahrend dies nicht notwendig 
eintritt, wenn JM in P unendlich wird. Sind alle Residuen von 7 
Null, so heiBt das Integral von der zweiten Art. Diese Definition 


ist fiir die birationalen Transformationen yon F' absolut invariant. — 


Der so definierte Begriff wurde eingefiihrt von Picard, Acta 
Math. 26, 280 (1902), C. R. 187, 541 und 594 (1903), Ann. 
éc. norm. (3) 20, 531 (1903); dieser gelangte durch eine griind- 
liche Untersuchung, die unerwartete Zusammenhinge zwischen der 


er 
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Theorie der Doppelintegrale zweiter Art und der Theorie der ein- 
fachen Integrale dritter Art zutage forderte, zu dem folgenden 
grundlegenden Resultat: 


Hine Fltche von der Irregularitat ¢ = p, — p,, besitet 
O=L+4q—e+2 


verschiedene Doppelintegrale zweiter Art; hierber bezeichnet I die 
Zeuthen-Segresche Invariante und @ die Basiszahl der Flédche. 

Bei diesem Theorem werden zwei Doppelintegrale zweiter 
Art als verschieden angesehen, wenn keine lineare Kombination aus 
-ihnen von der Form sein kann 


jigs + an) ) dx xdy (A, B rationale Funktionen). 


Die Picardsche Analyse fiihrt auch dazu, die Anzahl 
I+1+ 2q¢ 


der verschiedenen geschlossenen Integrationsgebiete zu bestimmen, die 
im Endlichen auf der Fldche EF liegen. 

Der zweidimensionale Zusammenhang von F' wurde spiiter 
von Poincaré, J. de Math. 2, 179 (1906) allein mit Hilfe der 
Analysis situs behandelt. 
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1. Die Klassen der rationalen Flichen und Regelflachen. 


Die rationalen Flichen und Regelflichen bilden ein wich- 
tiges Gebiet in der Geometrie auf der Fiche, nicht allein weil 
hiermit alle Flichen untersucht werden, auf denen keine inva- 
rianten linearen Systeme liegen, sondern auch weil sich bei ihnen 
die Fruchtbarkeit der geometrischen Methoden besonders offenbart, 
deren Ausbildung im itibrigen auch hiufig durch die Betrachtung 
dieser besonderen Flichen geleitet worden ist. 

Nach den Arbeiten von Cremona und Clebsch ther die 
ebenen Abbildungen der rationalen Flachen wurde die Geometrie auf 
einem oo”-fachen algebraischen Gebilde, die sich unmittelbarer an 
die Riemannschen Ideen anschlieBt, zuerst von Clebsch und 
dann von Noether mit der Bestimmung der Bedingungen fiir die 
Rationalitit der Doppelebenen eingeleitet (vgl. Noether, Erlangen 

Pascal, Repertorium II 2. 2. Aufl. 50 
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Phys. Med. Soc. Sitzungsb. 10, 81 (1878), welche Bedingungen 
Castelnuovo und Enriques, Rend. Circ. Mat. 14, 290 (1900), 
spiter von einem mehr systematischen Gesichtspunkte aus betrach- 
tet haben. Hieran schloB sich das klassische Theorem yon N oe- 
ther, Math. Ann. 3, 161 (1870), wonach jede Fldche mit einem 
rationalen Biischel von rationalen Kurven selbst rational ist. Dieses 
Theorem, dessen Entdeckung einen entscheidenden Punkt in der 
Entwicklung bildet, wurde spater von Enriques, Rom. Acc. Line. 
Rend. (5) 2,, 281 (1893), Math. Ann. 46, 179 (1895) folgender- 
maBen erweitert: Jede Fidche, die einen Biischel des Geschlechtes p 
von rationalen Kurven enthilt, lapt sich auf eine Regelflache vom 
Geschlecht p abbilden. Mit Hilfe dieses Satzes und der Picard- 
schen Mannigfaltigkeit hat Severi, Amn. di Mat. (3) 20, 208 
(1913) bewiesen, daB jede irreguldre Fldche, die unendlich viele 
rationale Kurven enthilt, einer irrationalen Regelfliche birational 
diquivalent ist. Vgl. auch De Franchis, Rend. Circ. Mat. 36, 225, 
276 (1913). 

Kurz darauf lieferten die Untersuchungen von Castelnuovo 
neue wichtige Beitrage zu der Theorie der rationalen Flachen. 
Hiner von seinen Sitzen (Math. Ann. 44, 125 (1894)), der sich 
auf die Rationalitat der ebenen Involutionen bezieht, laBt sich so 
aussprechen: 

Lassen sich die Koordinaten der Punkte einer Fliche F durch 
rationale Funktionen zweier Parameter 1, w ausdriicken derart, dap 
emem Punkte von F n Wertepaare i, w entsprechen, so laéBt sich 
eime solche Veriinderung der Parameter vornehmen, daB die Werte- 
paare der neuen Parameter in birationaler Korrespondenz zu den 
Punkten von F stehen. 

Kin besonderer Fall dieses Satzes (n = 2) geht schon aus 
den schénen Untersuchungen von Bertini, Amn. di Mat. (2) 8, 
11 und 244 (1877), Lomb. Ist. Rend. (2) 13, 443 (1880) tiber 
die Reduktion der ebenen involutorischen Cremonaschen Trans- 
formationen auf bestimmte Typen hervor. Vgl. auch 8S. Kantor, 
Napoli Acc. Atti (2) 4 (1892), wo die Reduktion der zyklischen 
Involutionen von der Ordnung n auf bestimmte Typen durch syste- 
matische Beniitzung des adjungierten Systems behandelt ist. 

Hinen letzten Fortschritt bedeutete die Charakterisierung einer 
rationalen Flache durch das Verschwinden zweier Invarianten: — 
Die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, dag eine Fldche 
rational ist, besteht darin, daB ihr arithmetisches Geschlecht und ihr 
Doppelgeschlecht verschwindet, Castelnuovo, Soc. Ital. dei XZ 
Mem. (3) 10, 119 (1896). 
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Dieses Resultat erhilt man, wenn man auf der Fliche F, 
deren Rationalitit man feststellen will, ein lineares System von 
Kurven so niedrigen Geschlechtes zu ermitteln sucht, da8 daraus 
ohne weiteres die Rationalitaét folet. Ein solches System findet man, 
indem man zu einem vorgegebenen System fortgesetzt das adjun- 
gierte sucht (§ 3, Nr. 1). 

Auf diesem Wege gelangten Castelnuovo-Enriques, 
Questioni, p. 212, schlieBlich zu dem folgenden endgiiltigen Resultat: 

Jede Fliche, die ein wenigstens einstufiges System von Kurven 
des virtuellen Geschlechtes x und des virtuellen Grades n > 20 — 2 
enthiilt, ist emer rationalen oder irrationalen Regelfldche birational 
dquivalent. Ist x > 0, so kann man sta't des Systems auch eine 
einzelne Kurve nehmen. 

Dieses Theorem vereinigt in sich eine ganze Reihe von Re- 
sultaten, die in besonderen Fallen von Guecia, Jung, Marti- 
netti, Picard, Del Pezzo, Castelnuovo und Enriques ge- 
wonnen worden waren. Das Nihere findet man bei Castelnuovo- 
Hnriques, Math. Ann. 48, 303 (1896), Questioni, p. 202. Neuer- 
dings hat mit Hilfe des oben angefiihrten Satzes Scorza, Am. 
di Mat. (3) 16, 255 (1909) und (3) 17, 288 (1910), die Flachen 
mit ebenen Schnittkurven vom Geschlecht 3 klassifiziert. 

Aus der Untersuchung der Flichen vom geometrischen Ge- 
schlecht Null leitete Enriques, Rend. Circ. M. 20, 30 (1905) 
ein Resultat yon grofem algebraischen Interesse ab: 

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dap eime 
Flache sich in eime Regelfldche tirational transformieren lapt, ist, 
dap ihre Mehrgeschlechter von den Indizes 4 und 6 Null sind. 

Ein anderer schéner Satz tiber die Flichen, die sich in Regel- 
flichen transformieren lassen, ist der folgende: Jede Fldche vom 
arithmetischen Geschlecht p,<—1 gehort zur Klasse der Regel- 
flichen (vom Geschlecht — p,). Vgl. Castelnuovo, Rend. Cire. M. 
20, 55 (1905); Enriques, ebenda 20, 61 (1905). 


2. Flichen vom geometrischen Geschlecht Null. 


Der letzte Satz zeigt, daB die irreguliren Flachen, die Regel- 
flichen birational Squivalent sind, fast die ganze Klasse der ir- 
reguliren Flichen vom geometrischen Geschlecht Null umfassen. 
Nur wenn p, = — 1, gibt es aufSer den elliptischen Regelflachen 
noch andere Flichen, die nicht in Regelflichen transformierbar 
sind. Dies sind die elliptischen Fldchen, die dadurch charakterisiert 
sind, daB auf ihnen ein elliptischer Biischel von Kurven C und 
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ein rationaler Biischel von elliptischen Kurven K, welche die C 
in m > 1 Punkten scheiden, existieren. Die Klassifikation der ir- 
regulaéren Fliichen vom Geschlecht p= 9 und die Untersuchung 


der elliptischen Flichen verdankt man Enriques, Rend. Circ. M. 
20, 1 (1905). 

Von den reguliren irrationalen Flichen des geometrischen 
Geschlechtes Null sind allein die vom Doppelgeschlecht P, = 1, 
fiir welche die Ordnung der bikanonischen Kurve O ist und welche 
durch die Werte p, = P,; = 0, P, = 1 charakterisiert sind, unter- 
sucht worden; sie lassen sich birational in Flichen 6. Ordnung, 
die durch die Kanten eines Tetraeders doppelt hindurchgehen, 
transformieren. Enriques, Soc. Ital. dei XL. Mem. (8) 14, 327 
(1906). 


8. Flachen mit unendlich vielen birationalen 
Transformationen in sich selbst. 


Die Bestimmung der Flichen, welche eine kontinuierliche 
Gruppe endlicher Ordnung von birationalen Transformationen in 
sich selbst zulassen, geht hervor aus den griindlichen Arbeiten von 
Picard, J. de Math. (4) 5, 109 (1889), C. R. 120, 658 (1895), 
Rend. Circ. M. 9, 244 (1895) und Painlevé, Lecons sur la théo- 
rie analytique des équations différenticlles (Paris, Hermann, 1897), 
p. 285; Acta Math. 27, 1 (1903): 

Wede Fiche, ieee eine kontinuierliche Gruppe von biratio- 
nalen Transformationen in sich zuldpt, gehért einer der folgenden 
Klassen an: 

1) wenn die Gruppe einfach unendlich und rational ist, der 
Klasse der Regelflichen, 

2) wenn die Gruppe einfach unendlich und elliptisch ist, der 
Klasse der elliptischen Fldchen, 

3) wenn die Gruppe eweifach unendlich (und vertauschbar) 
ist, der Klasse der Picardschen hyperelliptischen Flichen. 

Unter diesen Flichen sind solche, die als besondere Fille 
oder Ausartungen anzusehen sind und eine kontinuierliche tran- 
sitive r-fach unendliche Gruppe (7 > 2) von birationalen Trans- 
formationen besitzen, diese Flichen reduzieren sich alle auf ratio- 
nale oder elliptische Regelfliichen. Vgl. Castelnuovo-Enriques, 
C. R. 12, 242 (1895), 

Die Flichen mit einer kontinuierlichen Gruppe von biratio- 
nalen Transformationen lassen sich auch durch die Werte der Ge- 
schlechter charakterisieren, wie es Enriques, Rend. Circ. M. 20, 
61 (1905), getan hat. Die notwendige und hinreichende Beding- 
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ung dafiir, dap eine irrationale Fliche eine kontinuierliche Gruppe 
von birationalen Transformationen in sich zuldft, ist, dap ihr 
arithmetisches Geschlecht negativ wird. Im Falle 1) ist py<—1, 
im Falle 2) p,= — 1, im Falle 3) p, = —1, Heri Syed. 

Der Fall 3) wurde auf rein geometrischem Wege wieder- 
gefunden von Severi, Ven. Ist. Atti 67, 409 (1907). 

Eine Fliche, die durch eine kontinuierliche, aber keiner Gruppe 
von endlicher Ordnung angehérende Reihe von birationalen Trans- 
formationen in sich iibergeht, ist einer rationalen oder irrationalen 
Regelfldche birational dquivalent. Castelnuovo-Enriques, Ques- 
tioni, p. 217. 

In betreff der Flachen, welche eine diskontinuierliche unend- 
liche Gruppe von birationalen Transformationen in sich zulassen, 
ohne eine kontinuierliche Gruppe von solchen zu besitzen, fiihren wir 
vor allem das Resultat an, das Enriques, Rom. Acc. Line. Rend. 
(5) 15, 665 (1906) gewonnen hat: 

Jede Fliiche mit einer diskontinwierlichin unendlichen Gruppe 
von birationalen Transformationen in sich ist eine Fldche, die einen 
Biischel von elliptischen Kurven besitat, wenn nicht p, = Py = 1 ist. 

Die ersten Beispiele von solehen Flichen wurden angegeben 
von Humbert, C. R. 126, 394 (1898) und Painlevé, C. Rh. 
126, 512 (1898). Andere Beispiele fanden Snyder, Ann. Math. 
Society Trans. 11, 15 (1910), Rosenblatt, Rend. Circ. M. 33, 
212 (1912). 

Severi, Rend. Circ. M. 30, 265 (1910) hat bewiesen, daf, 
wenn eine regulire Fliche eine diskontinuierliche unendliche 
Gruppe von birationalen Transformationen in sich besitzt, diese 
Gruppe sich abspiegelt in einer isomorphen Gruppe von linearen 
Transformationen mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Modul 
gleich + 1 ist und die die quadratische Grundform der gegebenen 
Flache (§ 6, Nr. 3) ungeiindert lassen, und hat hieraus, indem er 
die Untersuchung einer Fliche 4. Ordnung, die schon Fano, 
Lomb. Ist. Rend. (2) 39, 1071 (1906) behandelt hatte, weiter 
fortfiihrte, ein erstes Bcispiel fiir reguldre Fldchen mit einer kanoni- 
schen Kurve von der Ordnung Null (p,= P,=1) gefunden, die 
keine elliptischen Kurven enthalten und die doch eine diskontinwier- 
liche unendliche Gruppe von birationalen Transformationen in sich 
gulassen. 

4. Hyperelliptische Flachen. 


Hyperelliptisch heiBt jede Flache, deren Koordinaten sich als 
Abelsche Funktionen zweier Parameter w.v ausdriicken lassen. 
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Die Theorie dieser Flachen begann mit der Entdeckung der be- 
riihmten Kummerschen Fliche (Kummer, Berliner Monatsber. 
246 (1865)), die zuerst Klein, Math. Ann. 5, 278 (1872) als hyper- 
elliptische Fliche behandelte. Unter den Autoren, welche weiter 
die Theorie der hyperelliptischen Funktionen bearbeitet haben, hat 
besonders Humbert, J. de Math., (4) 9, 29, 361 (1893), (5) 5, 
233 (1899), (5) 6, 279 (1900), (5) 7, 97, 395 (1901), (5) 10, 
209 (1904) haufig die Zusammenhinge mit geometrischen Gebilden, 
insbesondere der K ummerschen Fliche, behandelt (vgl. Kp. XX XV). 
Unter diesen Abhandlungen sind die letzten den wichtigen Unter- 
suchungen tiber die Theorie der Abelschen Funktionen gewidmet. 

Jedem Punkte einer hyperelliptischen Fliche entspricht eine 
endliche Anzahl r > 1 von Wertepaaren w, v, die nicht nach einem 
Periodenpaar kongruent sind, 7 hei®t dann der Rang der hyper- 
clliptischen Fldche. Jede hyperelliptische Fliche vom Range r ist 
einer Involution vom Grade r auf einer Fliche vom Range 1 bi- 
rational iquivalent, so daB die Untersuchung der hyperelliptischen 
Flachen sich reduziert auf die Untersuchung der Involutionen auf 
den Flichen vom Range 1 (Jacobische oder Picardsche Flichen 
mit einer zweifach unendlichen Abelschen Gruppe, welche sich 
sehr einfach aus den Kurven vom Geschlecht 2 ableiten lift). 

Bei der Untersuchung der Flichen vom Range r > 1 wird 
eine erste Vereinfachung dadurch erzielt, da jede Involution mit 
unendlich vielen Koinzidenzpunkten auf einer Fliche F' vom Range 1 
notwendig ist einer rationalen oder elliptischen Regelfliche bira- 
tional dquivalent. Vgl. Enriques und Severi, Rom. Acc. Line. 
Rend. (5) 16, 445 (1907) und Acta Math. 32, 327 (1910); 
Bagnera und De Franchis, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 16, 494 
(1907), Soc. ital. dei XL Mem. (3), 15, 259 (1908). Der wirk- 
lich neue Fall ist deshalb der der Involutionen mit einer endlichen 
Zahl (= 0) von Koinzidenzen. Fiir die hyperelliptischen Flichen ®, 
die durch solche Involutionen dargestellt werden, besteht nun der 
folgende Fundamentalsatz: 

Sind (u’, v'), (u, v) gwei nicht kongruente Wertepaare der 
Parameter, die zw demselben Punkt der hyperelliptischen Fldche ® 
gehéren, so lassen sich u',v' linear durch u,v ausdriicken: 


(1) wu=autbsytc, v=adut+dv+e, 
wo wohlgemerkt die Koeffizienten bei der Verdnderung des Punktes 
auf ® konstant bleiben. 


Dies 14Bt sich anders formulieren, indem man sagt: Jede 
Fldche ® ist einer Involution von der Ordnung r birational dqui- 
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valent, die auf einer Picardschen Fliche F von einer endlichen 
Gruppe G von birationalen und F in sich tiberfiihrenden Trans- 
formationen erzeugt wird. 

Dieser Satz wurde in seiner vollen Allgemeinheit aufgestellt 
von Enriques und Severi, Rom. Ace. Linc. Rend. (5) 16, 445 
(1907), Acta Math. 32, 338 (1910). Fiir den Fall der Invo- 
lutionen, die keine einem Koinzidenzpunkt entsprechende Funda- 
mentalkurve besitzen, vgl. Bagnera und De Franchis, Rom. 
Ace. Line. Rend. (5) 16, 491 (1907); Soc. ital. dei XL (Mem.) (3) 
15, 260 (1908). Die Klassifikation der hyperelliptischen Flachen 
ist so auf die Untersuchung der endlichen Gruppen von biratio- 
nalen Transformationen einer Picardschen Fliche in sich zuriick- 
fiihrbar. Enriques und Severi haben sich im Fall der reguliren 
hyperelliptischen Flachen auf die Untersuchung derjenigen Flichen 
vom Geschlecht »,— 1 beschrinkt, welche den Gruppen der bira- 
tionalen Transformationen einer Kurve vom Geschlecht 2 in sich 
entsprechen, und sind zu projektiv genau bestimmten Typen ge- 
langt, die als hyperelliptische Flichen durch gewisse Konfigura- 
tionen von singuliren Punkten und beriihrenden Uberebenen im 
Uberraume charakterisiert sind. Besonders hebt sich eine Konfi- 
guration von 9 singuliren Punkten und 9 Uberebenen heraus, 
welche eine bemerkenswerte hyperelliptische Fliche 6. Ordnung des 
vierdimensionalen Raumes liefern. Bagnera und De Franchis 
haben dagegen auf analytischem Wege die schwierige Bestimmung 
aller miglichen Gruppen der Substitutionen (1) ausgefiihrt, indem 
sie fiir jede von ihnen die zugehirige Periodentabelle auch im all- 
gemeinen Fall der Hldchen ®, welche keiner Gruppe der biratio- 
nalen Transformationen einer Kurve vom Geschlechte 2 in sich 
entsprechen, angaben, und haben so die Theorie der Abelschen 
Funktionen und der sogenannten Thetafunktionen und intermediiiren 
Funktionen von zwei Veranderlichen endgiiltig erledigt. Sie haben 
auch die Gleichungen oder die Darstellung mit Thetafunktionen 
fiir alle Flachen ® und insbesondere fiir die reguliren Flachen vom 
Geschlecht Null und Doppelgeschlecht 1 untersucht. Vgl. Bagnera 
und De Franchis, Soc. ital. dei XZ Mem. (3) 15, 314 (1908), 
IV Congresso int. dei Mat. Roma (1909) p. 249, Rend. Cire. M. 
30, 185 (1910), wo sich auch die Bestimmung der Basiszahl fir 
alle hyperelliptischen Flachen findet. 

Die irregularen hyperelliptischen Flichen vom Range r > 1, 
die schon Bagnera und De Franchis, C. Rk. 145, 747 (1907) 
yollstiindig klassifiziert hatten, wurden von Enriques und Severi 
durch die Werte der Geschlechter und Mehrgeschlechter bestimmt: 
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Rom. Linc. Rend. (5) 17, 5 (1908), Acta Math. 32, 355 (1910). 
Das arithmetische Geschlecht wird p, = — 1 und die Mehrgeschlech- 
ter P, werden O oder 1. 


5. Flachen mit kanonischer Kurve von der Ordnung Null. 


Den rationalen Flichen und Regelflichen, insofern sie als 
Flachen ohne wirkliche invariante lineare Kurvensysteme auftreten, 
kann man die Flichen mit kanonischer Kurve von der Ordnung 
Null zur Seite stellen, zu welchen alle hyperelliptischen Flachen 
vom Geschlecht p, = 1 gehoren. 

Irregulire Flichen mit kanonischer Kurve von der Ordnung 
Null sind nur die Jacobischen und Picardschen hyperelliptischen 
Flichen; sie hiingen von drei Moduln und einer ganzen Zahl (dem 
Mindestgeschlecht der auf ihr liegenden Kuryen) ab. 

Die reguliren Flichen mit kanonischer Kurye von der Ord- 
nung Null hdngen von 19 Moduln und der ganzen Zahl x (dem 
Mindestgeschlecht der auf ihr liegenden Kurven) ab. Fiir jeden 
Wert von a (= 3, 4, 5 ...) existiert im 2-dimensionalen Raum 
eine durch 19 Moduln festgelegte Gattung von Flichen der Ord- 
nung 27 — 2 mit kanonischen Schnittkurven vom Geschlecht z, 
ohne mehrfache Punkte. Die Flaichengattungen, die den verschie- 
denen Werten von z entsprechen, sind birational irreduzibel. 

Die Basiszahl fiir eine Flaiche mit kanonischer Kurve von 
der Ordnung Null und mit allgemeinen Moduln ist 1. Die Divi- 
sion durch eine ganze Zahl ist fiir ein lineares oder kontinuier- 
liches System auf einer solchen Fliiche immer eindeutig. 

Die Flichen mit kanonischer Kurve von der Ordnung Null 
werden durch die Geschlechtswerte p, = P,= 1 charakterisiert. 


Diese Flichen wurden untersucht von Enriques, Bologna 
Rend. 18, 25 (1908) und Severi, Ven. Isi. Atti 68, 256 (1908). 
Wenn eine Involution J, auf einer solchen Fliche F eine endliche 
Zahl (> 0) von Koinzidenzen besitzt, so wird J, auf F durch 
eine endliche Gruppe G, von birationalen und F' in sich itiber- 
fiihrenden Transformationen erzeugt. Vgl. Enriques, Bologna 
Rend. 14, 71 (1910). Auf Grund dieses Satzes hat Godeaux, 
C. R. 156, 1737 (1913) die Involutionen vom Geschlecht p,= 1 
auf einer reguliren Fliche mit kanonischer Kurve von der Ord- 
nung Null untersucht. Fiir die Ordnung » dieser Involutionen sind 
nur die Werte » = 2, 3, 4, 6, 8,12 méglich. 


Kapitel XXXIV. 


Flichen dritter Ordnung. 


Von L. Berzolart in Pavia. 


§ 1. Hinleitung. 


Die ersten Untersuchungen tiber die allgemeinen Flaichen 
3. Ordnung wurden um die Mitte des neunzehnten Jahrhunderts 
von Cayley, Salmon und Sylvester angestellt und betrafen 
die beiden Hauptpunkte, um die sich seither diese Theorie gedreht 
hat: die 27 Geraden der Fldche, die zuerst in einer Korrespon- 
denz zwischen Cayley und Salmon 1849 auftraten, und das 
von Sylvester 1851 entdeckte Pentaeder. 

Einige Jahre spiter wurden diese und andere Higenschaften 
der F, von Steiner, J. f. Math. 53, 133 (1857), Werke II, 
8. 649, aufs neue ohne Beweis mitgeteilt und dann mit vielen 
anderen Sitzen zusammen auf rein geometrischem Wege von Ore- 
mona und R. Sturm in ihren von der Berliner Akademie 1866 
mit dem Steinerpreis gekrénten Arbeiten bewiesen. Die Arbeit 
von Cremona, J. f. Math. 68, 1—133 (1868), ist in seinen 
Grundziige einer allgemeinen Theorie der Oberfldchen in synthe- 
tischer Behandlung (tibertragen von Curtze, Berlin 1870, von 
uns als ,,Grundziige“ zitiert) enthalten; die Arbeit von Sturm ist 
unter dem Titel Synthetische Untersuchungen iiber Flachen 3. Ord- 
nung, Leipzig 1867 (von uns als ,,Synth. Unters.“ zitiert) erschienen. 

Bei Cremona werden die Satze tiber die Ff, meist als be- 
sondere Fille aus Sitzen ttber Flachen von beliebiger Ordnung 
abgeleitet; Sturm hingegen nimmt zum Ausgangspunkt die ver- 
schiedenen von Grassmann, Steiner und August herriihrenden 
Erzeugungsarten einer F;. 

Eine neuere Monographie hat Dumont, Introduction a la 
géométrie du troisiéme ordre, Annecy 1904 geliefert. 

Viele Eigenschaften finden sich auf analytischem Wege bei 
Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes IT, 3. Autl., 
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Leipzig 1880, Kap. V, S. 363 und auf geometrischem Wege bei 
Reye, Dic Geometrie der Lage III, 4. Aufl., Leipzig 1910, 8. 74, 
213, abgeleitet. 

Hine kiirzere Ubersicht mit vielen Literaturangaben gaben 
Korteweg, Amsterdam Nieww Archief 20, 63 (1893); W. F. 
Meyer, Probeartikel fiir die Enzykl. der math. Wiss. III, C 6a, 
1896 (Flichen 3. Ordnung) und Henderson, The twenty-seven 
Lines upon the cubic surface, Cambridge 1911. 


§ 2. Die 27 Geraden und 45 dreifach bertihrenden 
Ebenen der allgemeinen Flache dritter Ordnung. 


Eine allgemeine F, enthdlt 27 Gerade, die alle voneimander 
verschieden sind. 

Daf eine F; im allgemeinen eine endliche Anzahl von Ge- 
raden enthaJt, hatte Cayley bemerkt, ihre Anzahl wurde darauf 
von Salmon abgeleitet, einerseits als Anwendung der Theorie 
der Reziprokalflichen (Kap. XXXI, § 3), indem er durch die 
Plickerschen Formeln die Anzahl der doppelt beriithrenden Ebenen 
des der Flaiche von einem nicht auf ihr gelegenen Punkte aus 
umschriebenen Kegels bestimmte, anderseits indem er die Existenz 
einer Geraden a auf F, voraussetzte und dann durch das Ver- 
schwinden der Diskriminante bestimmte, wie oft der den weiteren 
Schnitt mit einer Ebene durch a bildende Kegelschnitt in zwei 
Gerade zerfillt. Vgl. Cayley, Cambridge and Dublin Math, J. 4, 
118 (1849); Papers I, p.445; Salmon, Cambr. and Dublin Math. 
J. 4, 252 (1849); auBerdem Salmon-Fiedler, Rawmgeom. IT, 
S. 397 und §, LIM, Anm. 150. 


DaB die 27 Geraden alle verschieden sind, solange die F 
keine Doppelpunkte besitzt, bemerkte F. Klein, Math. Amn. 6, 
566 (1873). 

Kin anderer Beweis fiir die Existenz der 27 Geraden, aus 
dem auch viele Eigenschaften der von ihnen gebildeten Konfigu- 
ration folgen, stammt von R. Sturm, Math. Ann. 4, 249 (1871); 
J. f. Math. 88, 213 (1879); er beruht darauf, daB man die Ge- 
raden bestimmt, die vier allgemeine ebene Schnittkurven von F, 
n verschiedenen Punkten treffen. 

Zu den 27 Geraden gelangt man nach Salmon, a. a. O. 
S. 260, auch, indem man beachtet, da8 fiir eine F', der Ort der Be- 
rihrungspunkte der vierpunktig beriihrenden Geraden kein anderer 
ist wie die Gesamtheit ihrer Geraden. Da (Kap. XXXI, § 4) fir 
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eine Fliche F’, von der Ordnung m diese Kurve der Schnitt mit 
einer Fliche von der Ordnung 11 — 24 wird, ergibt sich, daB 
fiir eme F, dic 27 Geraden den volistiindigen Schnitt von F mit 
einer Fidiche 9. Ordnung bilden (vgl. unten § 6 und § 9). 

Die einzigen doppelt beriihrenden Ebenen von F sind die 
Ebenen der Biischel, die zu Achsen die 27 Geraden haben. Hine 
durch eine Gerade a von F gelegte Ebene schneidet F, auBerdem 
in einem Kegelschnitte, dessen Schnittpunkte mit a die Berth- 
rungspunkte der doppelt beriihrenden Ebene sind. Dreht sich die 
Ebene um a, so durchlaufen die beiden Punkte auf a eine Invo- 
lution, in deren Doppelpunkten, den Asymptotenpunkten von a 
(Steiner), a die parabolische Kurve von F, beriihrt (vgl. Kap. XXXI, 
§ 2): Salmon, a.a.0.S 254. 

Unter den durch a gehenden Ebenen sind fiinf, welche F, 
auperdem in zwei Geraden schneiden. Diese Ebenen beriihren FP, 
dreifach, die Beriihrungspunkte sind die Schnittpunkte der drei 
in ibnen enthaltenen Geraden. 

Demnach wird jede Gerade der Fldche von 10 anderen ge- 
troffen, die zu je zweien im fiinf dreifach beriihrenden Ebenen liegen, 
und die Gesamtzahl diescr dreifach beriihrenden Ebenen betrdgt 45. 

Die Schnitipunkte von je zweicn der 27 Geraden sind im all- 
gemeinen verschicden (§ 14), und thre Anzahl ist 135. 

Cayley, Cambr. Dubl. Math. J. 4, 118 (1849), Papers I, 
p. 445, hat, von einer geeigneten Gleichungsform der Flache aus- 
gehend, die Gleichungen der 45 dreifach berithrenden Ebenen in 
rationaler Form gegeben. und durch Rechnung gezeigt, dab, wenn 
man drei Gerade der Fldche, die in einer Ebene liegen, heraus- 
greift, die Quadrupel der iibrigen durch sie hindurchgehenden drei- 
fach beriihrenden Ebenen dieselben Doppelverhdltnisse zeigen. Geo- 
metrische Beweise fiir diesen Satz gaben Hart, Cambr. Dubl. 
Math. J. 4, 253 (1849); Kohn, Monatsh. f. Math. 2, 343 (1891). 

Nach Brioschi, Rom. Acc. Lincei Atti (2) 3°, 257 (1876), 
Opere IIT, p. 353, sind die 45 dreifach bertithrenden Ebenen ge- 
meinsame Tangentialebenen von drei bestimmten Flichen 10. Klasse. 

Nach Humbert, J. de Math. (5) 2, p. 289 Anm. (1896) 
gehdren je 12 dieser Ebenen zu 120 abwickelbaren Flichen 4. Klasse 
erster Art. 
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§ 3. Higenschaften der Konfiguration der 27 Geraden 
und der 45 dreifach bertihrenden Ebenen. 


Die Systeme von zueinander paarweise windschiefen Geraden, 
die sich aus den 27 Geraden von F bilden lassen, bestehen aus 
2, 3, 4, 5, 6 und nicht mehr Geraden und heiBen der Reihe nach 
Dupel, Tripel, Quadrupel, Quintupel, Sextupel. 

Wihrend die Dupel, Tripel, Quadrupel und Seatupel alle von 
einer Art sind, lassen sich zw Artcn Quintupel unierscheiden, je 
nachdem die Geraden eincs Quintupels von einer einzigen Geraden 
der Fldche oder von gweien getroffen werden. 

Nennen wir 2), 1, Ug, ... die Anzahlen der Geraden von F, 
die keine Gerade einer der genannten Gruppen oder eine einzige 
oder zwei usw. treffen, nennen wir ferner N die Anzahl der Grup- 
pen selbst, so finden wir die folgende Tabelle: 


An Uy | Uy | Us | Us 
| | 
Geraden. ... 27 16 | 10 | a 
Dupes . 2. S16 |" 10 | 40) “51 
Dripeleass occ c 720 Caan 6 3 
Quadrupel . . .| 1080 3 eee 4 
Quintupel 1. Art| 432 1 kale 10 0 
Quintupel 2. Art| 216 0 10 0 10 
Sextupel ... 72 0 5 0 


Die Regelfldche 2. Grades, die durch die Geraden eines Tri- 
pels bestimmt wird, schneidet F, auferdem in den Geraden eines 
weitercn Tripels. 

Die Anzahl dieser Regelfliichen, die F, in zwei solchen sich 
gegenseitig ergdinzenden Tripein schneiden, betragt 360 (Steiner, 
Werke LI, 8. 654). 

Zwei Quintupel, deren Geraden sich auf dieselbe Gerade von Fy 
stiitzen, sind von derselben Art oder nicht, je nachdem sie eine 
ungerade oder gerade Anzahl von Geraden gemein haben. 


Es gibt 32 Quintupel, deren fiinf Geraden sich auf dieselbe 
Gerade von F’, stiitzen: 16 sind von der ersten Art und 16 von 
der zweiten; jedem der einen Art kann man eines der anderen Art 
entsprechen lassen, indem man zwei Geraden vertauscht, die in 
derselben durch die gemeinsame Transversale gehenden dreifach 
beriihrenden Ebene liegen. 

Fiir diese Higenschaften vg]. R. Sturm, Synth. Unters. 8. 46, 
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und auch Brioschi, Amn. di sc. mat. fis. 6, 374 (1855), Noww. 
Ann, (1) 18, 138 (1859), Opere I, p. 171, V, p. 159. 

Die sechs Quintupel, die sich aus den sechs Geraden eines 
Sextupels bilden lassen, sind von der ersten Art, und ihre sechs 
Transversalen bilden ein neues Scxtupel. Wenn man von diesem 
ausgeht und dieselbe Operation ausfiihrt, findet man das urspriing- 
liche Sextupel wieder. 

_ Ein solches System von zwei konjugierten Sextupeln wurde 
zuerst von Schlifli, Quart. J. 2, 55, 110 (1858) betrachtet, es 
heiBt eine Doppelsechs. Es gibt 36 Doppelsechse. 

Eine Gerade von I’; gehért zu 16 Sextupeln, ein Dupel zu 5, 
ein Tripel zu zwei, ein Quadrupel zu einem einzigen. 

Eine Doppelsechs wird nicht allein durch eines ihrer Sex- 
tupel festgelegt, sondern auch durch zwei windschiefe Gerade, die 
je einem dieser Sextupel angehéren, oder auch durch eine Gerade 
des einen Sextupels und die fiinf Geraden des anderen, die jene 
treffen. 

Mit dieser letzten Higenschaft hingt eine einfache geome- 
trische Konstruktion der 27 Geraden zusammen (vgl. Salmon- 
Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 402; Sturm, Synth. Unters. 8. 58). 
Man nehme fiinf Gerade 0,, b;, b,,0,,6,, die zueinander paarweise 
windschief sind und von denen keine vier derselben quadratischen 
Regelfliche angehGren, die ferner alle von einer einzigen Geraden a, 
getroffen werden. Legt man dann die J’, durch vier Punkte von a, 
und 15 Punkte, die man auSerhalb von a, zu je dreien auf den 
5 Geraden b,,...6, annimmt, so enthalt diese Flaiche die sechs 
gegebenen Geraden. Auf dieser F; bilden b,,... bg ein Quintupel 
erster Art, und die Gerade b,, die das Quintupel zu einem Sex- 
tupel vervollstiindigt, ebenso wie die iibrigen Geraden a,,... a 
des konjugierten Sextupels lassen sich linear konstruieren, da z. B. 
a, mit a, zusammen das Paar der Transversalen der Geraden bz, 
by, 65, bg bildet. Die 15 tibrigen Geraden von F erhilt man als 
die Schnittlinien der 15 Ebenenpaare a,b, und a,b;. Da man diese 
Konstruktionen alle in reeller Weise ausfiihren kann, ergibt sich 
zugleich die Existenz reeller F, mit 27 reellen Geraden (vgl. § 15). 

Liiroth hat bemerkt, daB die vorstehend definierte F', der 
Ort aller Punkte ist, aus denen die sechs Geraden a, , b,, b;, 04, 05, Dg 
durch sechs Tangentialebenen eines Kegels zweiter Klasse projiziert 
werden, s. Clebsch, Math. Ann. 1, 258 (1869). Vgl. auch Kohn, 
Monatsh. f. Math. 2, 293 (1891); Montesano, Amn. di Mat. (3) 
1, 341 (1898); R. Sturm, Die Lehre von den geom. Verwandt- 
schaften IV, Leipzig 1909, 8. 283. 
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Uber die Konstruktion der durch a,, 0g, 03, 04, 0;, bg fest- 
gelegten Doppelsechs, insbesondere ihre Konstruktion unabhangig 
von der F,, vgl. noch Sylvester, C. FR. 52,977 (1861), Papers 
II, p. 242; Reye, Geom. der Lage III, 1910, S. 92; Kasner, 
Am. J. 25, 107 (1903); Richmond, Cambridge Fhil. Proc. 14, 
475 (1908); Dixon, Quart. J. 40, 381 (1909); Jolles, Arch. 
Math. Phys. (8) 16, 1 (1910); Se ee London R. S. Proc. A, 
84, 597 (1911), London M.S. Proc. (2) 9, 177 (1911). Eine 
Mevakation gab Cayley, Quart. J. 10, 58 (1870), Papers VII, 
p. 316. Ein "Bowes fiir die Existenz dieser Doppelsechs, den 
Cayley, Cambridge and Dublin Messenger of Math. 4, 220 (1868), 
Papers VIII, p. 430 mit Hilfe statischer Betrachtungen gegeben 
hat, ist nach Bennett, London M. 8. Proc. (2) 9, 351 (1911) 
nicht stichhaltig. 


Die vorstehenden Betrachtungen fthren sofort zu einer Be- 
zeichnung der 27 Geraden, die sehr einfach und durchsichtig ist 
und von Schlafli, a. a. O. 8.116, angegeben wurde. Wir legen 
beliebig eine der 36 Doppelsechsen fest und bezeichnen ihre Ge- 
raden mit 

A, Ay Az Ay Az Ag 
by by by dy bs Ug, 


so daB a, die Gerade 6, trifft, wenn ¢=-j. Die 15 tibrigen Ge- 
raden, die sich als Schnitt der Ebenenpaare a,b, und a,b; ergeben, 
werden mit c,,(= c,,) bezeichnet. Hiernach trifft eine Gerade c¢,, 
eine Gerade a oder b oder trifft sie nicht, je nachdem sie mit ihr 
einen Index gemein hat oder nicht. Zwei Geraden c treffen sich 
oder treffen sich nicht, je nachdem ihre Symbole keinen oder einen 
Index gemein haben. 

Die Symbole der 45 dreifach beriihrenden Ebenen bilden 
zwei Typen: 30 haben den Typus (a,b,¢,,) und 15 den Typus 
(¢, 73] an) 

Die Symbole der 35 Doppelsechse, die auBer der zugrunde 
gelegten Doppelsechs existieren, zeigen ebenfalls zwei Typen, 15 sind 
vom Typus 


Oy) AOpen Ceey 0; 


Gs Oy Fey ela Ct Ae: 
und 20 vom Typus 


Chr Cay CD Ba Ua 
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Cremona, Grundziige, S. 181, hat mit Hilfe dieser Be- 
zeichnung eine Tabelle der 36 Doppelsechs aufgestellt. 

Zwei beliebige Doppelsechs haben miteinander gemeim entweder 
vier Geraden (wie d,, de, by, bg), die paarweise in je einer Ebene 
legen, aber so, daB die Geraden des einen Paares die des anderen 
nicht schneiden, oder sechs Gerade (wie a,, G@ins Oss Og wes. Op), 
die zwei ergdnzende Tripel vilden. Im ersten Falle heiBen nach 
Kohn, Wien. Sitzwngsber. 114, 1443 (1905) die Doppelsechs 
syzygetisch, im zweiten Falle azygetisch, in Analogie zu den von 
Frobenius, J. f. Math. 108, 151 (1888) in die Theorie der 
_ Doppeltangenten einer ebenen Kurve 4. Ordnung eingefiihrten 

Bezeichnungen (vgl. Bd. II’, 8. 409). 

Jede Doppelsechs ist syzygetisch zu 15 und azygetisch zu 
20 anderen. 

Zwet azygetische Doppelscchs bilden durch ihre 12 nicht ge- 
meinsamen Geraden eine neue Doppelsechs, die zu jeder der beiden 
gegebenen azygetisch ist. Solche Tripel azygetischer Doppelsechs 
gibt es 120. 

Diese Sitze verdankt man Cremona, Rom. Acc. Lincei Mem. 
(3) 1, 867 (1877), Math. Ann. 18, 303 (1878). 

Mit den Gruppen von windschiefen Geraden auf F, stehen 
in engem Zusammenhang die von Geraden der Fliche gebildeten 
geschlossenen Vier-, Fiinf- und Sechsseite. Mit diesen haben sich 
beschaftigt Affolter, Arch. Math. Phys. 56, 113 (1874) und 
R. Sturm, Math. Ann. 23, 289 (1884). 

Es gibt 1080 Vierseite, 2592 Fiinfseite, 720 Sechsseite und 
keine windschiefen Vielseite von grofercr Seitenzahl auf der Fldche. 

Wenn wir zwei dreifach beriihrende Ebenen o,, a betrach- 
ten, deren Schnittlinie der Flache nicht angehirt (2. B. a, 0¢1» 
und @30,Cs,), so trifft jede der drei Geraden von F,, die in der 
ersten Ebene liegen, eine der drei Geraden in der zweiten Ebene, 
und die drei Ebenen £,, B,, Bs, die diese drei Geradenpaare (a, b,, 
by Gz, C134) enthalten, schneiden F, auBerdem in drei Geraden 
(14) C93) Csg)) die in einer neuen Ebene «, liegen. Die beiden Trieder 
(M3, 8,828, haben also die Higenschaft, daB die Seitenflachen 
des einen die Seitenflichen des anderen in 9 Geraden von F’, schneiden. 
Sie heiBen konjugierte oder Steinersche Trieder, weil ihre Be- 
trachtung auf Steiner (Werke IJ, 8. 655) zuriickgeht. 

Es gibt 120 Paare konjugierte Trieder. 

Daraus folgt, daB sich die Gleichung von F, auf 120 Arten 
im die Form bringen lapt: 


~ 
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YzYo43 + 214223 = 9, 


wo die y und ¢ lineare Formen der Punktkoordinaten bedeuten. 
Diese Gléichungsform riihrt her von Cayley und Salmon: vgl. 
die schon angefithrte Arbeit von Cayley, Cambridge and Dublin 
Math. J. 4, 118 (1849), Papers I, 8. 445. 

In der Schlaflischen Bezeichnung haben 20 Triederpaare 
den Typus 
a ob Gy 


b, Cy 


C, G vy 
10 den Typus 

Com Con Cry 

Crp C3 Cink 

Oey Crp Cin 


und 90 den Typus 


Crm er Cap? 
wobei die Ebenen die Geraden enthalten, die in den Reihen und 
Spalten der angeschriebenen Schemata stehen. 


Zwei dreifach beriihrende Ebenen, die eine Gerade von Fy 
gemein haben, gehéren 4 Paaren konjugierter Trieder an. 


Zwischen den Doppelsechsen und den Triederpaaren bestehen 
bemerkenswerte Beziehungen, die Cremona a. a. O. gefunden hat. 
Wenn man ein Triederpaar herausgreift, so lassen sich die iibrigen 
18 Geraden von F, auf eine einzige Art zu einem Tripel azyge- 
tischer Doppelsechse anordnen, wmgekehrt liegen die neun Geraden 
von F',, die nach Ausschlup eines Tripels azygetischer Doppelsechse 
uibrig bleiben, immer in cinem Paar konjugierter Trieder. 

Die 15 Geraden, die nach AusschluB einer Doppelsechs iibrig 
bleiben, lassen sich auf zehn Arten in neun und sechs Gerade ein- 
teilen, so dap die neun Geraden in zwei konjugierten Triedern liegen 
und die sechs Geraden zwei ergdnzende Tripel bilden. 


Steiner, Werke II, S. 655, hat gefunden, da8 durch em 
Paar konjugierter Trieder zwei weitere bestimmt werden, derart, 


§ 8. Konfiguration der 27 Geraden und der 45 Ebenen. 79] 


dap die drei Paare zusammen alle 27 Geraden enthalten. Solche 
Tripel von Triederpaaren gibt es 40: 

Vgl. auchjCremona, Grundziige,?S. 206; Sturm, Synth. 
Unters., S. 63. 

Die vorstehende Higenschaft fithrt dazu, die Newnflache (En- 
neaeder), d. h. Systeme von neun dreifach bertthrenden Ebenen zu 
betrachten, die zusammen alle 27 Geraden enthalten. Sie sind von 
zwei Arten: die 40 der ersten Art sind so beschaffen, daB ihre 
Ebenen sich auf vier Arten auf drei Trieder verteilen lassen, d. h. 
ver Tripel von Triederpaaren angehéren, die 160 der zweiten Art 
_ 2erfallen auf eine einzige Art in drei Trieder, d. h. gehiren einem 
eimzgen Tripel von Triederpaaren an. Vgl. Cremona, Ist. Lomb. 
- Rend. (2) 3, 209 (1870). Die Neunflache erster Art wurden zur 
gleichen Zeit von Jordan, C. R. 70, 326 (1870) untersucht. 

Bertini, Ann. di Mat. (2) 12, 301 (1884) hat ,auBerdem 
das allgemeine Problem gelést, alle Polyeder zu bestimmen, die 
aus dreifach beriithrenden Ebenen bestehen, von denen keine zwei 
sich in einer Geraden von F; schneiden. 

Nennt man konjugierte Ebene eines Trieders eine Ebene, die 
aus jeder der drei Ebenen des Trieders eine Gerade von F ent- 
halt, so findet man zunichst auBer den bis jetzt betrachteten Tri- 
edern (den Steinerschen Triedern oder Zriedern dritter Art), die 
drei konjugierte Ebenen besitzen und deren es 240 gibt, noch 
2880 Trieder erster Art, die keine konjugierten Ebenen haben, 
und 2160 Trieder zweiter Art, die eine einzige konjugierte Ebene 
besitzen. Dann hingt die Bestimmung aller méglichen Polyeder 
von der Bestimmung der Haupipolyeder ab, d. h. derjenigen, die 
nicht in anderen Polyedern enthalten sind, und griindet sich auf die 
Higenschaft, da ein Polyeder von gegebener Art vollstindig durch 
vier Anzahlen bestimmt ist: die Anzahl der Ebenen, aus denen es be- 
steht, und die Anzahlen, die angeben, wieviel Trieder der drei Arten 
sich aus seinen Ebenen bilden lassen. Es ergibt sich, daB die Haupt- 
polyeder aufer den Neunflachen erster und zweiter Art eine Art 
von Siebenflachen und eine Art von Fiinfflachen (Pentaedern) bilden; 
von den ersteren gibt es 4320, von den leteteren 216. 

Was die méglichen Arten von Polyedern betrifft, so gibt es 
eine Art von Diedern, drei von Triedern, vier von Tetraedern, 
sieben von Pentaedern, fiinf von Hexaedern, vier von Heptaedern, 
zwei von Oktaedern und zwei von Enneaedern. 

Die Hauptpentaeder sind durch die Higenschaft gekenn- 
zeichnet, daB& sie Hauptpolyeder sind, deren siimtliche Trieder von 

Pascal, Repertorium II. 2. 2. Aufl. 51 
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der zweiten Art sind. Sie wurden bereits von Cremona, Rom. 
Ace. Lincet Mem. (3) 1, 854 (1877) untersucht, der ihre enge Ver- 
kniipfung mit den Doppelsechsen hervorhob: die 12 Geraden, die 
nach Ausschlup der Seitenflichen eines Hauptpentaeders tibrigbleiben, 
bilden eine Doppelsechs ; wmgekehrt gehoren die 15 Geraden, die nach 
Ausschlug der 12 Geraden einer Doppelsechs iibrigbleiben, zu sechs 
Hauptpentaedern, und die 15 Ebenen, welche die 15 Geraden ent- 
halten, bilden jedesmal die fiinf Ebenen eines der Pentaeder und die 
zehn semen zehn Triedern konjugierten Ebenen. 

Die 216 Hauptpentaeder verteilen sich also auf 36 Gruppen, 
die den 36 Doppelsechsen entsprechen. Vgl. noch § 5. 

Schematische Darstellungen und Diagramme fiir die 27 Ge- 
raden und 45 Ebenen gaben H. Taylor, London Phil. Trans. 
185, 37 (1894); Dixon, Quart. J. 41, 203 (1910); Bennett, 
London M. 8. Proc. (2) 9, 336 (1911), (2) 10, 479 (1912); 
Milne, ebenda (2) 10, 446 (1912). 

her die Konfigurationen, die durch den Schnitt der 27 Ge- 
raden und 45 Ebenen mit einer Ebene entstehen, s. Martinetti, 
Ann. di Mat. (2) 14, 161 (1886). 

Die Gleichung 27. Grades, von welcher die Aufsuchung der 
27 Geraden abhiingt, wurde zuerst von Jordan, C. R. 68, 865 
(1869), 70, 326 (1870), J. de Math. (2) 14, 147 (1869), Traité 
des substitutions et des equations algébriques, Paris 1870, p. 316, 
365 untersucht, der bewies, daB sie keine Resolvente von niedri- 
gerer als der 27. Ordnung besitzen kann, und auBerdem, daB ihre 
Galoissche Gruppe G, welche die Ordnung 72-6! = 51840 be- 
sitzt, isomorph ist mit der Gruppe der Gleichung 40. Grades, auf 
welche das Problem der Dreiteilung der Perioden der vierfach perio- 
dischen hyperelliptischen Funktionen fiihrt. Die wirkliche Zuriick- 
fiihrung des einen Problems auf das andere wurde von F. Klein, 
J. de Math. (4) 4, 169 (1888) angedeutet und von Burkhardt, 
Math. Ann. 41, 313 (1893) ausgefiihrt mit Hilfe einer liniengeo- 
metrischen Abbildung der 27 Geraden und 45 Ebenen. 

Burkhardt hat gefunden, da die Gruppe G sich als Gruppe 
von linearen Substitutionen in 6 Verinderlichen mit rationalen 
Koeffizienten darstellen lat. Burnside, Quart. J. 40, 246 (1909), 
Theory of groups of finite order, Cambridge, 2. Aufl. 1911, p. 485, 
gelangte auf einfachere Weise zu demselben Resultat und ver- 
vollstiindigte es, indem er zeigte, daB auch ganzzahlige Koeffi- 
zienten geniigen. Uber diese Substitubonsenpile vgl. noch Burn- 
side, London M. 8. Proc. (2) 10, 284 (1911); Baker, London 
M. 8. Proc. (2) 11,298 (1912). 
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Gruppentheoretische Untersuchungen tiber die Gruppe G und 
die einfache Gruppe von der Ordnung 25920, die von ihr eine 
invariante Untergruppe vom Index 2 bildet, finden sich beiKtihnen, 
Diss., Marburg 1888; Dickson, Linear groups with an exposition 
of the Galois field Theory, Leipzig 1901, p. 303, C. R. 128, 873 
(1899), Trans. Am. M.S. 5, 126 (1904), London M. S. Proc. (2) 
1, 283 (1904). Uber die Betrachtung der letzten Gruppe als Gruppe 
von Kollineationen im quarterniren Gebiet s. Bagnera, Palermo 
Rend. Circ. Mat. 19, 21 (1905); Burnside, London R. S. Proc. 
77 (A), 182 (1906). Vgl. auBerdem Dickson, OC. R. 132, 1547 
(1901); Amer. Math. Soc. Bull. (2) 8,.63 (1901); Amer. Math. 
Soc. Trans. 2, 363 (1901); Quart. J. 33, 145 (1902); 39, 205 
(1908). 

Wenn man der Gleichung 28. Grades, von der die Bestim- 
mung der 28 Doppeltangenten einer ebenen Kurve 4. Ordnung 
abhiingt, eine Wurzel adjungiert, so werden die tibrigen Wurzeln 
durch eine Gleichung 27. Grades bestimmt, deren Gruppe mit der 
Gruppe G isomorph ist: Jordan, Traité, p. 330. 

Pascal, Ann. di Mat. (2) 20, 163, 269 (1892); 21, 85 (1893) 
hat diese beiden Gruppen mit Hilfe der Methode der sogenannten 
ungeraden Charakteristiken fiir das Geschlecht 3 (vgl. Bd. II’, 
§. 412f.) behandelt, wobei er insbesondere den Gruppencharakter 
der Bertinischen Polyeder und anderer Gruppierungen der 27 Ge- 
raden und 45 Ebenen untersuchte. 


§ 4. Polarentheorie. Das Sylvestersche Pentaeder. 


Sylvester, Cambridge and Dublin Math. J. 6, 198 (1851), 
Papers I, p. 195, hat gefunden, daB die Gleichung einer allgemeinen 
F, sich immer auf eine emzige Art in die Form 


(1) A,Y} + aey3 + asy3 + a4Yt + agy3 = 0 
(die Pentaederform der Flachengleichung) bringen lift, wo y,,..- Ys 
lineare Formen der Pumktkoordinaten bedeuten und die in thnen 


enthaltenen Konstanten sich 80 wihlen lassen, dap die notwendiger- 
weise zwischen den fiinf Formen bestehende identische Relation lautet 


(2) 4+ Yo+ Yg+ Yet ¥5 = O- 


Die Gleichungen y,=0,...y¥,=0 stellen die 5 Ebenen 
(oder Seitenflichen) des Polfiinfflachs oder Sylvesterschen Pen- 


taeders der Fliche dar. 
Bilea 
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_ Die Satze ttber das Pentaeder und seine Beziehungen zur 
Hesseschen Fliche (Kernfldche) von F;, die Sylvester ohne 
Beweis gegeben hatte, wurden mit vielen anderen, aber wieder 
ohne Beweis, kurz darauf von: Steiner, Werke II, 8. 649, aufs 
neue mitgeteilt. Hinen Beweis von ihnen gab Clebsch, J. f. Math. 
59, 193 (1861), er bildete die Gleichung 10. Grades, von welcher 
die Ermittelung der 10 Hcken des Pentaeders abhingt, und zeigte, 
da sie eine Resolvente 5. Grades besitzt. Seine Untersuchungen 
sind in Salmon-Fiedler, Raumgeom. II, 8. 381, wiedergegeben. 

Diese Sitze wurden darauf auf geometrischem Wege be- 
wiesen von Cremona, Grundziige, 8. 155; Sturm, Synth. Unters. 
S. 127; Reye, Geom. der Lage III, 8.124; mit Hilfe einer me- 
thodischen Verwendung der symbolischen Formenbezeichnung von 
Gordan, Math. Ann. 5, 341 (1872); durch mechanische Betrach- 
tungen von Reye, J. f. Math. 78, 114 (1874). 

Der geometrische Gehalt des Sylvesterschen Satzes liegt 
in der Polarentheorie (vgl. Kap. XXX, § 5), die fiir die F, von 
Cremona, Grundziige, 8.152 und Sturm, Synth. Unters. 8. 85 
entwickelt wurde. Auf rein synthetischem Wege haben sie be- 
handelt R. Sturm, J. f. Math. 88, 221 (1880); Milinowski, 
ebenda 89, 136 (1880); Reye, Geom. d. Lage III, 8. 106; 
auBerdem Thieme an den Bd. II‘, 8. 288 angefiihrten Stellen 
und besonders Math. Ann. 28, 133 (1887). 

Beziiglich einer F; hat jeder Punkt eine Polarebene und eine 
quadratische Polare. Die umgekehrte Frage, ob drei beliebig ge- 
gebene Flachen 2. Ordnung sich immer als erste Polaren beziig- 
lich einer F’, ansehen lassen, ist gleichbedeutend mit der Frage, 
ob es immer méglich ist, die Gleichungen dreier gegebenen Flichen 
2, Ordnung durch lineare Kombinationen der Quadrate derselben 
finf linearen Formen darzustellen. Salmon, Anal. Geom. of three 
dim. 2. Aufl. Dublin 1865, p. 100, 177 (Salmon- Fiedler, Rawm- 
geom. 2. Aufl. I, 1874, 8. 166, 282), hatte angenommen, da8 diese 
Darstellung immer méglich ist. Frahm, Math. Ann. 7, 635 (1874) 
und E. Toeplitz, Diss. Breslau 1876, Math. Ann. 11, 434 (1877) 
zeigten hingegen, daB die beiden Darstellungen gleichbedeutend, aber 
im allgemeinen nicht miglich sind, wenn sie es hingegen sind, sich 
auf co” Arten herstellen lassen, vel. auch Darboux, Bull. sc. math 
(451 353(1870). 

Toeplitz hat a. a. O. auch die Kombinante des durch die 
drei gegebenen Flichen festgelegten Netzes bestimmt, deren Ver-. 
schwinden die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir liefert, 
daB die drei Fliichen die ersten Polaren dreier Punkte beziiglich 
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einer F; sind; er hat hinzugefiigt, dab, wenn sie verschwindet, die 
Ebene der drei Pole sich so bewegt, daB sie Schmiegungsebene einer 
festen kubischen Raumkurve bleibt, und aus seinem Verfahren einen 
neuen Beweis des Sylvesterschen Satzes hergeleitet. F. Schur, 
Math. Ann. 18, 23 (1881) hat auBerdem gezeigt, dab dieselbe 
kubische Raumkurve auch die Ebenen der Sylvesterschen Penta- 
eder der oo? zugehirigen Flichen 3. Ordnung zu Schmiegungsebenen 
hat. Vgl. Clifford, Math. Papers, London 1882, p. 229 (1876); 
Dixon, London M. 8. Proc. (2) 7, 150 (1909). 


Jede Ebene des Raumes hat beziiglich einer F acht konju- 
gierte Pole. 


Die Hessesche und die Steinersche Flache fallen in eine 
einzige Flache 4. Ordnung 16. Klasse zusammen, die Steiner- 
sche Kernfldche, deren Punkte sich derart zu Paaren ordnen, daB 
die quadratische Polare des einen Punktes eines Paares immer ein 
Kegel mit der Spitze im anderen und die Polarebene des einen 
die Tangentialebene der Kernfliche im anderen ist. Solche Punkte 
heiBen reziproke Pole. 

Die Scheitel zweier konjugierien Trieder sind reziproke Pole 
der Kernfldche, und die quadratische Polare eines jeden ist ein dem 
konjugierten Trieder umschriebner Kegel: Steiner, Werke II, 
8. 656. 

Die gemischte zweite Polare zweier Funkte A, B ist eine Ebene, 
deren Punkte zu quadratischen Polaren solche Flachen 2. Ordnung 
haben, fiir welche A und B konjugiert sind. 

Die gemischte Polarfliche zweier Geraden r,r’ ist das Hyper- 
boloid, auf welchem die reziproken Polaren von r (oder r’) beziig- 
lich der quadratischen Polaren der Punkte von r’ (oder r) liegen, 
oder der Ort eines Punktes, fiir dessen quadratische Polare x und r’ 
reziproke Polaren sind. Sie ist auch (wenn sie kein Kegel ist) die 
Hillflache der gemischten Polarebenen zweier auf r und 1” beweg- 
lichen Punkte. Vgl. Cremona, Grundztige, 8. 153; Reye, Geom. 
d. Lage II, 8. 116. 

Wenn die Geraden 7, 7’ zusammenfallen, so erhalten wir die 
reine Polare einer Geraden r, diese ist ein quadratischer Kegel 
(Polarkegel), dessen Spitze der Pol der durch r hindurchgehenden 
quadratischen Polaren ist und dessen Seitenlinien die reziproken 
Polaren von r beziiglich der quadratischen Polaren der Punkte 
von r bilden; sie ist gleichzeitig die Hiillfliche der Polarebenen 
aller Punkte von r und demnach der Ort aller Punkte, deren 
quadratische Polaren r bertihren. Vgl. Steiner, Werke IJ, 8. 659; 
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Cremona, Grundziige, 8. 153; Sturm, Synth. Unters. 8. 99; 
Reye, Geom. der Lage III, 8. 117. 

Wenn der Polarkegel einer Geraden 7 in eine Gerade 7” aus- 
artet, so heiBt diese die Polargerade von r (Sturm, Synth. Unters. 
8. 111). Die Strahlenkongruenz 7. Ordnung 3. Klasse, welche 
diese Geraden r bilden, fallt zusammen mit der Kongruenz der 
Strahlen, welche je zwei konjugierte Pole verbinden, und auch mit 
der Kongruenz der Strahlen, welche die Paare reziproker Pole auf 
der Kernfliche verbinden. Die Polargeraden 7” der Geraden r bilden 
selbst eine andere Strahlenkongruenz, welche mit der Kongruenz 
der Doppeltangenten der Kernfliche zusammenfallt. 

Auf einer Geraden », welche zwei konjugierte Pole verbindet, 
liegen unendlich viele andere Punktepaare, deren Polarebenen be- 
ziiglich F, zusammenfallen, und diese Punktepaare bilden eine In- 
volution. 

Die drei Geraden ry, die in einer Ebene liegen, bilden in ihr 
die Diagonalen des Polvierseits desjenigen Kegelschnittkomplexes, 
in welchem die quadratischen Polaren von Ff’, die Ebene schneiden. 

Unter den Geraden r sind auch die 27 Geraden von F; ent- 
halten, deren jede mit ihrer Polargeraden zusammenfallt. 

Vel. Cremona, Grundziige, 8. 158; Sturm, Synth. Unters., 
8. 110, 133; Reye, Geom. der Lage III, 8S. 114, auBerdem Voss, 
Math. Ann. 30, 282 (1887). 

Gemischte Polarfldche zweier Ebenen heiBt die Flache 3. Ord- 
nung, auf welcher die Pole der einen Ebene beziiglich der qua- 
dratischen Polaren der Punkte der anderen liegen. Sie ist auch 
der Ort eines Punktes, fiir dessen quadratische Polare die beiden 
gegebenen Ebenen konjugiert sind: Cremona, Grundgiige, 8.154; 
Reye, Geom. der Lage IIT, S. 118. 

Wenn die beiden Ebenen zusammenfallen, erhilt man die 
reine Polarfldche emer Ebene, auf welcher zugleich die Spitzen der 
Polarkegel aller Geraden der gegebenen Ebene liegen. Sie ist zu- 
gleich der Ort aller Punkte, deren quadratische Polaren die ge- 
gebene Ebene beriihren, und wird von den Polarebenen aller Punkte 
der gegebenen Ebene und von den Polarkegeln aller Geraden der 
Ebene umhiillt. Vg] Steiner, Werke IJ, 8. 658; Cremona, Grund- 
stige, 8.154; Sturm, Synth. Unters., 8. 117; Reye, Geom. d. 
Pogo 11S. 121, 130. 

Die Fliche hat vier Doppelpunkte; dies sind die Punkte, deren 
quadratische Polaren (welche die gegebene Ebene beriihren) sich 
auf Kegel reduzieren, 
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Sie beriihrt die Kernfldche lings einer Raumkurve 6. Ordnung, 
auf welcher die reziproken Pole zu den Punkten der Schnittkurve 
der Kernfldche mit der gegebenen Ebene liegen. 

Die zwei Rawmkurven 6. Ordnung, die so aus zwei verschiedenen 
Ebenen entstehen, bilden den Schnitt der Kernfliche mit der ge- 
mischten Polarfldche der beiden Ebencen. 

Vgl. Cremona, Grundziige, 8. 138; Sturm, Synth. Unters., 
S. 142; Reye, Geom. der Lage IT, 8. 119, 122. 

E's gibt zehn Punkte P, deren quadratische Polare in zwei Ebenen 
zerfallt, ste bilden die Doppelpunkte der Kernfldche,und die zehn Schnitt- 
linien p der Ebenen der einzelnen Paare gehéren der Kernfldche an. 

Die zehn Punkte P und die zehn Geraden p bilden die Ecken und 
Kanten des Sylvester schen Pentaeders, d. h. des gemeinsamen Pol- 
fiinfflachs der quadratischen Polaren aller Punkte des Raumes be- 
euglhich Fs. 

Die beiden Ebenen, aus denen die quadratische Polare einer 
Eicke des Pentaeders besteht, gehen durch die gegeniibcrliegende Kante 
und werden von den beiden durch diese Kante gehenden Seitenfldchen 
des Pentaeders harmonisch gelrennt: Steiner, Werke IT, 8. 657. 
Vel. auch Cremona, Grundziige, 8. 168; Sturm, Synth. Unters. 
8. 168; Reye, Geom. der Lage III, 8. 132. 

Die Polarkegel der Punkte einer Kante des Pentaeders bilden 
einen Biischel, dessen Basiskurve sich aus vier durch die gegentber- 
liegende Hcke des Pentaeders gehenden Geraden zusammensetzt. 
Ebenso bilden die quadratischen Polaren der Punkte einer be- 
hebigen der 15 Diagonalen des Pentaeders einen Biischel, dessen 
Basiskurve aus vier Geraden besteht; in diesen vier Geraden schneiden 
sich die Ebenenpaare, welche die quadratischen Polaren der beiden 
auf der Diagonale legenden Ecken bilden. Folglich: 


Jede Kante und jede Diagonale des Sylvesterschen Pentaeders 
ist die gemeinschaftliche Polargerade von vier Geraden. 


Die 100 Geraden, die wir so erhalten, hatte Steiner ( Werke IJ, 
§. 659) fiir die einzigen Geraden gehalten, welche Polargeraden 
besitzen. Vgl. iiber sie noch Clebsch, J./. Math. 59, 193 (1861); 
Salmon-Fiedler, Rawmgeom. IJ, 8 392, auBerdem Cremona, 
Grundziige, S. 166; Sturm, Synth. Unters. 8.167; Reye, Geom. 
der Lage LIT, 8. 133. 

Der Tangentialkegel der Kernfliche in einem ihrer Doppel- 
punkte P ist der Polarkegel der Gegenkante p von P; er beriihrt 
die Kernflache lings der drei von P ausgehenden Kanten des Penta- 
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eders und schneidet sie auferdem jin einem Kegelschnitt, der in 
der Polarebene von P beztiglich F liegt, und diese Polarebene 
beriihrt die Kernfliche lings p. Vgl. Cremona, Grundziige, 8.162; 
Sturm, Synth. Unters., 8S. 153,160; Reye, Geom. der Lage III, 
S. 134; ein weiterer Satz bei Eckardt, Zschr. Math. Phys. 19, 
259 (1874). 

Eine allgemeine F, und thre Kernfldche schneiden sich in 
einer Raumkurve R 12. Ordnung, welche die volistdndige eigentliche — 
parabolische Kurve beider Fldchen bildet: Sturm, Synth. Unters., 
8.149; Bauer, Miinch. Abh. 14, 79 (1883); Voss, Math. Ann. 
27, 389 (1886). 

Jede Tangente von & beriihrt die Kernfliche in einem anderen 
Punkte (Sturm, Synth. Unters., S. 150). 

Weitere Untersuchungen iiber die Kernfliche haben Hut- 
chinson, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 5, 282 (1899), (2) 6, 328 
(1900) und Remy, C. R. 142, 386 (1906) angestellt. Cher di 
Bestimmung einer F’, mit Hilfe ihrer Kernfliche vgl. Dumont, 
Nowv. Ann. (3) 15, "312 (1896). 

Nach Reye, Geom. der Lage III, 8. 84, ist der Ort aller 
Punkte, welche zu einem nicht auf F; liegenden Punkte P be- 
ziiglich aller Punktepaare von F,, die mit P in gerader Linie 
liegen, harmonisch konjugiert sind, eine andere Fliiche 3. Ord- 
nung J’, (die kubische Polare von P beztiglich F,); diese Fliche 
geht durch die Beriihrungskurve des aus P der Fliche F; um- 
schriebenen Kegels und ist diesem selben Kegel einbeschrieben. 
Diese kubische Polare hat Montesano, Napoli Acc. Atti (3) 5, 
88 (1899), der sie als die harmonische Fliche von P beztiglich F, 
bezeichnet, noch weiter untersucht. 


§ 5. Fortsetzung. Die Reyeschen Polsechsflache. 


Mit Hilfe mechanischer Betrachtungen hat Reye, J. f. Math. 
78, 114 (1874) gezeigt, daB die Gleichung einer allgemeinen Fy 
sich auf oot Arten in die Form bringen lift 


atetetateta=o, 


WO Z1, &g,.«. %, lineare Formen der Koordinaten bezeichnen. 


Die Gleichungen ¢, = 0,...%,= 0 stellen die Seitenflichen 
eines Polsechsflachs oder Polarhewaeders von F; dar, d. h. eines ge- 
meinsamen Polsechsflachs der ersten Polaren aller Punkte des Raumes 
beztiglich F’. | 
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Alle 00+ Polsechsflache von F sind der Kernfldche einbeschrieben, 
und ihre Gegenccken bilden auf dieser Fldche Paare reziproker Pole. 


Ein Polsechsflach ist durch eine Kamnte g vollstindig bestimmt: 
vier von seinen Ecken sind die Schnittpunkte von g mit der Kern- 
flache, vier weitere die reziproken Pole dieser Punkte, und die 12 
iibrigen Ecken bilden die weiteren Schnittpunkte der Kernfliiche 
mit den Geraden, welche die vier zuletzt genannten Punkte paar- 
weise verbinden. Anderseits bilden die quadratischen Polaren der 
Punkte yon g einen Biischel, und von dessen gemeinsamem Pol- 
tetraeder gehéren die Ecken und Kanten dem gesuchten Polsechs- 
flach an; fiihrt man dann fiir dessen Kanten das gleiche aus wie 


~-vorher fiir die Gerade g, so erhalt man derart das ganze Pol- 


sechsflach, ohne die Kernfliche selbst zu benutzen. 

Es gibt oo1 Polsechsflache, die eine beliebig gegebene Ebene 
enthalten; thre Seitenfldchen sind Schmiegungscbenen einer bestimm- 
ten kubischen Raumkurve. 

Der einem Polsechsflach einbeschricbencn kubischen Raum- 
kurve sind oo” Polsechsflache wmschrieben, von denen ein beliebiges 
durch zwei willkiirlich herausgegriffene Schmiegungsebenen der Raum- 
kurve eindeutig bestimmt wird. 

Die oo* den verschicdenen Polsechsflachcn einbeschriebenen 
kubischen Raumkurven sind alle dem Sylvesterschen Pentaeder 
einbeschrieben. 

Ist eine einem Polsechsflach einbeschriebene Fldche 2. Klasse 
und cine beliebige der vorstehenden Raumkurven gegeben, so bilden 
die sechs Tangentialebenen der ersteren, welche gleichzeitig Schmie- 
gungsebenen der leteteren sind, die Seitenfldchen eimes neuen Pol- 
sechsflachs. 

Die 12 Seitenfldchen zweier Polsechsflache beriihren wunendlich 
viele Fldchen 2. Klasse, welche eine Schar bilden. 

Vgl. auch Reye, Geom. der Lage III, 8S. 124. 


An diese Sitze sind nach W. F. Meyer, Apolaritat und ratio- 
nale Kurven, Tiibingen 1883, 8. 339, die Apolaritaitsverhiltnisse 
der F'; anzuschlieBen. Jede der dem Sylvesterschen Pentaeder 
einbeschriebenen kubischen Raumkurven ist zu F, apolar. Vgl. auch 
Kap. XXX, § 6. Ferner lassen sich hier anreihen Untersuchungen 
yon Waelsch, Prag. Math. Ges. 1892, 8S. 78, Math. Ver. 4, 113 
(1897). Vgl. auBerdem Reye, Math. Ann. 55, 257 (1902); Coble, 
Amer, J. 32, 332 (1910). 

Der Ubergang von der Pentaedergleichung zu einer beliebigen 
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der oot Hexaedergleichungen und von diesen zu jener wurde auf 
algebraischem Wege durch Partialbruchzerlegung erreicht von 
Beltrami, Ist. Lomb. Rend. (2) 12, 24 (1879), Opere IZ, p. 151 
(Salmon-Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 406). Vgl. auch Dixon, 
London M. S. Proc. (2) 7, 389 (1909); Baker, ebenda (2) 9, 
169 (1.911). 

Cremona, Math. Ann. 13, 301 (1878) (Salmon-Fiedler, 
Raumgeom. IT, 8. 403) ist durch algebraische Betrachtungen zu 
36 besonderen Polsechsflachen gelangt, die zu den 36 Doppel- 
sechsen in enger Beziehung stehen, und hat daraus die Verkniip- 
fung der 27 Geraden mit dem Sylvesterschen Pentaeder her- 
geleitet. 

Die 15 Geraden, welche von den 27 nach Ausschlu8 einer 
Doppelsechs iibrigbleiben, liegen zu je dreien in 15 Ebenen, und 
aus diesen lassen sich zehn Paare konjugierter Steinerscher Tri- 
eder bilden: die zehn Paare der Scheitel dieser Trieder bilden jedes- 
mal die Paare von Gegenecken eines Polsechsflachs von F3. 

Sind z,=0,4=0,...2,=0 die Gleichungen der sechs 
Seitenflichen des Sechsflachs, die so gewihlt seien, daf 


Lye 2g (ee — OF, 
so laBt sich die Gleichung von F’, auf 10 Arten in die Form bringen 


(2, + £,) (2, ae 2,) (2, a z,) fs (2, a Ln) (Cm an Zn) (@, az 4) =0 
oder 
Apa rors aiand, 


Jedem der so entstehenden 36 Cremonaschen Polsechsflache 
lapt sich eme kubische Raumkurve einbeschreiben: alle diese Rawm- 
kurven haben fiinf Schmiegungsebenen gemein, und dies sind die 
Seitenfldchen des Sylvester schen Pentaeders. 

Zu denselben und anderen Sitzen gelangte Cremona, Rom. 
Acc. Lincei Mem. (3) 1, 854 (1877) auf geometrischem Wege, 
indem er beachtete, daB fiir sie nur das Vorhandensein eines Systems 
von 15 Geraden, die zu je dreien in 15 Ebenen liegen, anzunehmen 
ast. Diese 15 Ebenen ordnen sich zu sechs Pentaedern an (Cremo- 
naschen Pentaedern nach Reye), deren 60 Ecken als Kirkman- 
sche Punkte und deren 60 Kanten als Pascalsche Gerade be- 
zeichnet werden; sie ordnen sich auBerdem zu 20 paarweise kon- 
jugierten Triedern an, deren Scheitel Steinersche Punkte heiBen, 
und liegen zu je vieren auf 15 Steinerschen Geraden. Die Stei- 


ad 
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merschen Punkte und Geraden sind die Ecken und Kanten eines 
Sechsflachs, dessen Seitenflichen die sechs Pentaeder zugeordnet sind. 
Die 60 Pascalschen Geraden liegen auBerdem zu je vieren in 
15 Pliickerschen Ebenen, und diese gehen zu je dreien durch 20 
Cayleysche Geraden, zu je sechsen durch 15 Salmonsche Punkte 
und einzeln durch die 15 Steinerschen Geraden. 

Der Grund zu diesen Bezeichnungen liegt in der Beziehung, 
in die sich durch Projektion die beschriebene Figur zu dem Pas- 
calschen Sechseck (Bd. II1, S. 236) bringen laBt. Uber diese Art, 
das Pascalsche Sechseck zu behandeln, vgl. auch Cayley, Quart. 
J.9, 348 (1868), Papers VI, p. 129; auBerdem Richmond, Quart. 
J.23, 170 (1888), Cambridge Phil. Trans, 15, 267 (1892); die Be- 
ziehung der beschriebenen Figur zu sechs linearen dreidimensio- 
nalen Riumen im Raum von 4 Dimensionen behandelte Richmond, 
Quart. J. 31, 125 (1899), 34, 117 (1903), Math. Ann. 53, 161 
(1900). 

Dieselbe Figur bietet sich bei der F 36 Male dar, indem man 
von den 15 Geraden ausgeht, welche von den 27 nach Ausschluf 
einer der 36 Doppelsechse iibrigbleiben. 

Die Cremonaschen Pentaeder fallen mit den Bertinischen 
Hauptpentaedern (§ 3) zusammen. 

Reye (Geom. der Lage II, S. 217) hat bemerkt, daB die 
15 Pliickerschen Ebenen, die 20 Cayleyschen Geraden und die 
15 Salmonschen Punkte die Konfiguration (15,, 203) darstellen, 
die 15 Paare perspektiver Tetraeder enthdlt, und hat in dieser 
Konfiguration, die schon v. Staudt, Die Geometrie der Lage, 
Niirnberg 1847, Nr. 92, begegnet war, den Kern der ganzen réum- 
lichen Figur erblickt. Vgl. auch de Paolis, Rom. Acc. Lincet 
Mem. (3) 10, 123 (1881); Le Paige, Acta Math. 5, 195 (1884), 
auBerdem Funck, Diss. StraBburg 1901, Archiv Math. Phys. (3) 
2, 78 (1902). 

Durch eines der 36 Cremonaschen Sechsflache ist die Figur 
nicht bestimmt, vielmehr bilden die F’,, die dieses Polsechsflach 
besitzen, ein co}-faches System vom Index 3. Unter ihnen sind 96 
mit Doppelpunkt, aber nur fiir 56 von diesen ist das Sechsflach ein 
Polsechsflach im allgemeinen Sinne. Vgl. Caporali, Napoli Ace. 
Rend. 20, 59 (1881), Memorie di geometria, Napoli 1888, p. 135. 
Dieser hat noch folgenden Satz aufgestellt: 

Man betrachte die 15 Punkte X, in denen die Kanten eines 
Sechsflachs von einer beliebigen Schmiegungsebene der diesem Sechs- 
flach einbeschriebenen kubischen Raumkurve geschnitten werden. 
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Auf jeder Kante gehirt der Punkt X einer Punktgruppe der syzy- 
getischen Involuticn an, welche durch die vier Eckpunkte bestimmt 
wird (der Involution f+ 4H = 0 in Bd.I', S. 363); die 45 Punkte, 
welche diese 15 Punktgruppen vervollstandigen, liegen zu je dreien 
auf 15 Geraden, die einer und derselben F, (fiir welche das ge- 
gebene Sechsflach ein Polsechsflach ist) angehiren. 


Andere Eigenschaften der einer F’, konjugierten windschiefen — 


Vielecke, insbesondere der Polfiinfecke, gaben Eckardt, Zschr. Math. 
Phys. 20,171 (1875); Picquet, Bull. Soc. math. 4, 133 (1876); 
R. Sturm, J. f. Math. 88, 215 (1880), Die Lehre von den geo- 
metrischen Verwandtschaften IV, Leipzig 1909, S. 406; Capo- 
rali, Napoli Acc. Rend. 20, 122 (1881), Mem. di geometria, 
p. 152; Kohn, Wien. Sitzber. 99, 683 (1890). 


Besonders beachtenswert ist das folgende Resultat, auf das 
Picquet eine Erzeugungsart der Fliche 3. Ordnung (§ 7) ge- 
griindet hat: 


Die Beriihrungspunkte der fiinf Ebenen, die man durch eine 
Gerade g von F so legen kann, daB sie anderwdrts F; berihren, 
sind die Ecken eines Polfiinfecks von F’, (d. h. beztiglich des Kegel- 
schnittes, den F', mit einer beliebigen Ebene durch g gemein hat, 
sind der Schnittpunkt mit der Verbindungslinie zweier der Punkte 
und die Schnittlinie mit der Verbindungsebene der drei tibrigen 
Punkte Pol und Polare), und die zehn Diagonalpunkte dieses Fiinf- 
ecks liegen auf F,. Die co* Fldchen 2. Ordnung, die sich dem 
Fiinfeck wmschreiben lassen, sind allen Kegelschnitten, die F'; mit 
den Ebenen durch g gemein hat, harmonisch umschrieben (vgl. 
Bd. Il, S. 265 und 280), d. h. schneiden die Ebene eines belie- 
bigen I’ dieser Kegelschnitte in Kegelschnitten, die I’ harmonisch wm- 
schrieben sind. 

Zu diesem und anderen Siitzen gelangt Segre, Math. Ann. 
24, 350 (1884), indem er die J (mit einer Ebene zusammen) 
als Projektion des Schnittes V zweier dreidimensionalen quadra- 
tischen Mannigfaltigkeiten im Raume von 4 Dimensioncn aus einem 
Punkte von V auf den gewdhnlichen Raum auffaBt. 


§ 6. Die kubische Quaternirform. 


Die ersten Untersuchungen tiber die invarianten Bildungen — 


einer F; verdankt man Salmon, London Phil. Trans. 150, | 


229 (1860) (Salmon-Fiedler, Raumgcometrie II, 8. 418) und — 


Clebsch, J. f. Math. 58, 93, 109 (1860), die gleichzeitig ge- 
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funden haben, daB alle Invarianten einer kubischen Quaternirform U 
sich mit Hilfe von fiinf Fundamentalinvarianten, die der Reihe nach 
die Grade 8, 16, 24, 32, 40 haben, ausdriicken lassen. 


Wenn man die Gleichung von F, in der kanonischen Form 


(§ 4) 


wobei 


ay yi + Ay = As 3 + agyi oe ds Y = 0, 


Yt Ye + 43+ Y¥t+ 4 = 9, 


voraussetzt und mit Salmon durch p,q, r, s, t der Reihe nach die 
Summe der a,, die Summe ihrer Produkte zu zweien, zu dreien, 
zu vieren und das Produkt von ihnen allen bezeichnet, so lat 
jede Invariante von U sich als Funktion dieser fiinf GréBen darstellen. 
Insbesondere werden die Ausdriicke fiir die fitinf Fundamentalinva- 
rianten der Reihe nach die folgenden: 


A=si—4ri, B=®p, C=t#s, D=tg, E=@. 


Mit Hilfe von A, B, C, D ergibt sich die Diskriminante von U 
in der Form (Salmon): 


(A?— 64B)'— 24 (D + 2A0). 


Indessen lassen sich nicht alle Invarianten von U rational 
durch die fiinf Fundamentalinvarianten ausdriicken, wie es Clebsch 
behauptet hat, der die schiefen Invarianten iibersah, von denen 
sich nur die Quadrate rational durch die Fundamentalinvarianten 
ausdriicken lassen. Salmon hat als rationale Funktion der Fun- 
damentalinvarianten das Quadrat der einfachsten schiefen Inva- 
riante berechnet, dies ist eine Invariante vom Grade 100, die er 
mit F' bezeichnet, und man gelangt zu ihr, indem man die Dis- 
kriminante der Gleichung, welche zu Wurzeln ,, dg, U3, G4, ds 
hat, als Funktion ihrer Koeffizienten ausdriickt. 

Die Form U besitzt nach Salmon vier lineare Kovarianten von 
den Graden 11, 19, 27, 43, deren Ausdriicke fiir die kanonische 
Gleichungsform der F', lauten: 


Tie P Say, L'=# >a; G3 Ags Yy » 
55 fal o> a2y,, ee pie! {8 a2 y, : 
Die Bedingung dafiir, dap die vier Hbenen, deren Gleichungen 
man findet, indem man diese vier Kovarianten gleich Null setzt, durch 


einen Punkt gehen, wird durch das Verschwinden der Invariante F 
gegeben. 


804. Kapitel XXXIV. Flachen 3. Ordnung. 


Die vier linearen Kovarianten dienen zu einer typischen Dar- 
stellung der simtlichen Kovarianten, da diese, die Grundform U 
einbegriffen, sich im allgemeinen als Funktionen von jenen mit 
invarianten Koeffizienten darstellen lassen. 


Von den tibrigen Kovarianten, die Salmon angibt, nennen 
wir die folgenden: die Hessesche Kovariante 4. Ordnung 4. Grades 
H =D Mg yO, YoY3Y4Yo> 

die Kovariante 5. Ordnung 7. Grades 

D = t Sa, 05 Yi 2 Ys, 
die Kovariante 5. Ordnung 15. Grades 

4 Yo Vs Us Ys) 

die, gleich Null gesetzt, die fiinf Seitenflachen des Sylvester- 
schen Pentaeders darstellt; endlich die Kovariante 9. Ordnung 
11. Grades 
Uy, Uy. Uyg U4 
Us, Us Ugg Uae 
O= | Us, Us, Ugg Ug 
Un Ug Up Uns 
“H, H, Hy, Ay 


oR ms hE 


(wo die Indizes 1, 2, 3, 4 die Derivierten nach 2,, x, 5, 2, be- 
zeichnen). Diese liefert, gleich Null gesetzt, den Ort der Punkte, 
deren Polarebene beziiglich der Kernfliche und deren quadratische 
Polare beziiglich der Grundfliche F, sich beriihren. 


Mit Hilfe von H, ® und © erhdlt man die Gleichung 
6—4H@*?=0 


einer kovarianten Fldche S 9. Ordnung, deren Schnitt mit F, sich 
aus den 27 Geraden dieser Fldche zusammensetet (vgl. § 2 und § 9). 

Salmon hat auch fiir die kanonische Form die beiden Kon- 
travarianten o und t berechnet, deren erste von der 4. Ordnung und 
dem 4, Grade, deren zweite von der 6. Ordnung und dem 6. Grade ist 
und durch welche die Tangentialgleichung von F, auf die Form 
gebracht wird 

646° —- 7? = 0. 
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Die Gleichungen « = 0, t = 0 stellen zwei Flichen 4. und 
6. Klasse dar, die von den F’, in iquianharmonischen und in har- 
monischen Kurven 3. Ordnung (Bd. II’, 8. 353, 375) schneidenden 
Ebenen umhiillt werden. Diese Flachen sind beide der von den 
stationaren Tangentialebenen von F’, gebildeten abwickelbaren Fliche 
einbeschrieben; unter den in Aiquianharmonischen Kurven schnei- 
denden Ebenen sind zehn, welche aus den Ecken des Sylvester- 
schen Pentaeders dessen gegentiberliegende Kanten projizieren(Cre- 
mona, Grundziige, S. 171). 

Die symbolischen Ausdriicke fiir die Fundamentalinvarianten 
_ sind sehr kompliziert. Clebsch hat a. a. O. gezeigt, daB sie ein- 
- facher werden, wenn man sie als Funktionen der Koeffizienten 
von H ausdriickt. 

Die Tangentialgleichung von #', hat in symbolischer Form 
Clebsch, J. f. Math. 59, 57 (1861) gegeben. Zahlreiche andere 
Ausdriicke hat Gordan, Math. Ann. 5, 341 (1872) hinzugefiigt. 

Die geometrische Bedeutung vieler invarianten Bildungen, ins- 
besondere der Fundamentalinvarianten, hat de Paolis, Rom. Ace. 
Lincei Mem, (3) 10, 123 (1881) gezeigt, indem er das polare 
Fiinfeck (oder assoziierte Fiinfeck, nach Kohn, Wien. Sitzber. 93, 314 
(1886)) des Sylvesterschen Pentaeders betrachtete, das u. a. zu 
einem Tetraeder und einem tetraedralen Komplex fiihrt, die zu 
Ff’, kovariant sind. 

Bobek, Wien. Sitzber. 103, 887 (1894), Monatsh. f. Math. 
8, 145 (1897) hat die Invarianten von F, als Doppelverhiltnisse 
behandelt, welche die dreifach beriihrenden Ebenen, die durch eine 
Gerade gehen, und die Tangentialebenen in den parabolischen 
Punkten der Geraden selbst bilden, oder auch die Bertihrungs- 
punkte dieser Ebenen auf der Geraden selbst. 

Nach Hilbert, Math. Ann. 42, 367 (1898) verschwinden 
stimtliche Invarianten einer F, dann und nur dann, wenn die Fs 
entweder einen uniplanaren Doppelpunkt besitet oder einen bipla- 
naren Doppelpunkt von der Art, dap der Schnitt der zwei Kbenen, 
welche denzugehirigen Tangentialkegel bilden, ganz auf der Flache liegt. 


§ 7. Erzeugung der Fliche dritter Ordnung. 


Aus der allgemeinen linearen Erzeugung einer Flaiche von 
beliebiger Ordnung, welche GraBmann aus seiner ,,stereometri- 
schen Multiplikation“ gewonnen hat (vgl. Kap. XXX, § 9), folgen 
fiir eine F, verschiedene Erzeugungsarten, von den die bemerkens- 
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werteste die ist, welche man gewohnlich schlechthin als die Graf - 
mannsche Erzeugungsart bezeichnet (J. f. Math. 49, 62 (1855, 
datiert Juli 1852), Werke II’, 8.195): entsprechende Ebenen dreier 
kollinearen Ebenenbiindel schneiden sich in den Punkten einer Fy. 


Diese Erzeugung wurde von Schroeter, J. f. Math. 62, 265 
(1863) weiter untersucht, der auf ihrer Grundlage die 27 Ge- 
raden der Fliche ableitete, indem er zeigte, da8 sechsmal die drei ein- 
ander entsprechenden Ebenen durch dieselbe Gerade gehen und 
die so gewonnenen sechs Geraden eine halbe Doppelsechs bilden. Vgl. 
Cremona, Grundziige, S.175; Sturm, Synth. Unters., S. 20; 
J. f. Math. 88, 214 (1880), Die Lehre von den geom. Verwandt- 
schaften II, Leipzig 1908, 8. 183; Reye, Geom. d. Lage III, 
8. 74, 85. 


DaB umgekehrt die allgemeine F sich so erzeugen laBt, hat — 


Cremona, Grundziige, S. 182, bewiesen, aber mit einer Liicke 
im Beweis, die Sturm, Archiv Math. Phys. (3) 8, 200 (1905) 
ausgefiillt hat. Eimen strengen Beweis gaben Segre, ebenda 19, 
209 (1906) und Sturm, ebenda 10, 216 (1906). 


Wie Segre bemerkt, war der Beweis, der sich aus der Cay- 
ley-Salmonschen Gleichungsform (§ 3) 


(1) Y4Y9Y3 + 229% = 0) 
oder 
MUR ‘24 
Y, % O | 


ergibt, indem man von ihr zu einer dreireihigen Determinante, deren 
Elemente allgemeine lineare Formen der Punktkoordinaten sind, 
tibergeht, Schlafli schon vom Jahre 1854 an bekannt: vel. 
Schlafli, Quart. J. 2, 114 (1858) und Der Briefwechsel zwischen 
J. Steiner und L. Schidfli, herausg. von J. H. Graf, Mitteil. 
der naturforsch. Gesellsch. Bern 1896, S. 136, 137, 152. 


Segre hat a. a. O. auch gezeigt, daB alle besonderen F, mit 
Ausnahme einer einzigen (der XX. Art in der Schlaflischen Klas- 
sifikation, s. § 13) sich auf die angegebene Art erzeugen lassen. 

Als besonderen Fall dieser Erzeugungsart erhilt man die 
von Salmon, Nouv. Ann. (2) 2, 24 (1863): wenn die vier Seiten- 
flichen eines Tetraeders sich um vier feste Punkte drehen und gleich- 
zeitig die drei Kanten, die einer Seitenflache des Tetraeders an- 


es 


— 
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gehoren, in drei festen Ebenen bleiben, so beschreibt die dieser Seiten- 
fliche gegentiberliegende Heke eine F;. Vgl. auch Sturm, Synth. 
Unters., S. 351; Schroeter, J. f. Math. 96, 284 (1884), welche 
bemerkt haben, daB die so entstehende #, einen Doppelpunkt in 
dem Schnittpunkte der drei festen Hbenen besitzt. 

Die Beziehungen zwischen den verschiedenen derartigen Er- 
zeugungen derselben /’; haben untersucht F. Schur, Math. Ann. 
18, 1 (1881); Reye, Geom. d. Lage IIT, 8. 213; Sturm, Die 
Lehre v. d. geom. Verw. II, 1908, S. 190, 228, 77, 1909,8.544, 
und als Sonderfall einer allgemeineren Betrachtung (vgl. Kap. XXXI, 
§ 1) Reye, J. f. Math. 104, 211 (1889), 106, 30, 315 (1890), 
107, 162 (1891), 108, 89 (1891). 

Drei andere Upetguigen einer F’; hat GraBmann, a.a. O., 
8. 64, Werke IT*, S. 197, angedeutet; diese erhilt man, indem 
man eine projektive (d. h. durch Projizieren und Schneiden ent- 
stehende) Beziehung festlegt auch zwischen Gebilde verschiedener 
Stufe. Segre hat a. a. O. auf die GraBmannschen Erzeugungs- 
arten die schon von Schlafli (s. den zitierten Briefwechsel, 
S. 152) gemachte Bemerkung angewendet, daB derartige Korre- 
spondenzen wie die plurilinearen Korrespondenzen als ausgeartete, 
zwischen Gebilden derselben Stufe entstehende Projektivitiiten an- 
gesehen werden kénnen. Fiir solche Erzeugungen vgl. auch Sturm, 
Archiv Math. Phys. (3) 10, 216 (1906). 

Nimmt man drei Ebenenbiischel, so ergibt sich eine dieser von 
Gra8mann herrtihrenden Erzeugungen in folgender Form (Sturm, 
Math. Ann. 14,19 (1879)): sind die drei Bbenenbiischel a, b, c der 
Reihe nach Dn zu drei anderen Biischeln a’, b’, c’ und ist eine 
Ebene w gegeben, so gehen durch einen Pe deviance Punkt 
von z drei Ebenen der Biischel a, 0, c, und es liegt der Schnittpunkt 
der drei entsprechenden Ebenen der Biischel a’, b’, c’ auf einer all- 
gemeinen F';. Vel. Sturm, Synth. Unters., 8. 44. 

Diese Erzeugung kommt darauf hinaus, da man zwischen 
den drei Ebenenbiischeln, deren Ebenen sich in den Punkten der FP, 
schneiden, eine trilineare Bezichung annimmt. Aus der Gleichung (1) 
folet diese Beziehung, indem man fiir die Gleichungen der drei Bit- 
schel nimmt 


Yt 4% = 90, Yot ueye=0, Yat veg= 0, 
sofort in der Form 
Auv = 1, 
auf welche sie sich immer zuriickftthren laBt. Vel. August, Diss. 


Berlin 1862. 
Pascal, Repertorium II. 2. 2. Aufl. 52 
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Kine andere Erzeugungsart der F, durch drei Ebenenbiischel, 
die in trilinearer Beziehung stehen, hat Fr. Deruyts, Liége Mém. 
(2) 14 (1888) angegeben: es sind drei Ebenen, drei Geraden und ein 
Punkt gegeben; eine Gerade durch den Punkt schneidet die drei 
Ebenen in drei Punkten, die aus den drei Geraden projiziert drei 
Ebenen liefern; der Schnittpunkt dieser drei Ebenen liegt dann 
auf einer F’. 

Vgl. noch Erzeugungen bei Fr. Deruyts, Liege Mém. (2) 
17, 166 (1890); Versluys, ebenda (2) 20 (1898), n° 6. 

Die allgemeine Erzeugung von F’, durch drei in trilinearer Be- 
ziehung stehende Ebenenbiischel haben, auch mit Anwendung auf 
besondere Falle, Schubert, Math. Ann. 17, 457 (1880) und 
London, Math. Ann. 44, 405 (1894) untersucht. Vgl. auch 
Sturm, D. Lehre v. d. geom. Verw. I, 1908, 8. 324. 


Die beiden tibrigen Erzeugungsarten yon GraBmann sind 
folgende: 

Sind zwei Paare von windschiefen Geraden a,, a, und a,’, a, 
auBerdem ein Punkt P gegeben und sind X,, X, und X,’, X,' die 
Schnittpunkte dieser Geraden mit einer um P sich drehenden 
Ebene, so wird der Ort der Schnittpunkte der Geraden X, X, und 
X,’ X,' eine allgemeine F,. 

Sind zwei Punkte A,, A,, zwei Ebenen «, , «,, zwei Gerade r,s 
und ein weiterer Punkt P gegeben und sind 2, #7, die Schnittlinien 
Von c,, % mit einer um P sich drehenden Ebene, R der Schnitt- 
punkt derselben Ebene mit 7, so hegt der Schnittpunkt der drei 
Ebenen A,2,, A,x,, Rs auf einer allgemeinen F;. 


Die vier GraBmannschen Erzeugungsarten und noch zwei 
andere hat Schroeter, J. f. Math. 96, 282 (1884) eingehend 
untersucht. 


Von den Gra&mannschen Erzeugungsarten sind Abinde- 
rungen oder besondere Falle die vier von Steiner, Werke IJ, 
S. 651 angegebenen Erzeugungen. 


Die erste Steinersche Erzeugung besteht darin, daB von 
zwei konjugierten Triedern der Fliche ausgegangen wird und in den 
Hbenen durch einen festen Punkt P die Kurven 3. Ordnung kon- 
struiert werden, die jedesmal durch P und die Schnittpunkte der 
Ebene mit den neun Schnittlinien der Flachen der beiden Trieder 
hindurchgehen; diese Kurven liegen dann auf der zu erzeugenden F3. 
Vel. Cremona, Grundziige, 8.173; Sturm, Synth. Unters., 8. 1; 
Reye, Geom. d. Lage IIT, 8. 95. 
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Bei der zwetten Steiner schen Erzeugung wird die F’; gewonnen 
als der Ort der Kegelschnitte, in denen die Ebenen eines Ebenen- 
bischels von den entsprechenden Fldchen eines zu dem Ebenen- 
biischel projektiven Biischels von Fldchen 2. Ordnung getroffen werden. 
Vgl. Cremona, Grundziige, 8.174; Sturm, Synth. Unters. 8. 9; 
J. f. Math. 88, 214 (1880); de Jonquiéres, C. R. 105, 1203 
(1887), 106, 526, 907 (1888), 107, 209 (1888). 

Von dieser Erzeugung ist die dritte Steiner sche Erzeugung nur 
ein besonderer Fall; hierbei erscheint die #; als der Ort aller 
Kegelschnitte, in denen die aus einem Punkte P an die Flichen 
eines Biischels von Flachen 2. Ordnung gelegten Tangentialkegel 
diese Flachen bertihren, Vgl. Cremona, Grumdziige, 8S. 175; 
Sturm, Synth. Unters., 8.16; Picquet, Bull. Soc. math. 4, 133 
(1876); Kipper, Prag. béhm. Gesellsch. Abh. (7) 2, Nr. 3, 10 
(1887—88), Zschr. Math. Phys. 34, 129 (1889); Fr. Deruyts, 
Liege Mem. (2) 14, 1888; Milne, Quart. J. 43, 207 (1912). 
Nach Terracini, Giorn. di Mat. (3) 2, 40 (1911) lassen sich alle 
F’, auf diese Weise erzeugen mit Ausnahme der Arten XI, XX, 
XXI der Schlaflischen Klassifikation (§ 13) und der Cayley- 
schen Regelfliche (§ 16). 

Bei der vierten Steinerschen Erzeugung wird die F’, als Ort 
der Pole einer Ebene beztiglich der Flichen 2. Ordnung eines Biindels 
gewonnen. Vel. Sturm, Synth. Unters. 8. 28; Reye, Geom. d. 
Lage I1I, 8. 137. Diese Erzeugungsart findet sich schon bei 
Hesse, J. f. Math. 49, 279 (1853), Werke, S. 345. 

Uber die Steinerschen Erzeugungen vgl. noch Geiser, J. 
f. Math. 69, 197 (1868). 

Eine weitere Erzeugung, die ebenfalls nach einer Mitteilung 
von Schlifli an Affolter von Steiner herriihrt, besteht darin, 
daB durch die Schnittpunkte der Seiten eines rdumlichen Fiinfseits 
mit den Ebenen eines Hbenenbiischels die Kegelschnitte gelegt werden ; 
diese Kegelschnitte legen auf einer F,. Vgl. Affolter, Archiv Math. 
Phys. 56, 113 (1874) und Sturm, Math. Ann. 23, 299 (1884). 


Nach Kohn, Wien. Sitzwngsber. 99, 683 (1890) ist der Ort 
aller Punkte, in denen die einem vollstdndigen rdéumlichen Fiinfeck 
umschriebencn kubischen Rawnkurven von Strahlen eines linearen 
Strahlenkomplexes beriihrt werden, eine allgemeine F',, die durch 
die fiinf Ecken und die zehn Diagonalpunkte des Fiinfecks geht. 

Daraus erhilt man die yon Picquet, Bull. Soc. math. 4, 
133 (1876) angegebene Erzeugung, indem man annimmt, daf 
_der lineare Strahlenkomplex aus den eine feste Gerade treffenden 

62" 
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Strahlen besteht. Ist ein vollstiindiges rdumliches Fiinfeck und em 
Ebenenbiischel gegeben, so liegt in jeder Ebene des Biischels ein 
Kegelschnitt, der als ausgeartete Fldche 2. Klasse das Fiinfeck zum 
Polfiinfeck hat, so dap beziiglich des Kegelschnittes die Spwren der 
zehn Seiten die Pole von den Spuren der zehn gegeniiberliegenden 
Seitenfliichen des Fiinfecks sind (auf dem Kegelschnitt liegen gleich- 
zeitig die Beriihrungspunkte der Ebene mit kubischen Raumkurven, 
die dem Fiinfeck wmschrieben sind; der Ort aller dieser Kegelschnitte 
ist eine F',, welche die Achse des Ebenenbiischels enthalt und in jeder 
Eicke des Fiinfecks die durch diese Ecke gehende Ebene des Ebenen- 
biischels beriihrt. 

Der Komplex der Kegelschnitte, welchen man auf solche Art 
fiir alle Ebenen des Raumes erhilt, wurde von Humbert, J. éc. 
polyt. Cah. 64, 123 (1894) untersucht. 

Eine Erzeugung der allgemeinen F;, sowie derer mit 1 bis 4 
Doppelpunkten und der kubischen Regelflichen hat Majcen, 
Math. Ver. 14, 438 (1905), Agram Akad. 161, 62 (1905) aus 
der eindeutigen Abbildung einer linearen Strahlenkongruenz auf 
eine Flache 2. Ordnung abgeleitet (vgl. tiber diese Abbildung 
Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie I, Leip- 
zig, 1892, 8.131). Die F entsteht dabei als Ort der Schnitt- 
punkte der Kongruenzstrahlen mit den Tangentialebenen in den 
entsprechenden Punkten der Fliche 2. Ordnung. Majcen, Wien. 
Sitzwngsber. 117, 631 (1908), Agram Akad. 175, 87 (1909), 
188, 1 (1911) hat auch die hieraus folgende Abbildung der F, 
auf einer Fliche 2. Ordnung untersucht, 


Eine Erweiterung der zweiten Steinerschen Erzeugung hat 
Sturm, Synth. Unters. 8. 341, angegeben, indem er von zwei Bii- 
scheln von Flichen 2. Ordnung ausging, deren Grundkurven in je 
zwei Kegelschnitte A, K, und K’, K,’ zerfallen, wobei K und K’ 
derselben Ebene a angehéren. Wenn die beiden Biischel so pro- 
jektiv aufeinander bezogen werden, daB dem Ebenenpaar, das die 
Kegelschnitte K und K, enthilt, das Ebenenpaar entspricht, in 
dem K’ und KX,’ liegen, dann erfiillen dié Schnittkurven entspre- 
chender Flichen (auBer der Ebene zm) eine F;. 

Sturm, Synth. Unters. 8.346 und Reye, Math. Ann. 1,464 
(1869) haben die J’, auch als Ort der Punkte gewonnen, in denen 
die Strahlen eines Strahlenbiindels von den Flichen eines dazu 
reziproken Biindels von Flachen 2. Ordnung getroffen werden. Vgl. 
N. Neumann, Diss. Breslau 1909. 


Diese Erzeugung wurde weiter untersucht von vy. Escher- 
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ich, Wien. Sitzwngsber. 75, 523 (1877), 85, 526, 893 (1882), 90, 
1036 (1885), und F. Schur, Math. Ann. 23, 437 (1884), die sie 
zur linearen Konstruktion der durch 19 Punkte gegebenen F ver- 
wendet haben. 


Man kann die I’, auch gewinnen als Ort der Punkte, in 
denen sich zwet Strahlen aus ewer Strahlenbiindeln und eine Ebene 
emes Ebenenbiindels schneiden, wenn die drei Biindel in trilinearer 
Beziehung stehcn. Von dieser Erzeugung ausgehend hat Pannelli, 
Ann. di Mat. (2) 22, 237 (1894) eine Konstruktion der durch 
19 Punkte festgelegten F’, gegeben. 

Diese und andere Konstruktionen hat Le Paige, C. R. 97, 
34, 158 (1883), Amsterdam Versi. (2) 19, 328 (1883), Acta Math. 
3, 181 (1883) auf die trilineare Korrespondenz zwischen drei 
Grundgebilden 1. Stufe gegriindet. Ferner hat er C. Rk. 98, 971 
(1884), Acta Math. 5, 195 (1884) die F; gewonnen als Ort der 
Punkte, in denen sich jedesmal vier Ebenen begegnen, die aus vier 
festen Geraden einer Ebene die Schnittpunkte einer veriinderlichen 
Ebene mit vier festen, paarweise windschiefen und nicht auf einer 
quadratischen Regelfliiche enthaltenen Geraden projizieren. Vegl. 
noch Le Paige, Belg, Bull. (3) 8, 238, 555 (1884); F. Schur, 
Leipzig. Ber. 36, 128 (1884). 

Als Ort der einen Ecke eines beweglichen Dreiecks, von dem 
die dieser Ecke gegentiberliegende Seite einen gegebenen Strahlen- 
biischel durchliiuft, wihrend die anderen beiden je zwei gegebene 
Geraden treffen, hat Fr. Deruyts, Belgique Bull. (3) 22, 35 (1891) 
die F', gefunden. Vgl. noch Liege Mem. (2) 17, 32 (1890). 

Verschiedene konstruktive Probleme hat Petot, C. R. 102, 
737, 805 (1886), Ann. cc. norm. (3) 5, Supplément (1888) gelést, 
indem er von der Beziehung ausging, die zwischen drei windschiefen 
Geraden der J’; und acht Punkten auf ihr besteht. 

Hine Aufzihlung von 13 Erzeugungsarten, unter denen sich 
viele der obengenannten finden, hat Sturm, Math. Ann. 23, 308 
(1884) gegeben. 


§ 8. Ebene Abbildung einer Flaiche dritter Ordnung. 


Die Abbildung einer F; auf eine Ebene haben gleichzeitig 
Clebsch, J. f. Math. 65, 359 (1866) und Cremona, Grundziige, 
S. 175, 185 gewonnen, indem sie von der GraBmannschen Er- 
zeugung durch drei kollineare Ebenenbtindel ausgingen. Vgl. auch 
Salmon-Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 524; Reye, Geom. d. Lage 
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ITI, 8.74; Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verw. IV, Leipzig 1909, 
8. 98, 272. 

Clebsch leitet aus den Gleichungen der drei Biindel die Dar- 
stellung fiir die Koordinaten x, , 2%, 73, 2, eines Punktes von F’ her: 


(1) on, = f(Y; Yo) Ys)s 


wobei 9 ein Proportionalitiitsfaktor ist und f,, fy, fs, f, kubische For- 
men VON ¥;, Yo, Y¥3, die sechs Nullstellen gemein haben, bedeuten. 
Betrachtet man nun ¥,, Y2, Y3 als homogene Koordinaten eines 
veriinderlichen Punktes in einer Ebene =, so stellt die Gleichung 


AA, 36 As fo sia As fs =e Mh= 0, 


wenn A,, Ay, 43, 44 verinderliche Parameter bedeuten, in 7 ein 
lineares System von oo Kurven 3. Ordnung mit sechs Fundamental- 
punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6 dar. Jeder andere Punkt P von z bestimmt 
in diesem Kurvenkomplex ein Netz von Kurven 3. Ordnung, dem 
ein Punkt von F als Mittelpunkt eines bestimmten Ebenenbiindels 
zugeordnet ist, und umgekehrt, so daB zwischen den Punkten von F, 
und den Punkten von zw eine wechselweise eindeutige algebraische 
Beziehung besteht, in welcher die Kurven 3. Ordnung des Kom- 
plexes die Bilder der ebenen Schnittkurven von F sind. 


Nur die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 bilden eine Ausnahme, indem fiir 
sie die Formeln (1) unbestimmt werden. Wenn man indessen die 
Punkte von w ins Auge fat, die einem der Fundamentalpunkte 
in allen méglichen Richtungen unendlich benachbart sind, so findet 
man, daB die entsprechenden Punkte von F, alle auf einer Ge- 
raden liegen. Die sechs so den Punkten 1, 2, 3, 4, 5,6 zugeordneten 
Geraden bilden eine halbe Doppelsechs a, a, a3 4,4; a,. Die iibrigen 
Geraden 0,, b,, b;, by, 0;, bs der Doppelsechs haben zu Bildern die 
durch je 5 Fundamentalpunkte hindurchgehenden Kegelschnitte, 
und zwar b, den Kegelschnitt, der durch die yon 7 verschiedenen 
Fundamentalpunkte geht. Die 15 weiteren Geraden von F haben 
zu Bildern die 15 Geraden, welche die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 
paarweise verbinden: ¢,, hat zum Bild die Gerade ik. 


Cremona gelangt zu der Abbildung einer 7’, auf eine Ebene, 
indem er die Beziehung zwischen /’, und der Ebene als Teil der 
birationalen kubischen Transformation auffaBt, die zwischen zwei 
Riumen entsteht, wenn man jedem Punkte des einen Raumes den 
Schnittpunkt der ihm in drei Korrelationen entsprechenden Ebenen 
zuordnet. Diese Transformation liBt sich analytisch durch drei in 
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den Punktkoordinaten bilineare Gleichungen darstellen und war 
schon von Magnus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsdtzen aus 
der anal. Geom. des Rawmes, Berlin 1837, § 84, und in dem be- 
sonderen Fall, wo die Gleichungen symmetrisch sind (also die drei 
Korrelationen zu drei Polaritiiten werden), von Magnus, a. a. O., 
§ 75, 76, 83; Hesse, J. f. Math. 49, 279 (1855), Werke, S. 345 
u. a. untersucht worden. Vgl.z. B. Reye, Geom. d. Lage III, 8. 140; 
Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verw. ITT, Leipzig 1909, 8. 479, IV, 
1909, S. 391; Doehlemann, Geom. Transformationen II, Leipzig, 
1908, S. 286. 

Jeder Ebene des ersten Raumes entspricht dabei eine F’,, die 
durch drei kollineare Biindel erzeugt wird, und alle diese oo° Fla- 
chen gehen durch dieselbe Raumkurve R&, 6. Ordnung vom Ge- 
schlecht p = 3 (vgl. Kap. XXXVII, § 7), von der jeder Punkt 
allen Punkten einer Geraden entspricht. Die einer gegebenen 
Ebene x entsprechende F’, ist auf diese Ebene eindeutig abgebildet, 
wobei die Fundamentalpunkte der Abbildung durch die 6 Schnitt- 
punkte mit R,, denen auf /’, die Geraden einer halben Doppelsechs 
entsprechen, gegeben werden. 

Die ebene Abbildung lapt sich demnach auf 72. verschiedene 
Arten erhalten, entsprechend den 72 Sextupeln. Zwei Abbildungen 
heiBen konjugiert, wenn die zugehérigen Sextupel sich zu einer 
Doppelsechs erginzen. 

Die Wurfrelationen, welche zwischen den 36 Doppelsechsen 
einer I’, bestehen, hat Kohn, Wien. Sitzwngsber. 114, 1431 (1905) 
untersucht (tiber den Wurfbegriff vgl. Kohn, Math. Ann. 46, 
285 (1895)) und sie auf die Beziehungen zwischen den 72 ebenen 
Abbildungen der F', angewendet. 

Hine direkte geometrische Konstruktion fiir die ebene Ab- 
bildung einer F’; auf eine Ebene w kann man durch Steiners 
schiefe Projektion (Systematische Entwicklung usw. Berlin 1839, 
Nr. 59, Werke I, 8. 409) erhalten, indem man zwei windschiefe Ge- 
raden 7, s von F festlegt und zwei Punkte von F, und x einander 
entsprechen laBt, wenn sie auf einer r und s treffenden Geraden 
liegen. Die ebenen Schnittkurven von /',; haben dann zu Bildern 
ein System von Kurven 4. Ordnung mit 7 Grundpunkten, darunter 
2 doppelten und 5 einfachen. Von dieser Abbildung kann man zu 
der friiheren zuriickkehren durch eine quadratische Transformation 
von w. Vgl. z. B. Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verw. IV, Leip- 
zig 1909, S. 286. 

Aber die urspriingliche Abbildung la8t sich, wie Clebsch, 
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Math. Ann. 5, 419 (1872) gezeigt hat, direkt finden, indem man 
fiir w eine Ebene nimmt, welche durch eine der r und s gleich- 
zeitig treffenden 5 Geraden von F; hindurchgeht. Die Grundpunkte 
in w sind dann die Spuren von r,s und der vier anderen Geraden 
von /,, die 7 und s treffen. 


§ 9. Kurven auf einer Fliche dritter Ordnung. 


Die ebene Abbildung einer F (§ 8) liefert das einfachste 
Mittel, die Kurven auf F, und ihre gegenseitigen Beziehungen zu 
untersuchen. 

Die Kurve von der Ordnung 3u, welche den Schnitt von F; 
mit einer Fldche von der Ordnung w bildet, hat zum Bilde eine 
Kurve von der Ordnung 3u, welche in jedem der Fundamental- 
punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 (wenigstens) die Multiplizilat wu besitzt, und 
wmgekehrt. 

Indem wir diesen Satz auf die Kurve 27. Ordnung anwenden, 
die von den 15 Verbindungslinien der Fundamentalpunkte und 
den 6 Kegelschnitten, die durch je 5 Fundamentalpunkte hindurch- 
gehen, gebildet wird, ergibt sich die bereits (§ 2 und § 6) hervor- 
gehobene Tatsache, dab die 27 Geraden von EF’, den Schnitt von F; 
mit einer Fldche 9. Ordnung (und damit mit unendlich vielen) bilden. 


Wenn eine Kurve &, von der Ordnung n, die auf F; liegt, 
keine mehrfachen Punkte enthilt und das Geschlecht p hat, so 
wird ihr Bild eine Kurve R,’ von einer gewissen Ordnung v, die 
in 1, 2, 3, 4, 5, 6 gewisse Multiplizititen s,,s,,...s, hat und 
keine anderen mehrfachen Punkte besitzt, ferner dasselbe Ge- 
schlecht p hat, so daB 


6 6 
5;=38v—n, Sst=VP—n—Qp+2. 
a 4=1 


Diese R,’ bilden ein reguldres lineares System (vgl. Bd. II!, 
S. 335) von der Dimension » + p—1, so daB die Kurven von 
der Ordnung n und dem Geschlecht p ohne mehrfache Punkte, die 
auf F's liegen, eine gewisse endliche Anzahl von linearen Systemen 
der Dimension n + p — 1 bilden, deren Bestimmung mit Hilfe der 
vorstehenden Formeln ausgefiihrt werden kann. 


Der gréfte Wert von p, der einem gegebenen Wert von » 


entspricht, wird durch die gré8te in ee + 1 enthaltene ganze 


Zahl gegeben. Diese &, von héchstem Geschlechte ergeben sich 
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als der vollstandige Schnitt von F, mit einer Fi, wenn n= 3u 
ist, und als der Restschnitt von F; mit einer F’,, die durch 
eine Gerade oder einen Kegelschnitt von F, hindurchgeht, wenn 
n= 3u—1 oder n= 3u — 2 ist. In dem ersten dieser drei 
Falle wird 

id) 


ia cee. 


in den anderen beiden 
pete DOn®, 

Auf der allgemeinen /’, liegen Kurven von jeder gegebenen 
Ordnung » und jedem Geschlechte p, das nicht gréBer als die an- 
gegebene Héchstzahl ist, mit Ausnahme gewisser besonderer Werte, 
z. B. fehlen unter den Kurven 10. Ordnung die vom Geschlecht 
p=. 

Wir wollen insbesondere die Kegelschnitte und kubischen 
Raumkurven auf /’; angeben. 

Es gibt 27 Systeme von oo' Kegelschnitten, die in den Ebenen 
durch die 27 Geraden liegen. Die Kegelschnitte, die in den Ebenen 
durch eine Gerade a, liegen, werden abgebildet durch Kurven 3. Ord- 
nung, die durch 1, 2, 3, 4, 5, 6 gehen und in ¢ einen Doppelpunkt 
haben; die Kegelschnitte, die in den Ebenen durch eine Gerade }; 
liegen, haben zu Bildern die Strahlen des Biischels mit dem Mittel- 
punkt 7; die Kegelschnitte, die in den Ebenen durch eine Gerade c,, 
liegen, haben zu Bildern Kegelschnitte, die durch die Punkte 1, 
2, 3, 4, 5, 6 mit AusschluB von 7 und k gehen. 

Auf F sind 72 Systeme von oo? kubischen Raumkurven ent- 
halten, die paarweise konjugiert sind, nimlich derart, daB zwei 
kubische Raumkurven aus konjugierten Systemen den vollen Schnitt 
von F’, mit einer Fliiche 2. Ordnung bilden. Ein Paar konjugierter 
Systeme wird durch die Geraden der Bildebene und die Kurven 
5. Ordnung, die durch die Fundamentalpunkte doppelt hindurch- 
gehen, gegeben, weitere 20 Paare durch die Kegelschnitte, die durch 
drei Fundamentalpunkte, und die Kurven 4. Ordnung, die durch 
diese Punkte einfach und die iibrigen drei doppelt hindurchgehen, 
und die letzten 15 Paare durch die Kurven 3. Ordnung, die durch 
vier Fundamentalpunkte gehen und in dem einen oder anderen der 
tibrigen beiden Punkte einen Doppelpunkt haben. 

Jedes der 36 Paare konjugierter Systeme ist einer Doppel- 
sechs zugeordnet derart, daf die Kurven der beiden Systeme jede 
der durch die Doppelsechs ausgeschlossenen Geraden in einem Punkte 
treffen, wihrend die Kurven des einen Systems die Geraden des 
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einen Sextupels der Doppelsechs in zwei Punkten und die des an- 
deren Sextupels nicht treffen, dagegen die Kurven des konjugierten 
Systems die Geraden des zweiten Sextupels in zwei Punkten und 
die des ersten nicht treffen. 

Zwei kubische Raumkurven desselben Systems haben einen 
Punkt gemein, zwei Kurven aus konjugierten Systemen haben finf 
Punkte gemein, zwei Kurven aus verschiedenen, aber nicht konju- 
gierten Systemen dagegen vier, drei oder zwei Punkte. Einige Higen- 
schaften der Systeme, deren Kurven zwei Punkte gemein haben, 
hat Castelnuovo, Ist. Ven. Atti (6) 5, 1106 (1887) angegeben. 

Das allgemeine Problem, alle Familien von Kurven bestimmter 
Ordnung und bestimmten Geschlechtes, die auf F’, legen, zu be- 
stimmen, haben Sturm, Math. Ann. 21, 457 (1883) und Rohn, 
Leipzig. Ber. 46, 84 (1894) behandelt: der erste, indem er die schiefe 
Projektion von Steiner benutzte, der zweite mit Hilfe der zu- 
gehérigen Restkurven, welche die betrachteten Kurven zu einem 
vollen Schnitt ergiinzen, indem er die Sitze tiber lineare Scharen 
von Punktgruppen (Bd. II’, Kap. XIV) heranzog. S. auch Sturm, 
J. f. Math. 88, 233 (1880) und die Preisschriften von Halphen, 
J. éc. polyt. 52, 122 (1882) und Noether, Berl. Abh. 1882, S. 75. 
Vgl. ferner Baker, London M.S. Proc. (2) 11, 285 (1912), der 
von dem allgemeinen Basissatz ausgeht (Kap. XXXII, § 6), 
welchen man fiir eine beliebige algebraische Fliche Severi, Math. 
Ann. 62, 194 (1906), Auszug C. R. 140, 361 (1905), verdankt. 

Fir eine allgemeine /’, erhilt man die Basis sofort aus der 
(eine Gerade bildenden) Basis der Ebene durch die eindeutige Ab- 
bildung von F, auf die Ebene (vgl. Severi, a. a. O., § 7). Wih- 
rend es nach Poincaré, Ann. éc. norm. (3) 27, 88 (1910) eine 
aus sechs Geraden gebildete Basis geben soll, findet man auf diesem 
Wege, daB die Basis auf F’, aus den sieben Geraden besteht, welche 
in der ebenen Abbildung von F’; die sechs Fundamentalpunkte und 
eine der Verbindungslinien zweier von ihnen zu Bildern haben. 
Die Richtigkeit dieses Resultates, d. h. daB die sieben Geraden 
wirklich algebraisch wnabhdngig sind, derart daB die Basis aus 
einer geringeren Anzahl von Geraden nicht gebildet werden kann, 
ergibt sich (nach dem Satz VII von Severi, a.a.O.,S. 214) daraus, 
da8 die Diskriminante ihrer Gruppierung von Null verschieden ist, 
und auch aus einer Formel von Picard, Ann. éc. norm. (3) 22, 
69 (1905), Auszug C. Rk. 1389, 949 (1904), fiir die Anzahl von 
Doppelintegralen zweiter Gattung einer algebraischen Flache; vgl. 
auch Picard und Simart, Théorie des fonctions alg. de deux 
variables indép. II, Paris 1906, p. 373, 387ff, 
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Wenn wir mit Sturm durch (#, ») eine Kurve von der Ord- 
nung #2 und dem Geschlecht p bezeichnen, die auf J’, liegt, mit h 
die Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte (vgl. Kap. XXXVI, § 2), 
mit t; = m + p — 1 ihre Machtigkeit aut /,, mit w, ihre Michtig- 
keit im Raume (die fiir 2 > 6 im allgemeinen kleiner als die Miich- 
tigkeit der allgemeinen Kurven von der Ordnung m und dem Ge- 
schlecht p ist), mit v die Dimension des linearen Systems von Fy, 
das durch die Kurve hindurchgeht, so daB us = t, + 19 — v, dann 
finden wir fiir die Kurven von den Ordnungen 8, 4, 5, 6, die auf Fy 
liegen, die folgende Tabelle, in der g, die Anzahl der Geraden von F, 
bedeutet, welche die Kurve i-mal treffen. 


1) (3, 0) 
2) (3, 1) 


1) (4, 0) 
2) (4, 1) 


| 
1) (5, 0) 


2) (5, 1) 
- 8) (5, 2) 


1) (6, 0)’ 

2) (6, 0)” 
3) (6, 
4) (6, 
5) (6, 
6) 6, 


n=3 

Se ira to | 
6 15 6 
es: 27 = 

n=A4 

Gouivigae Ngee leg, 

74 10 10 5 

— 10 16 1 

(3) 

G4 Is I I | 
1 5 10 6 
5 10 10 
— 1 16 10 

n=6 
Is 94 Is Is 
1 1 10 5 
as 6 — 15) 
— 3 6 9 
— 1 8 9 
— — 6 15 
— = — 27 
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3 12 
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i 
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Vs 
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g | | 
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2 5 
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6 3 
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Verschiedene der vorstehenden Kurven hatten schon Clebsch, 
J. f. Math. 65, 359 (1866); Cremona, Grundziige, 8.187; Sturm, 
Synth. Unters., S. 181 gefunden, teils durch die ebene Abbildung 
von F;, teils direkt durch die Untersuchung der verschiedenen 
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besonderen Fille, welche sich beim Schnitt einer F, mit einer F, 
oder einer anderen F’, darbieten kénnen. 

Dabei war ihnen jedoch die Kurve (6, 0)’ entgangen, die dann 
Noether in der angefiihrten Preisschrift, 8. 86, fand; vgl. auch 
Sturm, Math. Ann. 21, 497 (1883). Diese Kurve ist der Rest- 
schnitt zweier F’,, die zwei windschiefe Gerade gemein und in allen 
Punkten der einen dieselbe Tangentialebene haben. Die letztere 
Gerade ist fiir die Kurve eine fiinfpunktige Sehne, die andere eine 
vierpunktige. Bei der ebenen Abbildung einer F, hat eine solche 
Kurve zum Bild eine Kurve 3. Ordnung, die durch einen Funda- 
mentalpunkt doppelt und nur durch einen einzigen anderen einfach 
hindurchgeht, woraus sich zeigt, daB sie von den 27 Geraden eine 
in 5, eine in 4, zehn in 3, fiinf in 2, fiinf in einem und finf in 
keinem Punkte treffen. 

Wihrend im Raum diese Kurve (6, 0)’, welche die Kon- 
stantenzahl 23 hat, ein besonderer Fall der (6, 0)” ist, die aus 
dem Teilschnitt einer /; mit einer J’, hervorgeht und die Kon- 
stantenzahl 24 besitzt, stimmt dies nicht auf der Fldche F, wo 
beide Klassen von Kurven in derselben Mannigfaltigkeit 5 auf- 
treten und zwei verschiedene Kurvenfamilien bilden. 

Nur fiir m = 6 existieren auf einer F'; zwei voneinander ver- 
schiedene Klassen von rationalen Kurven der Ordnung m: Sturm, 
Math. Ann, 21, 483 (1883); Rohn, Leipzig. Ber. 46, 101 (1894). 

Uber den Schnitt zweier Flichen 3. Ordnung und seine Aus- 
artungen vgl. auch Schoute, Archive Teyler (2) 7°, 219 (1901), 
Math. Ver. 9, 103 (1901). 

Wir fiihren noch die folgende charakteristische Eigenschaft 
der Gruppe von 10 Kurven einer F; an, zu der Lie, Leipz. Ber. 
49, 229 (1897) von dem Abelschen Theorem aus als Spezial- 
fall viel allgemeinerer Eigenschaften gelangte: wenn zehn Kurven 
von der Art sind, dap eine allgemeine Ebene sie in zehn Punkten, 
die auf einer einzigen irreduziblen Kurve 3. Ordnung liegen, schneidet, 
so geht durch die zehn Kurven eine Fldche 3. Ordnung hindurch. 


§ 10. Flachen zweiter Ordnung, welche eine Fliche 
dritter Ordnung in drei Kegelschnitten treffen. Satze tiber 
die 185 Schnittpunkte der 27 Geraden. 


Steiner, Werke II, 8.654, hat den folgenden Satz aus- 
gesprochen: 
Wenn drei Kegelschnitte von F, den vollstdndigen Schnitt von F, 
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nuit emer Eldche 2. Ordnung bilden, so gehéren die drei Geraden, 
in welchen die Ebenen der Kegelschnitte dic F’, noch schneiden, der- 
selben Ebene an. Umgekehrt, wenn man durch drei Gerade 9, , 99, 93 
von I, die in emer Ebene x legen, willkiirlich drei Ebenen o, , cy , 
legt, so schneiden diese F noch in drei Kegelschnitten I, Ty, 1, 
die auf einer Fldche 2. Ordnung liegen. 


Die sechs Asymptotenpunkte auf 91, 99. G93 iegen zu je dreien 
auf vier Geraden, welche die Beriihrungslinien der Ebene x mit 
vier Kegeln 2. Grades bilden, die je drei der sechs, 91, Gas G3 im den 
genannten Punkten beriihrenden Kegelschnitte von I’, enthalten, und 
die Spitzen dieser vier Kegel liegen auf einer Geraden von x. 


So gehen aus der Ebene x 00° F lichen 2. Ordnung hervor, unter 
ihnen sind co? Kegel enthalten, und deren Spitzen bilden eine Fldche 
4. Ordnung F',. 


Die Beweise hierfiir findet man bei Cremona, Grundziige, 
8.196; Sturm, Synth. Unters., S$. 76, 80. 


Wenn man die Geraden Oty tg, ots 04, &, 0%, der Reihe nach wm 
die Punkte 92935 93915 919Gq votieren lapt, so erzeugen thre reziproken 
Polaren beziiglich der Biischel von F,, die durch I, und T',, I, und 
LT, I, und I, hindurchgehen, drei Strahlenkongruenzen 2. Ordnung 
6. Klasse, von denen F', die gemeinsame Brennfldche ist. 


Dieser Satz riithrt von Cremona, Grundziige, 8. 196, her und 
wurde aufs neue bewiesen von F. Schur, J. f. Math. 95, 207 
(1883), der hinzufiigte, daB die 12 Knotenpunkte von F , die Schnitt- 
punkte der 12 Geradenpaare von EF, bilden, die in den von x ver- 
schiedenen, durch 9;, 92,93 hindurchgehenden dreifach beriihrenden 
Ebenen enthalten sind, auBerdem da8 die drei Tetracder, deren Ecken 
zu den 12 Punkten gehdren und von den durch je eine der drei Ge- 
raden Jy, Jo» G3 hindurchgehenden dreifach beriihrenden Ebenen her- 
riihren, ein desmisches System bilden. 


Uber desmische Tetraeder s. Hermes, J. f. Math. 56, 204 
(1858); Beltrami, Giorn. di Mat. (1) 1, 208, 354 (1863), 
Opere I, p. 73; Stephanos, Bull. Sc. math. (2) 34, 424 (1879); 
Veronese, Rom. Acc. Lincei Mem. (3) 9, 306 (1881); Reye, 
Acta Math. 1, 97 (1882): sie sind von der Art, dap irgend zwei 
von ihnen auf vier Arten perspektiv sind, wobei die Perspektivitats- 
zentren die Ecken des dritten Tetraeders bilden. 

Man kann auch sagen, daB aus den 135 Schnittpunkten der 
27 Geraden von F sich 45 Gruppen von je 12 herausgreifen lassen, 
welche die Ecken von drei desmischen Tetraedern bilden. 


890) Kapitel XXXIV. Flachen 8. Ordnung 


Die F, ist demnach eine sogenannte desmische Fldche, die 2u 
der Kriimmungsmittelpunktsfliche einer F, reziprok ist (Vero- 
nese, a.a. O., p. 333). Nach Schur schneidet sie , in den drei 
Raumkurven 4, Ordnung 1. Art, in denen F; von den ersten Po- 
laren der Ecken des Dreiseits g, g.g, auBerhalb dieser Geraden selbst 
getroffen wird, auBerdem wird £', von w in einer Kurve 4. Ord- 
nung geschnitten, die auf der Kernfliche von F’; liegt. 

Schur hat auch die umgekehrte Frage behandelt, die F zu 
bestimmen, wenn eine desmische Fliche F’, willkiirlich gegeben ist 
und ebenso die Ebene z, und hat gefunden, dab es sechs zugehé- 
rige F; gibt. Daraus folgt (nach einem Satz von Liiroth, Ba. II’, 
8. 418), daB jede desmische Fliche 4. Ordnung von einer belie- 
bigen Ebene in einer Kurve geschnitten wird, welcher co? voll- 
stindige Fiinfseite eimbeschrieben werden kénnen. 

Uber die vorstehenden Higenschaften s. auch S. Kantor, 

Wien. Denkschr. 46, 118 (1882); Humbert, J. de Math. (4) 7, 
391 (1891); Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeo- 
metrie III, Leipzig 1896, 8. 505; Briies, Diss. Bonn 1910, 8. 25. 

Die 135 Schnittpunkte der 27 Geraden sind auch eng ver- 
kntipft mit den involutorischen quadratischen Transformationen 
(Inversionen), die F'; in sich transformieren. Der Fundamental- 
punkt O einer beliebigen von ihnen ist der Schnittpunkt zweier 
Geraden g, h von F’,, der Grundkegelschnitt ist der weitere Schnitt 
von I’, mit einer Ebene mw, die durch die dritte Gerade k von F3, 
welche in der Ebene gh liegt, hindurchgeht, und die F,, auf 
welcher die sich selbst entsprechenden Punkte liegen, geht durch 
die Kurve y 4. Ordnung erster Art hindurch, in der F; auBer in g 
und # von der ersten Polare des Punktes O geschnitten wird, und 
entspricht w in der projektiven Beziehung zwischen dem Ebenen- 
biischel mit der Achse k und dem F’,-Biischel mit der Grundkurve y, 
durch welche (§ 7) F, erzeugt wird. Die angefiihrten Transfor- 
mationen verteilen sich also auf 27 co1-fache Scharen, die den 
27 Geraden von F zugeordnet sind. 

Vel. hieriiber Kiipper, Prag. Bohm. Gesellsch. Abh. (7) 2, 
Nr. 10 (1888), Zschr. Math. Phys. 34, 129 (1889); Montesano, 
Ist. Ven. Atti (6) 6, 1425 (1888); Sturm, Die Lehre v. d. geom. 
Verwandtschaften IV, Leipzig 1909, 8. 405. 

Montesano hat hinzugeftigt, daf die fiinf Punkte, in denen 
die durch eine Gerade von F’, gehenden dreifach beriihrenden Ebenen 
F’, auBerhalb dieser Geraden beriihren, die Mittelpunkte von finf 
Strahlenbiindeln bilden, die durch ihre Schnittpunkte mit F’, fiinf 
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untereinander vertauschbare und als Produkt die Identitiit liefernde 
Involutionen bestimmen. 


§ 11. Weitere Satze tiber die Doppelsechse. Vollstandige 
Finfflache, die der Fliche dritter Ordnung 
einbeschrieben sind. 


F. Schur, Math. Ann. 18, 9 (1881) hat den bemerkens- 
werten Satz bewiesen, da die konjugierten Geraden einer Doppel- 
sechs auf I’, reziproke Polaren beziiglich derselben Fliche 2. Ord- 
nung H, sind. 

Andere Beweise desselben Satzes gaben Montesano, Anm. 
di Mat. (3) 1, 343 (1898); Baker, London M. S. Proc. (2) 9, 
PSA 911 \: 

Als Folgerung aus einer allgemeineren Higenschaft leitet 
Montesano, a. a. O0., 8. 344 ab, dab, wenn man die beiden Sex- 
tupel einer Doppelsechs mit einer Ebene schneidet, man zwei linear 
abhdngige Punktsysteme (nach der Bezeichnung von Rosanes, J. 
f. Math. 88, 241 (1880)) erhdlt. Vgl. auch 8S. Kantor, Wien. 
Denkschr. 46, 92 (1882). 

Verschiedene Siitze hat Kohn, Wien. Sitzwngsber. 117?, 53 
(1908) aus der Bemerkung abgeleitet, daB auf’ der Kurve 3. Ord- 
nung, welche eimen ebenen Schnitt von F, bildet, die Spuren der 
Geraden einer Doppelsechs sechs Punktepaare einer wechselweise ein- 
deutigen Punktkorrespondenz von der 2. Art bilden (vgl. Bd. Il’, 
8. 354). 8. auch Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verw. IV, 1909, 
187. 

Es ergibt sich u. a., daB die 45 Punkte, in denen sich die 15 
tibrigbleibenden Geraden von F schneiden, in 15 Tripel beziiglch 
der obengenannten Eldche H, konjugierter Punkte zerfallen. In der 
Schlaflischen Bezeichnung wird, wenn man die von den Geraden 
a,,...d, und b,,...b, gebildete Doppelsechs betrachtet, ein 
solches 'T'ripel von den Punkten €,,C, 1) €;;Chm? Cim ky Zebildet, wo 
t,k,l, m irgend vier der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnen. 

Reye, Math. Ann. 55, 257 (1902) gelangte zu dem Schur- 
schen Satz, indem er von den zwei konjugierten Netzen kubischer 
Raumkurven auf J’, ausging, die der gegebenen Doppelsechs zu- 
geordnet sind (§ 9). Zwei Kurven der beiden Netze liegen, da sie 
fiinf Punkte gemein haben, auf einer F,. Die co* sich so erge- 
benden F’, bilden kein lineares System, aber sie sind in einem linearen 
System von oo® Flachen enthalten. Dieses bestimmt eine Fliche 
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2. Klasse, welche sich auf alle jene Flichen stiitzt, und dies ist 
eben die Fliche H,, beztiglich deren die sechs Geradenpaare der 
Doppelsechs reziproke Polaren sind. 

Die kubischen Raumkurven der beiden Netze sind kubische 
Polkurven von Hy, d. h. es existieren co” Polfiinfecke von H;, die 
jeder dieser Kurven einbeschrieben sind und zu Ecken ihre fiinf 
Schnittpunkte mit je einer Kurve des konjugierten Netzes haben. 
‘Alle diese oo‘ Polfiinfecke sind zur gleichen Zeit einer Flache 
3. Klasse ®, umschrieben, welche zu F’; beztiglich H, reziprok ist 
und /, in den Geraden der Doppelsechs schneidet (vgl. auch Schur, 
a. a. 0:85.12). 

F, und ®, kann man auch erhalten, indem man von zwei 
kubischen Raumkurven mit einem Schnittpunkt P ausgeht: F, ist 
dann die Fliche 3. Ordnung, welche diese beiden Raumkurven ent- 
hilt, und ®, die Hiillflache der Ebenen, welche die beiden Kur- 
ven in sechs Punkten eines Kegelschnittes schneiden. Von den zehn 
gemeinsamen Sehnen der beiden kubischen Raumkurven bilden die 
socks, die nicht durch P gehen, ein Sextupel der Doppelsechs, deren 
12 Geraden auf F, und ®, liegen. 


Uber die vorstehenden Sitze vgl. auch Kasner, Am. J. 25, 
107 (1903); Baker, London M. 8. Proc. (2) 11, 300 (1912); 
Grieve, ebenda (2) 12, 315 (1913); auBerdem Le Paige, C. 
Toa noos (1884). © x 

Nach Reye bildet ein beliebiges der genannten oo* Polfiinf- 
ecke und das zu ihm beziiglich H, reziproke Pentaeder eine Kon- 
figuration (15,, 20;), welche 15 Paare perspektiver Tetraeder ent- 
hilt, der Fliche F, einbeschrieben (vgl. § 5) und ®, umschrieben ist. 

Da8 co® einer F, einbeschriebene vollstindige Fiinfflache exi- 
stieren, erkannten Le Paige, Acta Math. 5, 195 (1884) und 
Zeuthen, ebenda, 8. 203. 

Le Paige, Wien. Sitzwngsber. 917, 981 (1885) hat auch 
die der Kernfliiche von F, einbeschriebenen vollstindigen Fiinfflache 
bestimmt. 


§ 12. Zusammenhang mit der Theorie der ebenen 
Kurven vierter Ordnting. 


Hine Verkniipfung zwischen der Theorie der F; und der der ebenen 
Kurven 4. Ordnung findet man nach Geiser, Math. Ann. 1, 129 
(1869), indem man den Kegel betrachtet, weldbes der Fliche F; 
aus einem einfachen Punkte Pauf ihr umschrieben ist. Dieser Kegel 
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ist vom 4. Grade, und sein Schnitt mit einer Ebene x wird eine 
Kurve c, 4. Ordnung; umgekehrt léBt sich jede ebene c, derart 
aus einer F, erhalten. Die Doppeltangenten von ¢, sind die Spuren 
der Tangentialebene von F’, in P und der Ebenen, welche aus P 
die Geraden von F; projizieren. Die Kurve c, erhilt einen Doppel- 
punkt entweder als Projektion eines Doppelpunktes von F, oder 
wenn der Punkt P auf einer Geraden von F’ liegt. 

Der Geisersche Satz folgt sofort aus der Bemerkung, daB, 
wenn man den Punkt (0,0,0,1) mit P zusammenfallen lift 
und als Ebene x, = 0 die Tangentialebene in P wahlt, die Glei- 
chung von F’, sich in die Form bringen laBt 


uit, + 2a,f, + f= 9, 


wo fy, fs; Formen 2. und 3. Ordnung von ,, x, x, bezeichnen, so 
daB der scheinbare UmriB der aus P auf die Ebene x,= 0 pro- 
jizierten Flache 

ie eit fee O 


wird, d. h. eine Kurve 4. Ordnung, von der x, = 0 eine Doppel- 
dangente ist. Umgekehrt kann man auch yon der zweiten zur ersten 
Gleichung iibergehen. 

Kinen aus der Theorie der linearen Scharen (Bd. II’, Kap. XIV) 
abgeleiteten Beweis hat Bertini, Palermo Rend. Circ. Mat. 30, 
47 (1910) gegeben. 

Uber die Anwendung dieser Methode auf die Untersuchung 
der Doppeltangenten von c, (vgl. Bd. II’, 8. 412) s. noch Geiser, 
J. f. Math. 72, 376 (1870); Klein, Math. Ann. 36, 51 (1890); 
Zacharias, Diss. Rostock 1903: Baler: London M. 8. Proc. (2) 
9, 145 (1911); Long, ebenda, p. 205. 

Um ein Beispiel fiir die Anwendung der Methode auf die 
Untersuchung der , zu geben, fiihren wir den folgenden Satz 
(Baker, a.a.O., p. 167) an, der aus einem Satz von Steiner 
(Bd. II’, S. 408) tiber die Doppeltangenten einer ebenen c, folgt: 
Die sechs Geraden, welche von einem Punkte des Raumes ausgehen 
und die sechs Paare konjugierter Geraden einer Doppelsechs treffen, 
legen auf einem Kegel 2. Grades. 

Durch die von P ausgehenden Projektionsstrahlen wird zwi- 
schen der Ebene x und F, eine ein-zweideutige Beziehung hergestellt 
oder F, auf die inappeletons x abgebildet, wobei c, die Uiber gangs- 
kurve bildet (vgl. Bd. II’, 8. 367). Hieriiber und tiber aie Ver- 
kniipfung dieser Abpildune mit der ein-eindeutigen ebenen Ab- 
bildung in § 8 s. Glebsch, Math. Ann. 3, 59 (1871). 


Pascal, Repertorium II. 2. 2. Aufl. 53 
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§ 18. Flichen dritter Ordnung mit einer endlichen 
Anzahl von Doppelpunkten. 


Wenn eine F, Doppelpunkte bekommt, ohne eine Regelflache 
zu werden, so riicken einzelne von den 27 Geraden einander unend- 
lich nahe. Man sagt dann, da eine Gerade der Grenzfliche eine 
uniire, bindre usw. ist, je nachdem sie als die Grenzlage einer ein- 
zigen, zweier usw. Geraden der allgemeinen Flache erscheint. Ana- 
loge Benennungen gelten fiir die dreifach bertihrenden Hbenen. 
Wenn z. B. F einen konischen Doppelpunkt O hat, so besitzt sie 
sechs binare Geraden, die in O zusammentreffen, und 15 unare Ge- 
rade, welche dieselbe Konfiguration darbieten wie die 15 nach 
AusschluB einer Doppelsechs iibrigbleibenden Geraden einer all- 
gemeinen Fiche. Von den dreifach beriihrenden Ebenen sind 15 
binére und enthalten zwei biniire und eine uniare Gerade, 15 sind 
unire und enthalten je drei uniire Geraden. 

Salmon, Cambridge and Dublin Math. J. 2, 65 (1847) hat 
fiir die F, als besonderer Fall einer F’, gefunden, da die Klasse 12 
der allgemeinen F’, sich durch das Vorhandensein eines gewohn- 
lichen konischen, biplanaren, uniplanaren Doppelpunktes um 2, 3, 
6 Hinheiten erniedrigt; ebenda 4, 256 (1849) hat er die Abzih- 
lung der 27 Geraden fiir die verschiedenen Kombinationen von jenen 
Knotenpunkten ausgefiihrt. 


Die Behandlung der verschiedenen Singularititen hat dann 
Schlifli, London Phil. Trans. 158, 193 (1863) vollendet und 
darauf eine Kinteilung der irreduziblen F; in 23 Arten, mit Hin- 
schluB zweier Arten von kubischen Regelflichen aufgebaut. 


Cayley, London Phil. Trans. 159, 201, 231 (1869), Papers 
VI, p. 329, 359, hat fiir die verschiedenen Arten die reziproke 
Fliche untersucht, ebenso die Multiplizitaiten und Anordnungen der 
Geraden und dreifach beritihrenden Ebenen. Hier und bei Zeuthen, 
Math. Ann. 10, 536 (1876) sind auch fiir die verschiedenen Arten 
der I’, die Werte der Zahlen angegeben, die bei dem Problem der 
Reziprokalflichen (Kap. XXXI, § 3) auftreten. 


Indem wir die Regelflichen auslassen (iiber diese s. § 16), 
geben wir eine Ubersicht iiber die 21 Arten der Schlaflischen 
Klassifikation mit Angabe der Singularitét und Klasse, indem wir 
mit C; einen konischen, mit B, einen biplanaren, mit U, einen uni- 
planaren Doppelpunkt bezeichnen und mit dem Index 7 die Anzahl 
Einheiten, um die er die Klasse der Fliche erniedrigt. 
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Art Singularitiit Klasse} Art Singularitat Klasse) 

al == OX OU U, 6 | 

} Il C, 1 Ome OXCLUL B,+ 20, 5 | 
Il B, Oy. | OCA B+ C, 5 
IV 2C, Sh | EA U, 5 
Vv By 8 | XVI 4C, 4 
VI B+ C, Ta. (XCM 2B,4+ ¢, 4 
VI ‘BP Tam PeXOVLLLT B,+ 2C, 4 
VIII 8G, 6 | XIX et OC. 4 
IX 2B; Game XO Xam U; 4 
x B,+ 0, 6 | XI Suiae 3 

XI ‘By. 6 


Vgl. hieriitber noch Salmon-Fiedler, Raumgeometrie II, 
8. 874, wo auch die kanonischen Gleichungen der verschiedenen 
Arten angegeben sind. 

Auf einem mehr geometrischen Wege gelangte Bobek, 
Wien. Sitewngsb. 96, 355 (1888) zu derselben Klassifikation, in- 
dem er auch zeigte, wie jede der Arten sich aus einem Ebenen- 
biischel und einem dazu projektiven F,-Biischel erzeugen laBt. 


Aus den Arbeiten von Schlafli und Cayley lassen sich alle 
Falle ableiten, in denen die Kernfliche zerfillt. Damit insbesondere 
eine irreduzible F, einen Teil der Kernfliche einer anderen Fliche 
3. Ordnung bildet, ist notwendig und hinreichend, daB sie zwei 
biplanare Punkte vom Typus B, oder einen yom Typus B, besitzt 
(wozu jedesmal noch ein C, treten kann). Zu denselben Resultaten 
gelangte auf direktem Wee Ciani, Rom Acc. Lincei Rend. (4) 6', 
55 (1890), Ist. Lomb. Rend. (2) 26, 498, 523, 557 (1893), 27, 
222 (1894). Einzelne Sitze iiber F, mit Doppelpunkton pab 
Kohn, Wien. Sitzungsb. 96, 1298 (1887). 


Uber das Auftreten von besonderen F, bei der Untersuchung 
der quadratischen Strahlenkomplexe ygl. z. B. Sturm, Die Ge- 
bilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie III, Leipzig 1896,8. 63, 
76, 97, 282, 375, 438, 447. 


Uber die reziproken Flichen der Arten XVI bis XX vgl. Segre, 
Math. Ann. 24, 406, 418, 433 (1884). 


Hine besondere /, mit drei C, findet man als die kubische 
Polfliche einer Ebene beztiglich der co? F,, die sich durch eine 
kubische Raumkurve legen lassen. Ihre drei Doppelpunkte liegen 
in den Schnittpunkten der Ebene mit der kubischen Raumkurve, 
und diese ist fiir die F, eine Haupttangentenkurve. Wenn die 

oom 
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Ebene die kubische Raumkurve oskuliert, so wird die F', eine Cay- 
leysche Regelfliche. Vgl. Geiser, J. f. Math. 69, 216 (1868); 
Sturm, J. f. Math. 70, 239 (1869), Die Lehre v. Z geom. Verw. 
IV, Leipzig 1909, 8. 408; Cantone, Napoli Rend. 15, 181 (1886); 
Schoute, Amsterdam Nieuws Archief voor Wisk. (2) 4, 90 (1899); 
Reye, Die Geom. d. Lage II, 4. Aufl. 1907, S. 183; Bioche, 
C. R. 125, 15 (1897), Bull. Soc. math. 26, 217 (1898), 27, 96 
(1899), 35, 70 (1907), von denen der letzte noch hinzugeftigt 
hat, daB umgekehrt jede F',, welche eine kubische Raumkurve als 
Haupttangentenkurve besitzt, sich auf diese Weise erzeugen laBt. 

Uber die Transformation einer F, von der Art XXI und der 
kubischen Regelflichen in sich durch eine polare Verwandtschaft 
vgl. Dumont, Bull. Soc. math. 25, 74 (1897). 

Mit Hilfe einer ein-dreideutigen ebenen Abbildung einer F; 
von der Art XXI hat S. Reattees J. f. Math. 95, 147 (1883) 
viele Sitze tiber gewisse Page apen auf einer ailecmemen ebenen 
Kurve 3. Ordnung bewiesen. 

Die F von der Art XXI, welche die einzigen nicht gerad- 
linigen Flichen 3. Ordnung 3. Klasse sind, bieten sich auch dar 
bei der Aufsuchung der irreduziblen Strahlenkongruenzen 3. Ord- 
nung, die aus Haupttangenten einer Fliche bestehen. Fano, To- 
rino Atti 37, 501 (1902) hat gezeigt, daB diese Kongruenzen alle 
von der 3. Klasse sind, sich auf einer Ebene abbilden lassen und 
in einem tetraedralen Komplex enthalten sind, ferner daB sie ent- 
weder aus den von den Erzeugenden verschiedenen Haupttangenten 
einer kubischen Regelfliche oder aus den Haupttangenten des einen 
oder anderen Systems auf einer F, der Art XXI bestehen. 


Besonders beachtenswert ist die F', mit vier konischen Dop- 
pelpunkten. Von dieser Art ist z. B. die kubische Polarfliche einer 
Ebene beziiglich einer allgemeinen F; (§ 4). Legt man in die Dop- 
pelpunkte die Kcken des Grundtetraeders, so 1aBt sich der Glei- 
chung einer F der betrachteten Art die Form geben 


1 1 1 1 
a, as ws, wy Xs a a, i 
Die reziproke Fliche hat die Gleichung 


V2, + Va + V2 + Vx, = 0 


undist die sogenannte Steiner sche Fldche4.Ordnung(s. Kap. XXXV). 
Diese F; wurde zuerst von Cayley, J. de Math. (1) 9, 285 
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(1844), Papers I, p. 183 bemerkt, der den Satz aufstellte, daB 
thre Tangentialebenen ldngs zwei Gegenkanten des von den Doppel- 
punkten gebildeten Tetraeders sich paarweise in einer von drei Ge- 
raden schneiden, die in einer Ebene liegen und der Fliche angehoren. 

Spiter wurde diese F, untersucht von Beltrami, Giorn. di 
Mat. (1) 1, 208, 354 (1863), Opere J, p. 73 und von Eckardt, 
Progr. Reichenbach 1869, Math. Ann. 5, 30 (1872), die sie aus 
der eindeutigen Punkttransformation ableiteten, die durch die ein- 
fachen Gleichungen 


gegeben wird. Vgl. noch Painvin, J. f. Math. 63, 58 (1864); 
Townsend, Quart. J. 10, 264 (1870); Eckardt, Math. Ann. 7, 
600 (1874); Jaeckel, Progr. Gymn. Ohlau 1909; Sturm, Die 
Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie II, Leipzig 1893, 
S. 360; Die Lehre v. d. geom. Verw. III, Leipzig 1909, 8. 367; 
Zacharias, Archiv Math. Phys. (3) 18, 289 (1911); Roth, 
Monatsh. f. Math. 22, 64 (1911); Timerding, Gott. Nachr. 1900, 
S. 103, Archiv Math. Phys. (3) 20, 98 (1912). 


Laguerre, Now. Ann. (2) 11, 319, 337, 418 (1872), 12, 
55 (1873), Bull. Soc. math. 1, 21 (1873), Guwores IT, p. 275, 
281, 319 hat insbesondere die Haupttangentenkurven der Flache 
untersucht und dafiir die folgende Konstruktion angegeben. Nimmt 
man auf fF’; einen Punkt P an, so zerfallt der von P aus der Flache 
umschriebene Kegel in zwei quadratische Kegel, von denen jeder 
die Flache lings einer kubischen Raumkurve beriihrt, die Tan- 
gentenflichen dieser beiden Raumkurven schneiden dann F; aufer- 
dem in den zwei Haupttangentenkurven, die durch P gehen. 


Die Haupttangentenkurven liegen auf den Flichen 2. Ordnung 
M (ay ay + 7,04) + (Wm, + Mey) + v*(@y ay + X24) = 0, 


wobei 1, u,v der Beziehung 1+ »+v=O geniigen. Wie Le- 
cornu, Acta Math. 10, 233 (1887) bemerkt hat, ist die Hiill- 
fliche dieser 001 I’, die Kernfliche von F;. 

Nach Segre, J. f. Math. 98, 302 (1884) sind die Haupt- 
tangentenkurven von J’; auch die Restschnitte von F, mit Fla- 
chen 3. Ordnung, die durch die drei keine zwei Doppelpunkte 
von F’, verbindenden Geraden von F; gehen. 


Beltrami hat a.a. 0. auch die Transformation betrachtet, 
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die entsteht, wenn man beztiglich eines gegebenen Grundtetraeders 
die Punkte des Raumes in Gruppen von acht Punkten einteilt, die 
bis auf das Vorzeichen dieselben homogenen Koordinaten besitzen 
(vgl. hiertiber Painvin, a.a.0.; Veronese, Rom. Acc. Lincet 
Mem. (3) 9, 265, 306 (1881); Segre, Giorn. di Mat. (1) 21, 355 
(1883); Timerding, Ann. di Mat. (3) 1, 95 (1898); Reye, 
Geom. d. Lage ITT, 8. 233, 248) und hat gefunden, da, wenn man 
eine solche Punktgruppe ins Auge faBt und ihre 28 Verbindungs- 
linien mit einer beliebigen Ebene schneidet, dann die vierten har- 
monischen Punkte zu diesen Schnittpunkten und den zugehérigen 
zwei der acht Punkte auf einer /, liegen, von welcher die Ecken 
des Tetraeders vier Doppelpunkte bilden. 

Die ebene Abbildung einer F'; mit Doppelpunkten erhalt man 
am einfachsten durch ihre Projektion aus einem Doppelpunkte. So 
wurde sie von Clebsch, J. f. Math. 65, 378 (1866) fiir den Fall 
eines elnzigen konischen Doppelpunktes angegeben und dann von 
Diekmann, Math. Ann. 4, 442 (1871) fiir alle Falle, in denen 
F, einen konischen, biplanaren oder uniplanaren Doppelpunkt be- 
sitzt, genauer untersucht. 

Wenn /F; nur einen einzigen konischen Doppelpunkt besitzt, 
kann man drei Abbildungsarten finden, die durch die Lage der 
sechs Fundamentalpunkte gekennzeichnet sind; diese kénnen ném- 
lich entweder alle auf einem Kegelschnitt oder drei von ihnen auf 
einer geraden Linie oder zwei unendlich benachbart liegen. Die 
drei Arten sind indessen nicht wesentlich verschieden, da man von 
der einen zur anderen durch eine quadratische Transformation tiber- 
gehen kann. Die tibrigen Fille fiihren, was die Lage der Funda- 
mentalpunkte betrifft, zu Kombinationen der angegebenen drei 
Arten. Fiir eine F, mit 2, 3, 4 konischen Doppelpunkten geniigt 
es z. B. vorauszusetzen, daB die sechs Fundamentalpunkte auf einem 
Kegelschnitt liegen und ein, zwei, drei Paare von ihnen unendlich 
benachbart sind. Kine F; mit vier Knotenpunkten laBt sich auch 
durch die Kurven 3. Ordnung abbilden, die einem vollstindigen 
Vierseit umschrieben sind (die Haupttangentenkurven werden dann 
durch die dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitte abgebildet). 


§ 14. Flachen dritter Ordnung, welche Kollineationen in 
sich zulassen. Hekardtsche Flachen. Clebschs 
Diagonalflache. 


Als Eckardtsche Fldche bezeichnet man eine F, auf der 
drei der 27 Geraden in einem einfachen Punkt P (dem Eckardt- | 
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schen Punkt oder Ovalpunkt nach Salmon-Fiedler, Rawmgeom. 
II, 8. 416, vgl. § 15) zusammenstoBen; sie wurde zuerst unter- 
sucht von Eckardt, Progr. Chemnitz 1875, Math. Ann. 10, 227 
(1876) und mit Hilfe der ebenen Abbildung von Wieleitner, 
Diss. Miinchen 1901, Progr. Gymn. Speyer 1901, vgl. auch Archiv 
Math. Phys. (3) 16, 206 (1910). Der Punkt P ist eine Ecke des 
Sylvesterschen Pentaeders und die Ebene, in welcher die drei 


_Geraden liegen, eine Diagonalebene des Pentaeders. Diese Ebene 


bertihrt die Kernfliche lings der P gegeniiberliegenden Kante des 
Pentaeders und schneidet sie auBerdem in zwei Geraden, die durch P 
gehen (aber keine Kanten des Pentaeders sind). 

Dies kann ein, zwei, drei, vier, sechs, zehnmal eintreten, aber, 
wenn die Kernfliiche zerfillt, auch neun oder 18 Male. Denkt man 
sich die Gleichung von F in der kanonischen Form des § 4 geschrie- 
ben, so entsprechen die sechs ersten Fille der Gleichheit zweier 
der Koeffizienten a, oder zweier und zwei anderer oder dreier oder 
zweier und der drei anderen oder vierer oder aller fiinf. Den dritten 
Fall hatte schon Cayley, Phil. Mag. 27, 493 (1864), Papers V, 
p. 138, untersucht. 

Der interessanteste Fall ist der letzte, bei dem die Flichen- 
gleichung lautet 

wit R+ y+ yt y=, 
wenn 


Yy + Yot+ ¥g + Yet Ys = O- 


Diese Fliche hatte schon Clebsch, Math. Ann. 4, 331 (1871) 
bei der Untersuchung der quadratischen Transformation der Binar- 
formen und ihrer geometrischen Darstellung gefunden und als die 
Diagonalfliche des Sylvesterschen Pentaeders bezeichnet, weil 
sie die 15 Diagonalen der vollstandigen Vierseite enthalt, die in 
jeder Ebene des Pentaeders durch dessen vier andere Ebenen be- 
stimmt werden. Die 12 iibrigen Geraden von F, bilden eine Dop- 
pelsechs. 

Die Diagonalfliche ist demnach eine kovariante Fldche des 
Pentaeders. Dieses besitzt auch eine einzige kovariante F',, die durch 
die Gleichung 

yi t yt ¥ + yi t Y= 0 


dargestellt wird; ihr gehéren die 24 Asymptotenpunkte der 12 nicht 
in den Ebenen des Pentaeders enthaltenen Geraden von F, an (die 
Asymptotenpunkte der 15 iibrigen Geraden fallen in die HEcken 
des Pentaeders). Die F, ist sonach die, beziiglich deren die sechs 


830 Kapitel XXXIV. Flachen 3. Ordnung. 


Paare konjugierter Geraden der Doppelsechs reziproke Polaren sind 
(§ 11): F. Schur, Math. Ann. 18, 12 (1881). 


Vgl. auch Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die 
Auflisung der Gleichungen vom fiinften Grade, Leipzig 1884,5. 166, 
226. Hier wird auch die irreduzible Kurve 6. Ordnung vom Ge- 
schlecht p = 4 behandelt, in der sich die Diagonalfliche und die 
vorstehende I’, schneiden, sie wird die Bringsche Kurve genannt, 
weil sie in der Kleinschen Theorie die Gleichung 5. Grades in 
der Bringschen Form darstellt. 


Andere Higenschaften der Eckardtschen Flachen und ins- 
besondere der Diagonalflache, die sich auf die Geometrie des Pen- 
taeders beziehen, findet man bei Ciani, Rom Acc. Lincei Rend. (4) 
61, 399 (1890), (4) 74, 209, 227 (1891); Ascione, Rend. Ace. 
Napoli (2) 6, 147 (1892), (2) 7, 39 (1893); Griittner, Diss. Bres- 
lau 1903. Vgl. auch Klein, Math. Ann. 4, 346 (1871). 

Uber die Diagonalfliche und ihre Kernfliche in Beziehung zu 
der geometrischen Darstellung der Binirformen s. Waelsch, Wien. 
Sitzungsb. 100, 574 (1891), 105, 741 (1896). 


Die Auflésung der Gleichung 27. Grades, von der die Auf- 
suchung der 27 Geraden von #; abhingt, erfordert, wenn es sich 
um die Diagonalfliche handelt, nur die Lésung der beim Penta- 
eder auftretenden Gleichung 5. Grades und die Bestimmung von 
fiinften Hinheitswurzeln. 


Die Gleichung 36. Grades, von der im allgemeinen die Auf- 
suchung der 36 Doppelsechse abhingt, hat fiir die Diagonalfliche 
eine rationale Wurzel, folglich ist von den 36 Paaren konjugierter 
ebener Abbildungen der Diagonalfliche ein Paar rational, und die 
Sonderung der beiden zugehérigen Abbildungen hangt von der 
Lésung einer quadratischen Gleichung ab. Clebsch, a. a. 0. 8. 336, 
hat bemerkt, daB& bee diesen beiden konjugierten Abbildungen die 
sechs Fundamentalpunkte die Ecken eines Sechsecks bilden, das auf 
zechn verschiedene Arten ein Brianchonsches Sechseck ist, und hat 
auferdem bewiesen, daB alle Sechsecke, die diese Higenschaft haben, 
zueinander kollinear sind. Hin solches Sechseck wird z. B. durch 
ein regulires Fiinfeck und seinen Mittelpunkt gegeben. Uber diese 
Sechsecke vgl. noch Klein, Math. Ann. 12, 531 (1877), Vor- 
lesungen tiber das Ikosaeder, 8. 216; HeB, Hinleitung in die Lehre 
von der Kugelteilung, Leipzig 1883, 8S. 422, Math. Ann. 28, 202 
(1887); Schroeter, Math. Ann. 28, 457 (1887); Clebsch- 
Lindemann, Vorl. wb. Geometrie, 2. Aufl, 11, Leipzig 1910, 
8. 583 ff. 
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Die Diagonalfliche wird als kovariante Flache des Pentaeders 
in sich transformiert durch die 120 Kollineationen, welche das 
Pentaeder in sich iiberfiihren, diese bilden eine Gruppe, die mit 
der erweiterten Gruppe des Ikosaeders (vgl. Klein, Vorl. ib. d. 
Ikosaeder, 8. 23) holoedrisch isomorph ist. 


Die Untersuchung der #, mit oder ohne singulire Punkte, 
die Kollineationen in sich zulassen, und der Gruppen dieser Kol- 
lineationen, wurde ausgeftihrt von S. Kantor, Acta Math. 19, 
143 (1895), Theorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Trans- 
formationen in der Ebene, Berlin 1895, 8.64; Wiman, Math. 
Ann. 48, 212 (1897); Bobek, Monatsh. f. Math. 10, 122, 307 
(1899). Diese Flachen sind keine anderen wie die Eckardtschen 
Flichen. 


§ 15. Realititsfragen und gestaltliche Verhiltnisse. 


Schlafli, Quart. J.2,117 (1858), London Phil. Trans. 153 
193 (1863); August, Diss. Berlin 1862, haben die verschiedenen 
Arten von F, ohne und mit Doppelpunkt, indem sie sie als reelle 
(d. h. nur durch eine auf ein reelles Tetraeder bezogene Gleichung 
mit reellen Koeffizienten dargestellt) ansahen, weiter eingeteilt nach 
der Realitit ihrer Geraden und dreifach beriihrenden Ebenen. Zu 
denselben Resultaten gelangten auf geometrischem Wege Cremona, 
Grundziige, 8. 210 und Sturm, Synth. Unters., §. 281, 349. 


Indem man punktiert oder imagindr (schlechthin imaginar) eine 
nicht reelle Gerade nennt, je nachdem sie einen reellen Punkt ent- 
halt oder nicht, findet man, daB eine allgemeine reelle F, zwei 
verschiedene Arten von reellen und drei Arten yon imaginiren drei- 
fach beriihrenden Ebenen besitzen kann. Hine reelle dreifach be- 
riihrende Ebene ist von der ersten oder zweiten Art, je nachdem 
sie drei reelle Gerade von F, oder eine reelle und zwei konju- 
gierte punktierte Gerade enthalt. Hine imaginiire Ebene ist von 
der ersten, zweiten oder dritten Art, je nachdem sie eine reelle 
Gerade und zwei imaginidre oder eine punktierte und zwei imagi- 
nare oder drei einander paarweise nicht konjugierte punktierte 
Gerade enthilt. 

Dies vorausgeschickt, kann man fiinf Arten allgemeiner reeller 
F, unterscheiden: 

1. Art. Die 27 Geraden sind reell, und die 45 dreifach be- 
riihrenden Ebenen sind reell von der ersten Art. 


2. Art. 15 Gerade sind reell, die tibrigen 12 sind imaginar 
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und bilden eine Doppelsechs. Von den dreifach bertihrenden Ebenen 
sind die 15, welche je drei der reellen Geraden enthalten, reell von 
der ersten Art, die tibrigen imaginir von der ersten Art. 


3. Art. Sieben Gerade sind reell und sechs von ihnen ver- 
teilen sich zu je zweien auf drei dreifach beriihrende Ebenen, die 
durch die siebente, a, gehen. Die vier anderen Geraden, die a tref- 
fen, bilden zwei Paare konjugierter punktierter Geraden, die 16 
tibrigen sind imaginir. Durch a gehen drei reelle Ebenen erster 
Art und zwei zweiter Art, die iibrigen Ebenen sind alle imaginir, 
24 von der ersten Art und 16 von der zweiten Art. 


4, Art. Nur drei Gerade sind reell und liegen in einer Ebene; 
von den tibrigen sind 12 punktiert und 12 imaginiar, jede der 
reellen Geraden wird von vier der einen und vier der anderen Art 
getroffen. Durch jede der reellen Geraden gehen auBer der reellen 
Ebene erster Art, die sie enthilt, zwei reelle Ebenen zweiter Art und 
zwei imaginire Ebenen erster Art; von den tbrigen sind 24 ima- 
ginir von der zweiten Art und acht imaginar von der dritten Art. 


5. Art. Nur drei Gerade sind reell und liegen in einer Ebene; 
die 24 iibrigen sind punktiert. Durch jede der reellen Geraden 
gehen aufer der reellen Ebene erster Art, die sie enthilt, vier reelle 
Ebenen zweiter Art; die iibrigen 32 Ebenen sind imaginar von der 
dritten Art. 


Von den 120 Paaren konjugierter Trieder sind bei der ersten 
Flachenart alle reell, bei den tibrigen Arten betragen die Anzahlen 
reeller Paare der Reihe nach 30, 12, 10, 16. 


Aus dem Vorstehenden folgt, daB eine Fidche 5. Art sich nicht 
auf reelle Weise durch drei kollineare Ebenenbiindel erzeugen lat. 
Hingegen lat sich jede reelle Fldche auf reelle Weise durch die erste 
und die zweite Steiner sche Erzeugungsart gewinnen (§ 7). Vgl. 
Cremona, Grundziige, S. 212,218; Sturm, Synth. Unters. 8. 301, 
810/317, 338: 

Hine Reihe anderer negativer Higenschaften der F, 5. Art 
hat Sturm, Math. Ver. 14, 24 (1905) angegeben: sie laBt sich 
auch nicht auf reelle Art durch trilineare Ebenenbiischel erzeugen, 
enthalt keine reelle kubische Raumkurve usw. 


Die gestaltlichen Verbiiltnisse der reellen F, wurden von 
Schlafli, Klein und Zeuthen untersucht. Wahrend die F, der 
vier ersten Arten aus einem einzigen unpaaren Mantel bestehen, 
besteht die fiinfte Art aus zwei Minteln, einem paaren und einem . 
unpaaren; vgl. Schlafli, Ann. di Mat. (2) 5, 289 (1872). 
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Im AnschluB an die Modelle yon I’, mit vier reellen koni- 
schen Doppelpunkten, die auf seinen Rat von Neesen (vgl. Gétt. 
Nachr. 1872, 8. 403) und Weiler (1873) konstruiert wurden, 
zeigte Klein, Math. Ann. 6,551 (1873), wie man aus einer derar- 
tigen F’, durch die beiden Prozesse des Verbindens und des Tren- 
nens der in einem Knotenpunkt zusammenstoBenden Flichenteile 
(iihnlich wie man aus dem reellen Kegel zweiten Grades durch Ver- 
binden oder Trennen das einschalige oder zweischalige Hyperbo- 
loid erhiilt) alle Schlaflischen Arten von F’, mit 3, 2,1,0 reellen 
Doppelpunkten erhalten kann. Was den eventuellen Ubergang eines 
Knotenpunktes durch die Form eines biplanaren Punktes betrifft, 
so bildet cine /, mit biplanarem Knoten den Ubergang zwischen 
zweierlei Ilichen mit konischen Knoten; wendet man aber auf 
diese Knoten die beiden in jedem Falle zulissigen Auflésungs- 
prozesse an, so sind die Resultate bei beiden Flichen dieselben. 
Alle J’, derselben Schliflischen Art kénnen durch kontinuierliche 
Anderung der Koeffizienten ineinander tibergefiihrt werden. Klein 
hat insbesondere die Lagenverhiltnisse der F’, erster Art (mit 27 
reellen Geraden) untersucht, indem er diese J’, durch kontinuier- 
liche Transformation aus der Clebschschen Diagonalfliche (§ 14) 
ableitete und sich auf ein Modell dieser Fliche stiitzte, das Weiler 
nach Angaben von Clebsch (vgl. Gétt. Nachr. 1872, 8. 402) kon- 
struiert hatte. 

Zu den fiinf Schlaflischen Arten allgemeiner F, gelangte 
Zeuthen, Math. Ann. 7, 410 (1874) durch Anwendung seiner 
Sitze (vgl. Bd. II’, 8S. 398) tiber die verschiedenen Typen von re- 
ellen ebenen Kurven 4. Ordnung, indem er (vgl. § 12) eine ebene c, 
als scheinbaren Umrif einer F’, deutete. Dieser UmriB setzt sich 
fiir die F’, erster bis vierter Art der Reihe nach aus 4, 3, 2, 1 
einander ausschlieBenden Ziigen zusammen, dagegen besteht er fiir 
eine J’, fiinfter Art aus zwei Ztigen, von denen der eine im an- 
deren enthalten ist, wenn das Projektionszentrum auf dem unpaaren 
Mantel liegt und besitzt keinen reellen Zug, wenn das Projektions- 
zentrum auf dem paaren Mantel liegt. 

Dieselbe Methodeder stereographischen ProjektionhatZeuthen, 
Math. Ann. 8, 1 (1875) fiir eine weitergehende Untersuchung der 
Gestalt der allgemeinen reellen F, benutzt und so fiir die F, mit 
27 reellen Geraden die Resultate von Klein iiber die aus Geraden 
der F, gebildeten geschlossenen Drei-, Vier- und Fiinfseite und 
tiber die parabolische Kurve der Fliche wiedergefunden und auBer- 
dem fiir die anderen vier Arten von F, diese und andere Fragen 
gelost. 
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Auf einer allgemeinen reellen F', erster bis fiinfter Art hegen 
der Reihe nach 12, 6, 2, 0, O reelle Geraden, deren Asymptoten- 
punkte imaginir sind; im ersten Falle bilden die 12 Geraden eine 
Doppelsechs. Vgl. hieriiber auch Korteweg, Wien. Sitzungsber. 
98, 1189 (1890). 


Eine F', erster Art wird durch ihre Geraden in zehn Dreiecke, 
90 Vierecke, 30 Fiinfecke zerlegt; die parabolische Kurve besteht 
aus zehn Ovalen, deren jedes einem der zchn Dreiecke einbeschrie- 
ben rst. 


Hine F’, zweiter Art wird von ihren 15 reellen Geraden m 
sechs den Ziigen der parabolischen Kurve umschriebene Dreiecke, in 
18 Vierecke und 18 Fiinfecke zerlegt. 


Hine F, dritter Art wird von ihren sieben reellen Geraden in 
vier der parabolischen Kurve umschriebene Dreiecke und in vier 
Sechsecke zerlegt. 


Eine F, vierter Art und der unpaare Mantel einer F, fiinfter 
Art werden von thren drei reellen Geraden in drei den Ziigen der para- 
bolischen Kurve umschriebene Dreiecke zerlegt; in gedem Punkte des 
paaren Mantels einer F, fiinfter Art ist hingegen die Kriimmung 
elliplisch. 

Wenn eines der vorstehenden Dreiecke sich auf einen Punkt 
reduziert, so hat die parabolische Kurve hier einen isolierten Punkt, 
und das erklirt den diesem Punkt gegebenen Namen Ovalpunkt 
($ 14), 

Klein und Zeuthen haben auch die ebenen Schnitte einer 
allgemeinen reellen F; untersucht. Wenn es sich z. B. um eine F, 
mit 27 reellen Geraden handelt, so kénnen diese Schnitte vier Falle 
darbieten, je nachdem sie aus einem einzigen unpaaren Zug oder 
einem unpaaren Zug und einem Oval bestehen, wobei das Oval 
von 0, 12 (eine Doppelsechs bildenden) oder 16 Geraden der F, 
getroffen werden kann. Betrachtet man den Schnitt mit der unend- 
lich fernen Ebene und setzt voraus, daB diese die F, nicht berihrt, 
so gelangt man derart zu einer Einteilung der 7, mit 27 reellen 
Geraden in vier Unterarten. 


Die gestaltlichen Verhaltnisse einer F', und ihrer paraboli- 
schen Kurve hat ebenfalls durch stereographische Projektion unter- 
sucht Herting, Diss. Miinchen 1887, Progr. Augsburg 1887. Mit 
Hilfe der ebenen Abbildung von Fy hat sie studiert Niesen, Diss. 
Groningen 1910. 


Wie sich das Sylvestersche Pentaeder in den verschiedenen 
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Fallen, wo F; einen oder mehrere Doppelpunkte hat, verhilt, hat 
Rodenberg, Diss. Géttingen 1874 untersucht. Er hat ferner Math. 
Ann. 14, 46 (1874) umgekehrt, auch was die Realitiitsverhiltnisse 
betrifft, alle # bestimmt, die zu einem gegebenen Pentaeder ge- 
héren, indem er die verschiedenen Fille in Betracht zog, die sich 
bei diesem darbieten kénnen. Die Grundlage einer solchen Klassi- 
fikation ist der schon angefiihrte Satz von Klein, da alle F, ohne 
Singularitiiten und von derselben Schlaflischen Art durch konti- 
nuierliche Anderung der Koeffizienten ineinander tibergefiihrt werden 
k6énnen, ohne da hierbei ein Knotenpunkt auftritt. 

Im Zusammenhang hiermit hat Rodenberg 1881 cine Reihe 
von 26 Gipsmodellen yon #, und einigen ihrer Kernflichen bei 
L. Brill in Darmstadt erscheinen lassen, s. Katalog math. und 
math.-phys. Modelle von Dyck, Miinchen 1892, S. 263. Vel. 
Korteweg, Amsterdam Nieuw Archief voor Wisk. 20, 63 (1893). 


Auf Grund der Rodenbergschen Modelle hat Bauer, Miin- 
chen, Ber. 13, 320 (1883) die gestaltlichen Verhiltnisse der pa- 
rabolischen Kurven auf den F’, mit Knotenpunkten untersucht. 


Ein Stabmodell der F, mit 27 reellen Geraden hatte schon 
W. Fiedler konstruiert, s. Zschr. Math. Phys. (Hist. Lit. Abt.) 
14, 32 (1869); ein Gipsmodell konstruierte Chr. Wiener 1869 
auf Anregung von Clebsch. 


Berechnungen von Doppelsechsen zum Zweck der Konstruk- 
tion von Modellen stellten an Cayley, Quart. J. 10, 58 (1869), 
Cambridge Phil. Trans. 121, 366 (1873), Papers VII, p. 316; VIL, 
p. 366; Frost, Quart. J. 18, 89 (1881). 


Uber die Konstruktion yon Modellen vgl. noch Blythe, Cam- 
bridge Phil. Soc. Proc. 9, 6 (1898), Quart. J. 29, 206 (1898), 32, 
266 (1901), 34, 73 (1902), auBerdem On Models of cubic Sur- 
faces, Cambridge 1905. 

Schlafli, Amn. di Mat. (2) 5, 289 (1872), (2) 7,193 (1875) 

-und Klein, Math. Ann. 6, 578 (1873), 7, 549 (1874), 9, 476 

(1876) haben die allgemeinen reellen F, auch vom Standpunkt 
der Topologie untersucht. Es ergibt sich, da die F; erster bis 
fiinfter Art der Reihe nach den Zusammenhang (Bad. II’, 8. 184) 
8, 6, 4, 2, O haben (wenn 2p der Zusammenhang oder p das Ge- 
schlecht ist, lassen sich héchstens p geschlossene Kurven ziehen, 
welche die Fliche nicht zerstiickeln). 


Die zweidimensionalen Zykeln der reellen geschlossenen vier- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit, welche das Bild einer F; (vgl. 
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Kap. XXX, $1) bildet, hat Poincaré, J. de Math. (6) 2, 179 
(1906) untersucht. Fiir die besondere F mit der Gleichung 


ae ae aad 


vgl. auch Picard, C. R. 126, 1457 (1898), 132, 929 (1901), 
134, 629 (1902), 187, 594 (1903), Ann. ce. norm. (3) 19, 75 
(1902), (3) 20, £60 (1903). 

Wenn man als einfache Fldche eine kontinuierliche und in 
projektivem Sinne geschlossene Fliche bezeichnet, deren Tangen- 
tialebene und Hauptkriimmungsradien sich kontinuierlich andern, 
und als ihre Ordnung die Hichstzahl der Punkte, in denen sie von 
einer Geraden getroffen wird, so soll nach Juel, C. R. 152, 1219 
(1911) die ganze Geometrie der Lage auf einer F, unabhiingig 
von dem algebraischen Charakter der Fliche sein und sich auf eine 
beliebige einfache (nicht geradlinige) Fliche 3.Ordnung ohne Dop- 
pelpunkte ausdehnen lassen, indem diese immer 3 oder 7 oder 15 
oder 27 reelle Geraden enthilt. Vgl.auch Juel, Compte rendu du 
2. Congrés des math. scandinaves 1911, p. 91. 


§ 16. Kubische Regelfiichen. 


Eine allgemeine kubische Regelfliche R, besitzt zwei wind- 
schiefe gerade Leitlinien, eine doppelte d und eine einfache e, die 
von allen Erzeugenden der Fliche getroffen werden. Durch jeden 
Punkt von d gehen zwei Erzeugende, und ihre Schnittpunkte mit e 
bilden eine Involution, die zu der Punktreihe d projektiv ist. Dual 
entsprechend liegen in jeder Ebene durch e zwei Erzeugende, und 
die Ebenen, die sie mit d verbinden, bilden eine Involution, die 
zu dem Ebenenbiischel e projektiv ist, indem sie zu der vorher- 
gehenden Involution perspektiv wird. 


Wenn U, V die Doppelpunkte der Involution auf e und U’, 
V’ die entsprechenden Punkte auf d sind, so stellt jede der Ge- 
raden h = UU’ und! = VV’ zwei unendlich benachbarte Erzeu- 
gende dar, die von U’ und V’ ausgehen. Die F; hat mithin zwei 
Torsallinien (Kap. XXXII, § 3) h,1, zwei Kuspidalpunkte U’, V’ 
und zwei Kuspidalebenen eU’, eV’. 

Die allgemeine R, li8t sich auf verschiedene Arten projektiv 
erzeugen, die bemerkenswertesten sind folgende: 


1. Wir beziehen die Punkte einer Geraden d projektiv auf 


die Punktepaare einer Involution auf einer zu d windschiefen Ge- 
raden e und verbinden die Paare entsprechender Punkte. 
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2. Wir verbinden die Paare entsprechender Punkte einer Ge- 
raden e und eines Kegelschnitts y, der mit ¢ keinen Punkt gemein 
hat und darauf projektiv bezogen ist. 

3. Wir bestimmen den Ort einer Geraden, die sich so bewegt, 
daB sie zwei windschiefe Geraden d und e und einen Kegelschnitt y, 
der d in einem Punkte schneidet, in verschiedenen Punkten trifft. 

4, Wir bestimmen den Ort einer Geraden, die sich so bewegt, 
da sie zwei Kegelschnitte, die einen Punkt gemein haben, und 
eine Gerade d, die beide Kegelschnitte einmal schneidet, in ver- 
schiedenen Punkten trifft. 

5. Wir bestimmen den Ort einer Geraden, die sich so bewegt, 
daB sie eine Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt und zwei diese 
Kurve, die eine in ihrem Doppelpunkt, die andere in einem ein- 
fachen Punkt, schneidende windschiefe Geraden in verschiedenen 
Punkten trifft. 

Beziehen wir die Fliche R, auf das Tetraeder UV U’V’, so 
nimmt ihre Gleichung die Form an 

xix3 — ta4—= 0, 
wobei x, = 0, 7, = 0 die Tangentialebenen in den Kuspidalpunkten 
auf d sind und 2, = 0, x, = O die Ebenen, die diese beiden Punkte 
aus € projizieren. 

Alle diese und andere Higenschaften (ausgenommen die fiinfte 
Erzeugung, die schon Cayley, Phil. Mag. 24,514 (1862), Papers V, 
p- 90 behandelt hatte) verdankt man Cremona, der auf die R, 
zuerst bei einer Untersuchung der kubischen Raumkuryen stie, 
J. f. Math. 58, 138 (1860), und ihre zweite Erzeugung angab, er 
behandelte sie dann in systematischem Zusammenhang Jst. Lomb. 
Atti 2, 291 (1860). Beachtenswert ist die einfache Konstruktion 
einer kovarianten Fliche von #,: Die Pole einer Erzeugenden g 
von R, beziiglich der Kegelschnitte von R,, die in den Ebenen 
durch g liegen, erfiillen eine Gerade gy’. LiBt man g die Flache R, 
durchlaufen, so beschreibt g’ eine andere kubische Regelfliche R, , 
die mit R, die zwei Leitlinien, die Kuspidalpunkte, die Kuspidal- 
ebenen und die Torsallinien gemein hat und auch die reziproke 
Polare von R, beziiglich einer Fliche ®, ist. Die Gleichung von FR,’ 
lautet auf das oben angegebene Tetraeder bezogen 


x?a,-+ aa,= 0 
und die yon ®, 
w+ a2 + a2 + 22 = 0. 
Die vorstehende Darstellung ist nicht méglich fiir den be- 
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sonderen Fall (die Cayleysche Regelfldche), wo die beiden Leit- 
linien d, e zusammenfallen, so daB in die einzige Leitlinie d auch 
eine Erzeugende fallt. Dieser Fall ist auch durch das Zusammen- 
riicken der beiden Kuspidalpunkte oder Kuspidalebenen gekenn- 
zeichnet; er wurde von Cayley an Cremona in einem Briefe vom 
12. Juni 1861 mitgeteilt, kurz darauf auch von Chasles, C. R. 
53, p. 888 Anm. (18. Novbr. 1861) bemerkt und sodann von Cre- 
mona, J. f. Math. 60, 313 (1862) naher untersucht, der u. a. be- 
merkte, daB diese Fliche aus der zweiten der angegebenen Erzeu- 
gungen hervorgeht, wenn die Gerade und der Kegelschnitt einen 
nicht sich selbst entsprechenden Punkt gemein haben, und auch 
aus der vierten Erzeugung, wenn eine einzige durch die Gerade 
gehende Hbene die beiden Kegelschnitten berihrt. 

Der Gleichung der Flache laBt sich die Form geben 

2,21 + %_%,%,— 23 = 0, 
wobei x, = 0, 2,= 0 die Doppellinie, (1, 0, 0, 0) der uniplanare 
Punkt auf ihr und die Ebene 2,= 0 die lings ihr berihrende 
Tangentialebene wird. 

Es la8t sich nach dem Angefiihrten sagen, daB eine kubische 
Regelfldche immer einer linearen Strahlenkongruenz (mit verschiede- 
men oder zusammenfallenden Leitlinien) angehdrt. Vgl. Clifford, 
London Phil. Trans. 169, 664 (1878), Papers, p. 306; Segre, 
Torino Mem. (2) 36, 98 (1885). 

Die allgemeine R, hat die Konstantenzahl 13, die Cayley- 
sche Fliche die Konstantenzahl 12. 

Wahrend die allgemeine R, cine Gruppe von oo projektiven 
Transformationen in sich zuldpt, kommt der Cayleyschen Fldche 
eine Gruppe von co*® Transformationen zu. Umgekehrt hat Lie, 
Math. Ann, 24, 545 Anm. (1884), Theorie der Transformations- 
gruppen ITI, Leipzig 1893, 8.196, bemerkt, daB aufBer den Ebenen, 
den Kegeln, den Fldchen 2. Ordnung und der abwickelbaren Fléche 
4. Ordnung, welche von den Tangenten einer kubischen Raumkurve 
gebildet wird, die Cayleysche Regelfldche die einzige Fldche ist, 
die mehr als co* projektive Transformationen in sich zuldpt. Vg). 
auch Lie, Archiv for math, og naturv. 7, 179 (1882), Christiania 
Forhandl. 1884, Nr. 9, Leipzig. Ber. 47, 209 (1895); Enriques, 
Atti Ist. Veneto (7) 4, 1590 (1893), (7) 5, 638 (1894); Fano, 
Rom Acc. Lincei Rend. (5) 4%, 149 (1895); Rend. Circ. mat. 10, 
16 (1896). 

Uber die kubischen Regelflichen vgl. noch Chasles, OC. R. 
53, 884 (1861); Cayley, London Phil. Trans. 154, 559 (1864), 


§ 16. Kubische Regelflachen. 839 


Papers V, p. 201. Geometrische Behandlungen gaben Em. Weyr, 
Geometrie der rdéumlichen Erzeugnisse ein-zweideutiger Gebilde, ins- 
besondere der Regelflichen 3. Ordnung, Leipzig 1870; Ch. Wiener, 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie II, Leipzig 1887, 8. AAT: 
Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Tamengeanccs 
Pepe: 1892, 8.48; Reye, Geom. d. Lage I, 4. Aufl. 1899, S. 247; 
ITT, 4, Aufl. 1910, 8. 155; analytische Darstellungen Salinas 
Fiedler, Rawmgeom. IT, 8. 365; Zindler, Liniengeometrie II, 
Leipzig 1906, S. 59. 

Vom Standpunkt der Formentheorie untersuchte die Flachen 
Pittarelli, Giorn. di Mat. (1) 32, 141 (1894). 

Die Polarentheorie behandelte Hochheim, Zschr. Math. 
Phys. 23, 308, 345 (1878), 24, 18 (1879). 

Die Kurven auf einer kubischen Regelfliiche betrachtete Ferry, 
Archiv for Math. og Naturv. 21,1 (1899), Amer. J.23, 179 (1901), 
25, 269 (1903). Uber die Kegel 3. Ordnung vgl. noel Cayley, 
Phil. Mag. 18, 439 (1859); Cambridge Phil. Trans. 11, 129 
(1866), Papers IV, p. 120, V, p. 401. 

Die Einteilung der einfachen linearen wenigstens 0o°-fachen 
Systeme von Kurven des Geschlechtes 3 auf einem kubischen ellip- 
tischen Kegel geht hervor aus den Arbeiten von Castelnuovo, 
Torino Atti 25, 695 (1890); de Franchis, Palermo Circ. Mat. 
Rend. 14, 33 (1890); Scorza, Ann. di Mat. (3) 16, 255 (1909), 
(3) 17, 281 (1910). 

Die ebene Abbildung (§ 8) einer R, 14Bt sich nach Clebsch, 
J. f. Math. 67, 17 (1867) so ausfiihren, daB die Bilder der ebenen 
Schnittkurven Kegelschnitte werden, welche durch einen festen 
Punkt P gehen und eine feste Gerade d in Punktepaaren einer ge- 
gebenen Involution schneiden. Diese Punktepaare sind die Bilder 


der Punkte auf der doppelten Leitlinie, withrend der Punkt P das 


Bild der einfachen Leitlinie wird. Die Erzeugenden von &, haben 


gu Bildern die durch P gehenden Geraden, die Torsallinien ins- 


_ besondere die Geraden, die aus P die Doppelpunkte EZ, F' der In- 


volution auf d projizieren. 

Wie Clebsch, Math. Ann. 5, 421 (1872) bemerkt hat, kann 
man zu dieser Abbildung auf einfache Art gelangen, indem man 
ihnlich wie bei einer allgemeinen F, (§ 8) eine Gerade sich so 
bewegen 14Bt, daB sie zwei feste Erzeugende von A, trifft und zur 
Bildebene eine Ebene durch die doppelte Leitlinie wahlt. 

Die verschiedenen Klassen von Kurven auf #, kann man durch 
das folgende einfache Verfahren finden, das von Clebsch, Math. 
Ann. 1, 634 (1869) herrithrt und von Bertini, Introduzione alla 


Pascal, Repertorium. I12. 2. Aufl. 54 
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geometria proiettiva degli iperspazii, Pisa 1907, p. 298, wieder be- 
nutzt ist, wo die &, durch Projektion der kubischen Normalregel- 
fliche eines vierdimensionalen Raumes gewonnen wird. Wenn y’ 
eine Kurve von der Ordnung m der Bildebene m ist, die w-mal 
durch P geht, so daB die abgebildete Kurve y die doppelte Leit- 
linie d in » Punkten und die einfache Leitlinie ¢ in a Punkten 
trifft, so lassen sich die Kurven auf R, in Gattungen (m, «) ein- 
teilen, da sich als Grenzfille der allgemeinen Kurven die Kurven y 
ansehen lassen, die wirkliche mehrfache Punkte erhalten, indem 
entweder y’ auBerhalb P einen mehrfachen Punkt bekommt oder 
durch einen oder mehrere Punktepaare der Inyolution auf d hin- 
durchgeht. Setzt man 


L=n—2+a, y=n—1—a, 


so daf von den Zahlen x, y notwendigerweise die eine gerade, die 
andere ungerade ist, dann wird die Kurvengattung (7, «) von den 
Kurven y gebildet, deren Ordnung N und Geschlecht p gegeben 
werden durch 


? 2 


_&+3y+5 i 
Nes igi p= 


Fiir m = 1 sind die Kurven y, je nachdem « = 1 oder a=0, 
entweder die Erzeugenden von FR, oder Kegelschnitte, die in einer 
Ebene durch eine Erzeugende legen. 

Fiir jeden Wert p > O erhilt man eine endliche Anzahl von 
Kurvengattungen, indem man die Zahl 2p auf alle mdglichen 
Arten in zwei Faktoren x und y zerlegt, von denen der eine gerade, 
x—y+1 

2 
nicht negativ wird. Fir die niedrigsten Werte von p erhalt man 
die folgenden Kurvengattungen: 


der andere ungerade ist, mit der Bedingung, daB a = 


| x 7] N n o 

p=1 | 2 1 5 3 1 
1 2 6 3 0 

p=2 [Paes 1 6 4 2 
| 6 1 % 5 3 

p=3 3 2 7 4 t 
2 3 8 4 0 

p=4 | 8 1 8 6 4 
nelly | 10 1 9 7 5 
5 2 8 5 2 
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Fir p= 0 wird = 0 oder y= 0. Im ersten Fall findet 
man in w Kegelschnitte, die nicht durch P gehen und denen oo° 
Kurven 4. Ordnung zweiter Art, von denen die Erzeugenden Bise- 
kanten sind, entsprechen. Im zweiten Falle findet man unendlich 
viele Gattungen von rationalen Kurven auf 2,, die von jeder Erzeu- 
genden in einem Punkt getroffen werden. Insbesondere erhilt man 
fir 1 = 3 eine zweite Gattung von co® Kurven 4. Ordnung zweiter 
Art, die jede Erzeugende in einem einzigen Punkt treffen. 


Nach demselben Prinzip hat Noether, Math. Ann. 3, 196 
(1871) die Kurven auf den l’lichen von der Ordnung » mit einer 
(nm — 1)-fachen Geraden eingeteilt. 


Mit Hilfe der ebenen Abbildung kann man insbesondere die 
Haupttangentenkurven von &, bestimmen, wie es auf analytischem 
Wege Clebsch, J. f. Math. 67, 17 (1867), auf rein geometrische 
Weise Cremona, Ist. Lomb. Rend. (1) 4, 21 (1867) (reprodu- 
ziert bei Bertini, a. a. O. p. 301) getan haben. Fiir eine all- 
gemeine ft, sind die Haupttangentenkurven Kurven 4. Ordnung 
zweiter Art, die durch die beiden Kuspidalpunkte gehen und in- 
sofern besonderer Natur sind, als sie in diesen Punkten eine Beriih- 
rung 2. Ordnung mit den Torsallinien h,7/ zeigen. Diese Kurven 
werden auf f, von den F’, des durch die Geraden h, / und die Ver- 
bindungslinien der Punkte hd, Je und der Punkte /d, he gehenden 
Flachenbiischels geschnitten und haben zu Bildern die Kegelschnitte, 
die durch P gehen und in HE, F' die Geraden PX, PF’ beriihren. 

Fiir die Cayleysche Regelfliche sind die Haupttangenten- 
kurven kubische Raumkurven, die durch den Kuspidalpunkt gehen _ 
und in ihm die Leitlinie zur Tangente und zur Schmiegungsebene 
die Ebene haben, die #, lings der Leitlinie bertihrt. 

Uber die ebene Abbildung und die Haupttangentenkurven einer 
R; vgl. noch Voss, Math. Ann. 8, 119 (1875); B. Klein, Diss. 
StraBburg 1876; Picard, Ann. éc. norm. (2) 6, 348 (1877); 
Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verw. IV, 1909, 8. 295. 


Hine Eigenschaft der Raumkurven 4. Ordnung zweiter Art, 
welche die Hrzeugenden der #, zu Bisekanten haben, hat Rosati, 
Torino Atti 35, 12 (1899) angegeben: der Ort der Pole aller Bise- 
kanten einer solchen Kurve beziiglich der Kegelschnitte von Rg, 
die durch ihre Treffpunkte gehen, ist eine Steinersche Fliche, 
und in dem Fall, wo die Raumkurve die beiden Kuspidalpunkte 
enthilt, eine andere kubische Regelfliiche; ist die Kurve eine Haupt- 
tangentenkurve von R,, so fallt der Ort dieser Pole mit 2, selbst 
zusammen. 

54% 
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Severi, Atti Ist. Venelo 627, 863 (1903) hat vom metrischen 
Gesichtspunkte aus die R, nach ihrem Schnitt mit der unendlich 
fernen Ebene klassifiziert und ihre Zusammenhangseigenschaften 
untersucht, indem er zeigte, daB sie alle einseitig sind mit Aus- 
nahme einiger, die eim besonderes Verhalten zu der unendlich fernen 
Ebene zeigen. 

Hin Beispiel fiir eine einseitige allgemeine kubische Regelflache 
hatte H. S. Smith mitgeteilt, vgl. Darboux, Legons sur la théorie 
générale des surfaces I, 2. 6d. Paris 1914, p.418, wo die kubischen 
Regelflichen als einfachstes Beispiel fiir einseitige algebraische 
Flachen angefiihrt werden und eine Zeichnung der Fliche mit der 
Gleichung a?(1 — z) = yz gegeben wird. Vgl. auch Delaunay, 
Bull. Soc. math. 26, 43 (1898). Hine besondere Cayleysche 
Regelfliche, die zweiseitig ist, hat Dumont, Bull. Soc. math. 26, 
137 (1898) angegeben. 

Uber die erecties sogenannte Mébius sche kubische Regel- 
fldiche (vgl. Bd. II’, 8. 180) s. Maschke, Amer. M. S. Trans. 1, 
39 (1900); Gallia: Calcutta Bull. Math. Soe. 1, 9,83, 163 (1909). 


§ 17. Metrische Higenschaften und metrische Sonderfalle. 


Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelschnitte einer F',, deren 
Ebenen durch eine Gerade der Flaiche gehen, ist eine Raumkurve 
4. Ordnung zweiter Art, welche die Gerade in drei Punkten trifft 
und die fiinf Beritihrungspunkte der fiinf dreifach beriihrenden Ebenen, 
die durch die Gerade gehen, enthilt. Unter diesen Kegelschnitten 
sind vier Parabeln und drei gleichseitige Hyperbeln. Vgl. Sturm, 
Math. Ann. 4, 259 (1871), J. f. Math. 88, 218 (1880); Picquet, 
Bull. Soc. math. 4, 153 (1876). 

Uber die Schnitte einer kubischen Regelfliiche mit einem Bi- 
schel paralleler Ebenen siehe Cayley, Phil. Mag. 25, 528 (1863), 
Papers V, p. 110. 

Mit der Bestimmung der Haupttangentenkurven einer F hat 
sich Drach, C. R. 152, 1458 (1911), Proc. fifth intern. Conga 
of Math. I, Cambridge 1912 (1913), p. 457, beschiftigt. 

Die Haupttangentenkurven der fotracdralen Flachen dritter 
und beliebiger Ordnung haben Lie, Gétt. Nachr. 1870, 8. 53 und 
Darboux, Bull. sc. math. (1) 1+, 355 (1870) bestimmt. Vel. 
auch Darboux, Lecons sur la th. gén. des surf. I, 2. éd. Paris 
1914, p. 203. 

Die Haupttangentenkurven auf den F, der Arten XIV, XV, 
XVIII, XIX, XX hat Ernst, Diss. Gdttingen, 1873, untersucht. 
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Der Verlauf der Haupttangentenkurven auf gewissen F, mit 
gewohnlichem Knotenpunkte wurde untersucht von Sucharda, 
Monatsh. f. Math. 8, 297 (1897) mit Hilfe der Methoden, die all- 
gemein entwickelt wurden von Darboux, Bull. sc. math. (1) 4}, 
158 (1873) und von v. Dyck, Miinch. Ber. 21, 23 (1891), 22, 
101 (1892). 


Die Flachen 3. Ordnung, die durch den unendlich fernen Kugel- 
kreis gehen, sind, zusammen mit den Flichen 4. Ordnung, die durch 
den Kugelkreis doppelt hindurchgehen, als Zykliden bezeichnet 
worden. Sie sind anallagmatische Flichen, d. h. gehen bei gewissen 
Transformationen durch reziproke Radienvektoren (Inversionen) in 
sich tiber. Sie wurden gefunden von Moutard, Nouv. Ann. (2) 
3, 306, 536 (1864); C. R. 59, 243 (1864) und Darboux, C. 
R. 59, 240 (1864), der sie ausfiihrlich in dem Buche Sur wne 
classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, Paris 
1873 (Neudruck 1896) behandelte. Vgl. auch Casey, London 
Phil. Trans. 161, 585 (1871), ferner Salmon-Fiedler, Raum- 
geom. IT, 8. 448; Doehlemann, Geometrische Transformationen 
II, Leipzig 1908, 8. 260 und weiter unten Kap. XXXV, § 6. 


Eine Zyklide 3. Ordnung geht aus einer Zyklide 4. Ordnung 
hervor durch eine Inversion, deren Pol auf der Fliche liegt und 
liefert zusammen mit der unendlich fernen Ebene eine Zyklide 
4, Ordnung. 

Hine Zyklide 3. Ordnung enthilt eine unendlich ferne Gerade 
9. Uuegt man durch g. die fiinf dreifach bertthrenden Ebenen 
an die Flache, so bilden die auBerhalb der Geraden gelegenen Be- 
riihrungspunkte die Pole der fiinf Inversionen, welche die Flache 
in sich transformieren (vgl. § 10). Die Ebenen, die durch die zehn 
g,, treffenden Geraden von F, gehen, sind die einzigen Ebenen, 
die F’, in Kreisen schneiden. 

Man erhilt eine solche Flache z. B. als Ort der FuBpunkte 
aller Lote, die aus einem festen Punkt auf die Strahlen einer li- 
nearen Strahlenkongruenz gefillt werden. Vgl. Borgmeyer, Diss. 
Miinchen 1893; Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Linien- 
geometrie I, Leipzig 1892, S. 174. 

Aus der von Loria, Torino Mem. (2) 36, 199 (1885) in 
der Geometrie der Inversionen gegebenen Klassifikation der Zy- 
kliden gehen manche der von Schlifli aufgezthlten Arten von J’, 
(§ 13) hervor. 

Besonderes Interesse bietet die Dupinsche Zyklide dar, welche 
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dadurch gekennzeichnet ist, daB sie vier Knotenpunkte besitzt und 
sich auch auf zweifache Weise als Hiillfliche einer Kugelschar an- 
sehen liBt (vel. Kap. XXXV, § 7). 

Vgl. auch betreffend der dreifach orthogonalen. aus Zykliden 
gebildeten Systeme Darboux, a. a. QO. und Lecons sur les syste- 
mes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, 2. éd. Paris 1910, 

. 484. 

; Wir wollen insbesondere das dreifache orthogonale System 
anfiithren, das aus Dupinschen Zykliden 3. Ordnung besteht und 
untersucht wurde von W. Roberts, O. R. 53, 546, 724 (1861), J. f. 
Math. 62, 50 (1863), Nouv. Ann. (1) 28, 311 (1864);Maschke, 
Diss. Gottingen 1880, und rein geometrisch von Gysel, Diss. 
Ziirich 1874. Vgl. auch Darboux, C. R. 84, 298 (1877), Ann. 
ée. norm. (1) 3, 97 (1866), (2) 7, 101, 227, 275 (1878); Wan- 
gerin, J. f. Math. 82, 145 (1877). Man hat fiir dieses System 
die folgende von Roberts herrthrende Konstruktion: Legt man 
von einem bestimmten Punkte auf einer der Hauptachsen eines Sy- 
stems von konfokalen Flichen 2. Ordnung die umschriebenen Kegel 
an alle diese E'ldchen, so erhalt man als geometrischen Ort sdmft- 
licher Beriihrungskurven cine Dupinsche Zyklide 3. Ordnung. Lafpt 
man den Punkt die Achse durchlaufen, so erhdlt man eine Fldchen- 
schar, und wenn man ebenso mit den beiden anderen Achsen ver- 
fuhrt, eine dreifache Fldchenschar. Diese bildet ein dreifach ortho- 
gonales System. Vgl. hieriiber auch Darboux, Lecons sur les sy- - 
stémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, 2. éd. Paris 1910, 
p. 58, 256. 

Dreifach orthogonale Systeme, von welchen mindestens eine 
Schar aus Dupinsche Zykliden 3. oder 4. Ordnung besteht, haben 
Darboux, C. R. 147, 484, 507 (1908), 148, 385 (1909); Paris 
Mém. 51, n. 1, 2 (1910), Lecons sur les systemes orth., p. 499; 
Demoulin, 0. R. 148, 269 (1909); Haag, C. R. 149, 905, 
1352 (1909); Keraval, Now. Ann. (4) 10, 49, 529 (1910); 
Fouché, Nowv. Ann. (4) 12, 49, 97, 156 (1912), behandelt. 

Uber die Knotenpunkte einer Dupinschen Zyklide vgl. Sny- 
der, Annals of Math. (1) 11, 187 (1897). 

Damit eine F’; (orthogonal) symmetrisch beztiglich einer Ebene 
wird, ist notwendig und hinreichend, daf der unendlich ferne Punkt 
der zu der Ebene senkrechten Geraden ein Eckardtscher Punkt 
(§ 14) der F, wird. Alle Eckardtschen Flichen, insbesondere 
die Clebschsche Diagonalfliche, lassen sich sonach kollinear in 
symmetrische Flichen transformieren. Vgl.Ciani, Rom. Acc. Lincei — 
Rend. (4) 61, 399 (1890), der (von Rotationsflachen abgesehen) 
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fiinf mégliche Arten von i, mit Symmetrieebenen gefunden hat, 
je nachdem die Flache eine einzige Symmetrieebene oder zwei (zu- 
einander senkrechte) oder drei (die durch dieselbe Gerade gehen 
und gegeneinander um 60° geneigt sind) oder die Symmetrie der 
dreiseitigen doppelten geraden Pyramide mit reguliirer Grundfliche 
oder die Symmetrie des reguliren Tetraeders besitzt. 

Die beiden letzten Falle hatte schon Goursat, Ann. éc. norm. 
(3) 4, 159, 241, 317 (1887) und den letzten auch Lecornu, 
Acta Math. 10, 201 (1887) gefunden bei ihren Untersuchungen 
tiber die Flichen, die symmetrisch fiir alle Symmetrieebenen eines 
reguliren Polyeders sind. In dem letzten Fall lift die F, sich in 
kartesischen Koordinaten durch eine Gleichung von folgender Form 
darstellen : 

Axyz+ Bia? +y?+2)+C=0. 


Thr Sylvestersches Pentaeder wird gebildet von den Seitenfliichen 
eines reguliren Tetraeders und der unendlich fernen Ebene. 
Wir wollen noch insbesondere die Fliiche 


rye =k 


herausgreifen, von der J. A. Serret, J. de Math. (1) 12, 241 (1847) 
und Cayley, Quart. J. 10, 111 (1870), Papers VII, p. 330, die 
Kriimmungslinien bestimmt haben und Appell, Archiv Math. Phys. 
61, 144 (1877) die Haupttangentenkurven. Vgl. auch H. Stahl, 
Math. Ann. 3, 488 (1871); Meth, Progr. Berlin 1887; Schiff- 
ner, Progr. Wien 1900. Eine kinematische Higenschaft der Fliche 
hat Floquet, C. R. 105, 854 (1887) angegeben. 

Uber die Kriimmungslinien, auch auf der allgemeineren Flache 


IM pT aS 
xy" 2? = k, 


vel. Darboux, Legons sur lathéorie générale des surfaces I, 2.éd. Paris 
1914, p. 247, und C. R. 84, 382 (1877), Ann. éc. norm. (2) 7%, 
227 (1878), Lecons sur les systémes orthogonaux, p. 152, wo wu. a. 
der folgende Satz bewiesen ist: yede F,, fiir die einer der 20 ldngs 
einer ebenen Kurve beriihrenden wmschriebcnen Kegel (deren Spitze 
paarweise in den zehn Doppelpunkten der Kernfldche liegen, vegl. 
§ 4) ein trianguldrer Kegel (d. h. in der Form ax* + by? + cz® =0 
darstellbar) wird, lift sich kollinear in eine andere transformieren, 
von welcher sich die Kriimmungslinien explizit darstellen lassen. 

Uber die Flichen 2”y"z? = k und die dreifach orthogonalen 
Systeme, denen sie angehiéren, vgl. auch Combescure, Ann. di 
Mat. (1) 5, 39 (1863). 
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Uber die F’, mit Symmetrieachsen s. Dumont, Nouv. Ann. (3) 
16, 463 (1897), Bull. Soc. math. 28, 117 (1900). 


Die Rotationsflichen 3. Ordnung hat ausfiihrlich behandelt 
van Uven, Archive Teyler, (3) 88, 407 (1904). 


Uber die Transformation einer F’, durch Homologie in eine 
Fliche mit gegebenen Symmetrieeigenschaften s. Dumont, Bull. 
Soc. math. 25, 235 (1897). 

Besondere /’, mit symmetrischen Uintormtungen(C pleco ae 
in sich treten ait bei geometrischen Darstellungen, die mit der 
Theorie der automorphen Funktionen verbunden sind. Vgl. Klein- 
Fricke, Vorleswngen iiber die Theorie der automorphen Funk- 
tionen, Leipzig, I, 1897, 8. 397, TZ, 1911, 8. 298, 319, 347. 

De Saint-Germain, C. R. 101, 1246 (1885), Bull. se. 
math. (2) 1 be jarten Wh (1888) hat eine F, behandelt, von der alle 
Punkte einer Parabel Kreispunkte sind. ‘tber die Haupttangenten- 
kurven einer solchen F; s. Stouff, Ann. éc. norm. (3) 10, 45 (1893). 


Flichen 3. Ordnung mit Doppelpunkten haben Gale, Bull. 
Amer. math. Soc. (2) 10, 188 (1904); Hiesland, Am. J. 29, 
363 (1907), 80, 170 (1908), 33, 1 (1911) bei Untersuchungen 
iiber ,,Translationsflichen“ gefunden. Eine F mit zwei biplanaren 
Punkten, welche den Ort aller Kreise bildet, die durch zwei feste 
Punkte gehen und eine feste Gerade treffen, hat Schiffner, Archiv 
Math. Phys. (2) 7, 104 (1888) untersucht. 


Als besonderen Fall von bereits in § 13 angefiihrten Satzen 
haben Beltrami, Giorn. di Mat. (1) 1, 217 (1863), Opere J, p. 84 
(vgl. auch Bologna Acc. Mem. (3) 7, 241 (1876), Opere ITT, 
p. 53) und Eckardt, Math. Ann. 5, 33 (1872) das folgende 
Theorem gefunden: 


Die Mitten der 28 geradlinigen Sirecken, welche die Mittel- 
punkte der acht die Seitenfldchen eines Tetracders beriihrenden Kugeln 
verbinden, liegen auf einer F,, welche die vicr Ecken des Tetraeders 
zu Knotenpunkten hat. Dieselbe F', ist auch der Ort der Punkte, aus 
denen sich auf die Seitenflichen des Tetraeders vier Lote féllen 
lassen, deren FuBpunkte in einer Ebene liegen. 

Dieser Ort, ebenso wie auch die Hiillfliche 3. Klasse der 
Ebenen, welche die vier Fu8punkte enthalten, war Steiner bereits 
1845 bekannt, wie aus einem Brief von ihm an Jacobi, den 
Jahnke, Archiv Math. Phys. (3) 4, 276 (1903) verdffentlicht hat, 
hervorgeht. 


Dieselbe Flache ist nach Geiser, J. f. Math. 69, 201 (1868) 
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der Ort der Brennpunkte aller Rotationsparaboloide, die dem Tetra- 
eder einbeschrieben sind. 


Allgemeiner beschreibt (Geiser, a.a.0., S. 200), wenn der 
eine Brennpunkte einer Rotationsfldche 2. Ordnung, die einem ge- 
gebenen Tetraeder einbeschrieben ist, eine Ebene durchlauft, der 
andere Brennpunkt eine F, welche die vier Ecken des Tetraedcrs 
zu Doppelpunkten hat. 


Uber die vorher angefiihrten FI, vgl. noch Handel, Diss. 
Breslau 1877; Thieme, Zschr. Math. Phys. 27,56 (1882); Kniat, 
_ Progr. Gymn. Rossel 1897; Bioche, Now. Ann. (4) 3, 438 (1903); 
Fontené, Now. Ann. (4) 6, 145 (1906); W. F. Meyer, Verh. 
d. Math. Kongresses zu Heidelberg, 1905, 8. 382, Arch. Math. Phys. 
(3) 12, 1 (1907); Neuberg, Archiv Math. Phys. (3) 11, 225 
(1907), (3) 16, 18 (1910); W. H. Salmon, Archiv Math. Phys. 
(3) 18, 154 (1911), (3) 21, 309 (1913); Neuberg nennt die 
Fliche nach Analogie des Simsonschen Kreises in der Ebene die 
Simsonsche Eldche des Tetraeders. 

Andere metrisch spezialisierte ’, mit vier Knotenpunkten haben 
Lampe, Progr. Berlin 1870, Archiv Math. Phys. (3) 20, 111 
(1912); Thieme, Zschr. Math. Phys. 40, 362 (1895); Egorov, 
C. R. 132, 538 (1901); Huber, Monatsh. f. Math. 22, 89 (1911) 
gefunden. 

Flichen 3. Ordnung treten auch bei kinematischen Fragen 
auf. Vgl. z. B. Schoenflies, Geometrie der Bewegung in syntheti- 
scher Darstellung, Leipzig 1886, 8.138; Mannheim, Principes 
et développements de géométrie cinématique, Paris 1894, p. 168, 248. 

Hine F,; mit vier Knotenpunkten hat Lindemann, Math. 
Ann. 7, 96 (1874) bei der Untersuchung der unendlich kleinen 
Bewegungen eines starren Kérpers im nichteuklidischen Raum ge- 
funden. 

Hine besondere F, der Art XXI (§ 13) begegnete Beltrami, 
Collectanea math. in memoriam D. Chelini, Milano 1881, p. 354, 
Opere IIT, p. 337, bei Untersuchungen itiber die Rotationsachsen 
eines starren Systems, 


Eine Cayleysche Regelflache erhailt man als Ort der Mittel- 
punkte aller Sehnen einer raéumlichen Parabel, sie hat zu Erzeu- 
genden die Schmiegungsstrahlen, welche die unendlich ferne Tan- 
gente der Kurve schneiden; s. Lie, Math. Ann. 14, 353 (1879); 
Sturm, J. f. Math. 105, 109 (1889), Die Lehre v. d. geom. Verw. 
IV, Leipzig 1909, S. 410. 

Hine bemerkenswerte kubische Regelfliche fand W. R. Ha- 


848 Kapitel XXXIV. Flachen 3. Ordnung. 


milton, Dublin Trans. 16, 4 (1830) bei seinen Untersuchungen 
iiber Strahlensysteme und Pliicker, London Phil. Trans. 158, 
756 (1865), J. de math. (2) 11, 381 (1866), Abh. 1, 8. 504, 
Neue Geometrie des Raumes I, Leipzig 1868, 8. 97, als Ort der 
Achsen aller linearen Strahlenkomplexe eines Biischels. Diese Fliche 
14Bt sich durch eine Gleichung von’ der Form darstellen 


(x? + y*)z¢ = 2Qhay 


und heiBt Zylindroid nach Cayleys Vorschlag: s. Ball, Dublin 
Trans. 25, 161 (1871). Sie ist ein gerades Konoid, dessen Er- 
zeugenden der wy-Ebene parallel sind, und wird deshalb auch als 
Pliickersches Konoid bezeichnet. 


Wenn d, d’ die Leitlinien der Strahlenkongruenz sind, welche 
die Strahlenkomplexe des Biischels gemein haben, und 4 ihre ge- 
meinsame Normale, so treffen alle Erzeugenden des Zylindroids die 
Gerade 4 unter rechtem Winkel. Die doppelte Leitlinie der Regel- 
fliche ist 4, und der unendlich ferne Strahl der Kongruenz bildet 
ihre einfache Leitlinie. 


Vel. Picquet, Bull. Soc. math. 14,68 (1886); d’Ocagne, 
Arch. Math. Phys. (3) 1, 159 (1901); Adler, Wien. Sitegsb. 118, 
431 (1904); Jolles, Math. Ann. 63, 337 (1907); Reye, ebenda, 
69, 550 (1910); Mohrmann, ebenda, 73, 584 (1913); auBer- 
dem Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie I, 
Leipzig 1892, 8. 150; Reye, Geom. d. Lage IZ, 4. Aufl. 1907, 
5.134, 287; Darboux, Lecons sur la th. gen. des surf. I, 2. éd. 
Paris 1914, p. 94¢f. 


Ball hatte bemerkt, daB die Projektionen eines beliebigen 
Punktes des Raumes auf die Erzeugenden des Zylindroids eine ebene 
Kurve, nimlich eine Ellipse bilden. Appell, Revwe de math. spé- 
ciales 5, 129 (1895) hat darauf bewiesen, daB umgekehrt das 
Zylindroid das einzige gerade Konoid yon dieser Higenschaft ist, 
ferner Bull. Soc. math. 28, 261 (1900), daB es mit Ausnahme der 
Zylinder die einzige reelle analytische Regelfldche ist, die diese Eigen- 
schaft besitat. Vgl. auch Bricard, Bull. Soc. math. 29,18 (1901); 
Demoulin, Bull. Soc. math. 29, 39 (1901). 


Keraval, Bull. sc. math. (2) 3831, 138 (1909), Nouv. Ann. 
(4) 10, 49, 529 (1909) hat als Cayleyschen Punkt einer Regel- 
fliche einen Punkt bezeichnet, der die Higenschaft hat, daB die 
FuSpunkte der aus ihm auf die Erzeugenden der Regelfliche ge- 
fallten Lote eine ebene Kurve bilden, und insbesondere die Flachen 
untersucht, die wenigstens drei Cayleysche Punkte besitzen. 
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Die Bedeutung des Zylindroids fiir das Problem der Zusammen- 
setzung der an einem starren Kérper angreifenden Krifte wurde 
zuerst von Battaglini, Napoli Rend. Acc. sc. 8, 130 (1869), 
Giorn. di Mat. (1) 10, 180 (1872) erkannt; es spielt eine grofe Rolle 
in der Schraubentheorie von Ball, Dublin. Trans. 25, 157 (1871). 
Vgl. die zusammenfassende Darstellung R.St. Ball, The theory of 
Screws, Dublin 1876 [Auszug Math. Ann. 9, 541 (1876), und die 
Bearbeitung von Gravelius, Theoretische Mechanik starrer Systeme, 
Berlin 1889], und namentlich Ball, A treatise on the theory of 
Screws, Cambridge 1900, wo am SchluB eine Ubersicht iiber die 
Literatur gegeben ist, W. Fiedler, Véerteljahrsschr. Ziirich 21, 
186 (1876); J. de math. (3) 4, 141 (1878); Schell, Theorie der 
Bewegung und der Krdfte, 2. Aufl. Leipzig JZ, 1879, 5. 298; IZ, 
1880, 8. 211; Schénflies, a. a. O., 5. 158; Mannheim, a.a.0., 
p. 258; Koenigs, Legons de cinématique, Paris 1897, p. 458; 
Zindler, Liniengeometrie, Leipzig I, 1902, S. 283; Study, Geo- 
metrie der Dynamen, Leipzig 1903, 8S. 57, 320, 338, 345, 366, 
455, 464, 477, 522; Timerding, Geometrie der Krafte, Leipzig 
1908, 8.158, 176. 

Eine Bibliographie des Zylindroids haben W6lffing und 
Lampe, Arch. Math. Phys. (3) 2, 228 (1902) zusammengestellt. 

Eine kubische Regelfliche, welche dem Zylindroid analog, 
aber allgemeiner ist, tritt bei der Theorie der Rotationsachsen 
eines starren Systems auf; vgl. Beltrami, Coll. math. in mem. 
D. Chelini, p. 359; Opere ITI, p. 340, wo auch Arbeiten von Che- 
lini und Turazza zitiert werden. 


Kapitel XXXYV. 


Besondere Flichen vierter Ordnung. 
Von H. FE. Timerding in Braunschweig. 


§ 1. Rationale Flachen. Flachen mit Knotenpunkten. 


Die Flichen 4. Ordnung sind bereits so vielgestaltig, daB - 
weniger ihre allgemeine Behandlung als die Auswahl besonders 
bemerkenswerter Arten erstrebt worden ist. Wir wollen uns darauf 
beschrinken, das Elementarste und Wesentlichste anzufiihren. 

Vor allem heben sich die rationalen F, heraus. Dies sind die 
Flachen, deren Punkte sich als ganze homogene Funktionen dreier 
Parameter darstellen lassen, d. h. wenn man diese Parameter als 
homogene Koordinaten eines Punktes in einer Ebene deutet, die 
sich auf einer Ebene derart eindeutig abbilden lassen, daB ihren 
ebenen Schnittkurven die Kurven eines homoloidischen Kurven- 
komplexes in der Bildebene entsprechen. 

Zunichst ergibt sich, daB alle Fldchen 4. Ordnung mit einer 
mehrfachen Linie rational sind. AuSerdem ist sofort klar, daB 
eine F', mii dreifachem Punkt durch einfache Projektion aus diesem 
Punkte auf eine Ebene eindeutig abgebildet werden kann. 

Ferner fanden Cremona, Gott. Nachr. 1871, 129, Math. 
Ann. 4, 213 (1871), Collect. math. in mem. Dom. Chelini, Milano 
1881, p.413; Noether, Gétt. Nachr. 1871, p. 267, daB sich eine Fy 
mit Selbstbertithrungspunkt durch Kurven 6. Ordnung mit 7 dop- 
pelten und 4 einfachen Grundpunkten auf eine Ebene abbilden laBt. 

Endlich zeigte Noether, Math. Ann. 38, 546 (1889), daB 
auBer diesen Flichen nur noch zwei Arten rationaler F, existieren, 
nimlich: 

1. eine Fliche von der Gleichungsform 


Bi xi + 2[ By a, (a3 + C,) + Bs] U4 
+ 5 + 2430, + 230, + 23C,-+ O,= 0, 
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wo die B und C Binirformen der Koordinaten X15 _ von der Ord- 
nung ihres Index bezeichnen (die Abbildung geschieht durch Kur- 
ven 7. Ordnung mit einem dreifachen und neun doppelten Grund- 
punkten), 

2. eine Fliche von der Gleichungsform 


a2, + 2|%,0,D, + Bs)a,— 3%, + 030, + #30; + C,=0, 


wo wieder die B, C, D Binirformen von «,, 7, bedeuten (die Ab- 
bildung geschieht durch Kurven 9. Ordnung mit acht dreifachen, 
einem doppelten und einem einfachen Grundpunkt). 

Vgl. hierzu Jung, Ann. di Mat. (2) 15, 277 (1887); Mon- 
tesano, Napoli Acc. Rend. (3) 6, 158 (1900). 

Die Flachen 4. und 5. Ordnung mit einer endlichen Anzahl 
von geraden Linien bestimmte R. Sturm, Math Ann. 4, 249 
(1871). Die F', mit Doppelpunkten unterzog Cayley einer syste- 
matischen Betrachtung: Lond. Math. Soc. Proc. (1) 3, 19, 198, 
234, 281 (1871), Papers VII, p. 133, vgl. ebenda p. 256, 264. 
Er fand, daB nicht mehr als 7 Doppelpunkte einer EF, willkiirlich 
angenommen werden kinnen. 

Eine Anzahl der wichtigsten #’, mit Doppelpunkten behan- 
delte Kummer in seinen verschiedenen Arbeiten: Berl. Monatsber. 
1864, p. 216, 246, ebenda 1872, p. 474, Berl. Abh. 1866 (Alge- 
braische Strahlensysteme). 

Es lassen sich besonders herausheben: 

1. Flachen 4. Ordnung mit einem dreifachen Punkt (Monoide), 
deren Gleichungsform lautet 


Pai, Lane ie —= Dal Cy Xas Ug 0s) 


Diese sind von Rohn, Math. Ann. 24, 55 (1884) in einer be- 
sonderen groBen Arbeit behandelt worden. 

2. F, mit zwei Selbstberiihrungspunkten (Kummer, J. f. 
Math. 64, 71 (1865)). Alle Ebenen durch diese Punkte schneiden 
die Fliche in Paaren sich beriihrender Kegelschnitte. Diese Kegel- 
schnitte fallen fiir vier singulire Tangentialebenen zusammen. Die 
Gleichung der Fliche ist von der Form 


Pe (ay; Ue, Xs y a4) = fa (a5 ty). 
3. F', mit vier uniplanaren Doppelpunkten. Die Gleichungs- 
form lautet 
CA Gy + Ayg@y Hy + Ay 4%, Xy + Agy Vy Xs + Ayo Ly + Az4%s ay)” 
— 44%, %_%,%, = O. 
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3. Hine F', mit sechs Doppelpunkten, die von den Spitzen 
der durch diese Punkfe gehenden Kegel erfiillt wird. Diese Fliche 
heiBt die Weddlesche Fliche nach Weddle, Cambr. Dubl. Math. 
J. 5 (1850), Cayley, C. R. 52, 1216 (1861), Lond. Math. 
Soc. Proc. (1) 3, 67 (1870), Papers VII, 133, nennt sie die Ja- 
cobische Fliche der sechs Punkte. Nach Hierholzer, Math. Ann. 2, 
583 (1870), 4, 172, (1871), léBt sich der Gleichung der Fliche 
die Form geben: 


a (a, — Gg) Hy Lp (a, 05 — A, 43) = 0, 


wo sich die Summe auf die sechs Glieder, die aus dem angeschrie- 
benen durch Permutation der Indices entstehen, bezieht. Auf der 
Fliche sind die 15 Geraden enthalten, welche die sechs Punkte 
paarweise verbinden, auBerdem die zehn Geraden, in denen sich 
je zwei zusammen alle sechs Punkte enthaltende Ebenen schneiden. 
Ferner liegt auf der Fliche die kubische Raumkurve y,, welche 
durch die sechs Punkte bestimmt ist, und die Tangentialkegel in 
den sechs Doppelpunkten gehen durch diese Raumkurve hindurch. 
Die Punkte der Fliche ordnen sich derart paarweise einander zu, 
daB die Punkte eines Paares auf einer Bisekante der Kurve y, 
liegen und durch die Kurvenpunkte auf dieser Bisekante harmo- 
nisch getrennt werden. Hiervon ausgehend hat Bateman, Lond. 
Math. Soe. Proc. (2) 3, 225 (1905) eine (irrationale) Parameter- 
darstellung der Fliche gegeben. Die Parameterdarstellung der 
Flache mit Hilfe von Thetafunktionen zweier Variabeln behan- 
delten Hunyady, J. f. Math. 92, 304 (1882); Caspary, C. R. 
112, 1356 (1891), Bull. Sc. Math. (2) 15, 308 (1891); Schottky, 
J. f. Math. 105, 238 (1889); Humbert, J. de Math. (4) 9, 466 
(1893). 

4. F', mit acht assoziierten Punkten als Doppelpunkten be- 
handelte Cayley, Quart Journ. 10, 34 (1870), 11, 111 (1870), 
Papers VII, p. 304, VIII, p. 25. Ihrer Gleichung 1a8t sich die 
Form geben 


Ps — 0193 = 0, 


wenn g;= 0, p,=0, g3=0 die Gleichungen dreier F sind, 
die durch die acht assoziierten Punkte hindurchgehen. 


Sind w= 0, v = 0 Ebenengleichungen, so liefert die Gleichung 
93 — up, = 0 


insbesondere eine #’, mit einem Doppelkegelschnitt und vier ein- 
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zelnen Doppelpunkten (fiir die p, = 0, p, = 0, w= 0 wird), ferner 
gi —u®v = 0 


eine F’, mit einem Riickkehrkegelschnitt (p, = 0, wu = 0). 
5. Spezielle Beriicksichtigung haben die /’, mit zehn Doppel- 
punkten gefunden, deren Gleichung sich in folgender Form darstellt: 


fa hie hs fis 
fo foe fos fos 
fs Ise fs3 fsa 
fi fas fag faa 


wenn die f,;, lineare Formen der Punktkoordinaten bedeuten. Wird 
fix = fyi, 80 Spricht Cayley, Lond. Math. Soc. Proc. 3, 44 (1870) 
von einem Symmetroid. Sind die f,, die zweiten Derivierten einer 
kubischen Form f der Punktkoordinaten, so erhalten wir die Stei- 
nersche Kernfliche der Fliche 3. Ordnung f= 0. Vgl. Reye, J. 
f. Math. 82, 54 (1877), F. Schur, Math. Ann. 18, 1 (1881), 
20, 254 (1882). 

Die zweiten Unterdeterminanten der Determinante auf der 
linken Seite der Flichengleichung geben gleich Null gesetzt die 
zehn Doppelpunkte. Der aus einem Doppelpunkte an die J’, ge- 
lecte Tangentialkegel, der von der 6. Ordnung sein muB, zerfiillt 
in zwei Kegel 3. Ordnung, die sich in den neun Verbindungslinien 
dieses Doppelpunktes mit den tibrigen schneiden. 

6. Wird in der vorigen Gleichung f,,—=f,; angenommen 
und die Glieder f,,, fo, fog fxg Jer Hauptdiagonale fortgelassen, 
so hat die #',14 Doppelpunkte. Z. B. wird niimlich auch der Punkt 
fie = 9, fig = 9, fra = O ein Doppelpunkt. 

Der Flachengleichung kann dann die einfache irrationale 
Form gegeben werden 


Vista + V fat fos + Vhs fss = 0. 


Man kann die Flache entstehen lassen, indem man von dem 
F,- Gebiisch 
fia Xy Xa + fea Xo Xu + fgg X3Xq + fo3 Xo Xg + fyi X3 Xr 
+ fis A, Xo = 0 


ausgeht. Da die Koeffizienten in dieser Gleichung lineare Formen 
von vier Parametern 2,, 2, 3, %, sind, stellt sie in der Tat ein 
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oo%-faches lineares System von J’, dar, die alle dem Koordinaten- 
tetraeder umschrieben sind. Jedem Punkte (z,, 2), 23, Z,) ist eine 
solche Fliiche zugeordnet. Die Punkte, denen auf diese Weise Kegel 
zugeordnet sind, erfiillen dann die /, mit 14 Doppelpunkten. 

7. Eine besonders beachtenswerte Flache mit 12 Knotenpunk- 
ten ist die desmische Fldche, bei der die Knotenpunkte die Ecken 
dreier desmischen Tetraeder bilden; vgl. Stephanos, Darboux 
Bull. (2) 3, 424 (1879); Veronese, Rom. Acc. Linc. Mem. (3) 
9 (1881). Die Fliche ist reziprok zu der projektiven Verall- 
gemeinerung der Zentrafliche einer F,. Uber diese letztere s. 
Salmon, Quart J. 2, 207 (1858); Clebsch, J. f. Math. 62, 64 
(1863); Cayley, Cambr. Philos. Trans. 12, 319 (1873); Cas- 
pary, J. f. Math. 81, 143 (1876), 83, 72 (1877); vgl. auch 
Salmon-Fiedler, Geom. des Rawmes I, 3. Aufi. 1880, 8. 337 ff. 
Die desmische Fliiche 4. Klasse 12. Qrdnung, welche die projek- 
tive Verallgemeinerung der Zentralfliche ist, behandelte W. Stahl, 
J. f. Math. 101, 73 (1887). 

Uber die F, mit 13 Knotenpunkten vgl. B. Levi, Sulle super- 
ficie del quarto ordine con 13 punti doppi, Torino 1904. 

Die F', mit 8 bis 16 Knotenpunkten stellte Rohn, Leipz. 
Ber. 1884, 8. 52, zusammen und untersuchte spiiter ausfithrlich 
die J’, hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung (Preis- 
schrift der Jablonowskischen Gesellschaft, Leipzig 1886). 


§ 2. Die Kummersche Fliche mit 16 Doppelpunkten. 


Die Héchstzahl der Doppelpunkte, welche eine F', erlangen 
kann, betrigt 16. Die Flichen K, mit 16 Knotenpunkten haben 
als Kummersche Flichen eine groBe Beriihmtheit erlangt. Kum- 
mer hat sie besonders in den Berl. Monatsber. 1864, 8. 246, 495 
bearbeitet. Darauf untersuchten sie zuniichst vor allen Klein, Math. 
Ann, 2. 192 (1870) und Cayley, J. f. Math. 73, 292 (1871), 
Papers VII, p. 126. Wie zuerst H. Weber, J. f. Math. 84, 332 
(1878) gefunden hat, lassen sich aus sechs der Doppelpunkte die 
tibrigen linear konstruieren. Die Konstruktion hat dann Schré- 
ter, J. f. Math. 100, 231 (1887) ausgefiihrt. Man gelangt zu 
der Fldche, indem man die Punkte sucht, denen im der soeben (§ ik. 
6) angegebenen Weise die Kegel des durch sechs gegebene Punkte 
1, 2, 3, 4, 5, 6 bestimmten F,- Gebiisches entsprechen. Die Spitzen der 
Kegel liegen auf der Weddleschen Fliche, die durch die sechs 
Punkte bestimmt wird. Diese Fldche ist also auf die Kummer- 
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sche Fldche K, Punkt fiir Punkt eindeutig bezogen, eine Beziehung, 
die Schottky, J. f. Math. 105, 269 (1889) untersucht hat. 
Von den 16 Doppelpunkten der Fldche K, entsprechen sechs, 
(1), (2), (3), (4), (5), (6) den sechs gegebenen Punkten 1, 2, 3, 4, 
5, 6 als den Spitzen von Kegeln, welche durch die sechs Punkte 


: 123 124 
hindurchgehen, und zehn, ( i =) fe a usw., den zehn EHbenen- 


paaren, welche sich durch die sechs Punkte legen lassen. 

Durch die kubische Raumkurve y,, welche die sechs Punkte 
verbindet, und jede der 15 geraden Verbindungslinien von zweien 
der sechs Punkte gehen oo? Flachen des Gebiischs, die jedesmal 
einen Biindel bilden. Diesen Biindeln entsprechen 16 Doppelebenen 
der Kummerschen Fliche K,, in denen die den Flichen der 
Biindel entsprechenden Punkte liegen. Diese Doppelebenen beriihren 
K, liings je eines Kegelschnittes und enthalten jedesmal sechs Doppel- 
punkte. Z. B. gehen durch die kubische Raumkurve y, die sechs 
Kegel hindurch, welche aus je einem der sechs Punkte die tibrigen 
projizieren, und die Ebene (0), die dem durch die y, bestimmten 
F,-Biindel entspricht, enthilt sonach die den sechs Kegeln ent- 
sprechenden Doppelpunkte. Ebenso ist die Verbindungslinie (<i) 
in vier der zehn Ebenenpaare und auf zweien der von den Grund- 
punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6 ausgehenden Kegel enthalten, die Doppel- 
ebene (ik), die der Verbindungslinie (ik) entspricht, enthilt so- 
mit die sechs diesen besonderen Flichen entsprechenden Doppel- 
punkte. 

Umegekehrt ist, wie man sofort sieht, auch jeder Doppelpunkt 
in sechs der 16 Doppelebenen enthalten. 

Durch die 15 Verbindungslinien der sechs Doppelpunkte, die 
in einer Doppelebene liegen, geht immer noch eine Doppelebene 
hindurch. Die 120 Verbindungslinien von Doppelpunkten sind mit 
den 120 Schnittlinien von Doppelebenen identisch. 

Die Konfiguration der 16 Doppelpunkte und 16 Doppelebenen 
ist vielfach untersucht worden, insbesondere von Caporali, Rom. 
Acc. Linc. Mem. 2 (1878); de Paolis, Rom. Acc. Line. Rend. 
(4) 67, 3 (1890); H. Weber, J. f. Math. 84, 345 (1876); Reye, 
J. f. Math. 86, 84, 209 (1878); Klein, Math. Ann. 2,198 (1869), 
5, 295, 27, 106 (1886); Ciani, Ann. di mat. (3) 2, 53 (1898), 
Giorn. di Mat. 34, 177 (1896), 36, 68 (1898), Ist. Lomb. Rend. 
(2) 31, 312 (1898); Martinetti, Giorn. di Mat. 34, 192 (1896), 
35, 235 (1897), Rend. Circ. Mat. 16, 196 (1902); Timerding, 
Math. Ann. 54, 498 (1901); Berzolari, Rom. Ace. Lincei Rend. 
(5) 161, 726 (1907), Rend. Cire. Mat. 24, 1 (1907). 
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H. Weber hat a. a. O. zuerst auf zwei Arten von Tetraedern 
aufmerksam gemacht, die sich aus der Konfiguration herausheben. 

Die vier Punkte (1), (2), (3), hee z. B. bilden ein Tetra- 
eder, dessen Ecken Doppelpunkte und dessen Seitenflachen Doppel- 
ebenen sind, nimlich die Doppelebenen (0), (12), (13), (28). 
Solche Tetraeder gibt es 80. Sie heiBen azygetische oder Rosen - 
hainsche Tetraeder. 

Dagegen bilden z. B. die vier Doppelebenen (0), (12), (34), 
(56) ein Tetraeder, von dem die Seitenflichen Doppelebenen, die 
Ecken aber keine Doppelpunkte sind. Die sechs Kanten des Te- 
traeders enthalten zusammen 12 Doppelpunkte. Die vier tibrig- 
bleibenden Doppelpunkte bilden dann das reziprok entsprechende 
Tetraeder, dessen Ecken Doppelpunkte, dessen Seitenflichen aber 
keine Doppelebenen sind, und durch dessen Kanten die 12 Dop- 
pelebenen hindurchgehen, die nach AusschluB des ersten Tetra- 
eders tibrigbleiben. Diese Tetraeder heiBen syzygetische oder Gé- 
pelsche Tetraeder. Aus den 16 Doppelpunkten und aus den 16 Dop- 
pelebenen lassen sich je 60 solche Tetraeder bilden. 

Ebenso wie zwei einander reziprok zugeordnete syzygetische 
Tetraeder zusammen alle 16 Doppelpunkte und 16 Doppelebenen 
liefern, kann man die azygetischen Tetraeder zu Gruppen von 
vieren anordnen, die zusammen alle 16 Doppelpunkte und 16 Dop- 
pelebenen liefern. Eine solehe Anordnung der Doppelebenen ist z. B. 


(0) (23) (81) (42) 
(56) (14) (24) (34) 
(64) (15) (25) (35) 
(45) (16) (26) (36). 


Thr entspricht die analoge Anordnung der Doppelpunkte 
123 
CRONE OO 
156\ (134\ (124 
(4) ea bea ian) 
Te (LAO \ SO eyes 
(5) (935) (ose) (346 
145\ (136\ (126 
(6) ae bea (es 


pemel 


$2. Die Kummersche Fliche mit 16 Doppelpunkten. 857 


‘Durch denselben Doppelpunkt gehen jedesmal die sechs Doppel- 
ebenen, deren Symbole in dem quadratischen Schema eine Zeile 
und eine Spalte bilden, mit AusschluB des gemeinsamen Hlementes 
der Zeile und der Spalte. Nach der gleichen Vorschrift findet man 
aus dem zweiten Schema die sechs Doppelpunkte, die in einer 
Doppelebene liegen. 


Jede Zeile und jede Spalte des ersten Schemas liefert die 
Seitenflichen und die analoge Zeile oder Spalte des zweiten Sche- 
mas die Ecken eines azygetischen Tetraeders. 


Eine solche Anordnung der 16 Doppelebenen und 16 Dop- 
pelpunkte wird als eine Viervier bezeichnet. 


Auf ein syzygetisches Tetraeder bezogen nimmt die Gleichung 
der Kummerschen Fliche die Form an: 


p= 16k 7, 44%, 
wo 
pal tal tal tat 
+ 2a (py + 1,24) + 2b (x5%, + 2y%,) + 26 (a, xy + %y2,) 
und 
k=@+0?+ P—1 — 2adbe 


(Kummer, Berl. Monatsber. 1864, S. 253). 


Um die noch elegantere Gleichung der Fliiche bezogen auf ein 
azygetisches Tetraeder zu erhalten, gehen wir davon aus, daf 
die Flichen 2. Ordnung: 


G4 (Og — og) a XX, + [oy (ay — eg) Wy + o14 (ory — 01g) (y — Wy) | Xp Xe 
= Ot (lg — oy) tg Xy Xy + [ory (og — oF) ty + erg (or — %4)(Hg — 2) ] Xs Xy 
+ Ot (cry — ory) ty Xz Ky + [org (cry — ety) tty + rg (o1g-— 014) (1 — Hy) | X, Xp = O, 

was auch 2,, %, %3, %, selen, immer die sechs Punkte 

mie 0; 0.0), (0, 10,0); (0, Oe Oy; (OF-08.0, Lt); 
(15 decal: iy? (on Oy 5 Oey t,) 


enthalten. Indem man die hieraus folgenden Werte von f,4, /23 usw. 
(s. § 1, Ende) in die Gleichung 


y fosfia is Vin fea oe Visti a) 


einsetzt, findet man fiir die Gleichung der Kummerschen Flache: 


* 
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V2 [Aa, + a(a— %)] + V%_(Ba,+ b (as — 2,)] 
+ V#_[Cx, + ¢(a, — a3)] = 0: 


Hierbei ist gesetzt 
(a — 4) (uy — 0) ay = a, 0% (4% — a3)? = A, 
(cy — 04) (og — 0) %y = b, c(g-— a)? = B, 
(as — oy) (cr — tty) ay = 6, 05(0 — 0) = C, 


worausa+b+ec=0. Cayley, J. f. Math. 73, 292 (1871), Pa- 
pers VII, p. 126, bringt diese Gleichung in die Form 


Vn (Cu, — By, — 2s) ha Vow (Ay. meee ere ) 


“-F V cvs (By, —Ay, —%) = 


indem er 
At SBa,: Cr,:— ABCa, = yy: 9g? Y32 Ya 
setzt. Es werden dann acht Doppelebenen der Fliche 


¥ Y. 
Y=, %=0, = 0, %=0, B+ P+ B=, 


Die tibrigen Doppelebenen lassen sich nach Cayley finden, 
indem man 


A=aa’, B=0d'b", C=ce", 
a+U+ceé=0, a’ +b"+c"=0 


setzt und mit den hieraus berechneten Werten a’, b’,c’ und a’, 
bv’, c” in den obigen Gleichungen die Werte a, b, c vertauscht. 

Die Kummersche Fliche geht, wie Klein zuerst gefunden hat, 
durch 16 Kollineationen und 16 Korrelationen in sich tiber. AuBer- 
dem fand Klein, Math. Ann. 27, 142 (1887) noch 32 Trans- 
formationen der Fliiche in sich. Die Frage, ob damit alle Transfor- 
mationen der Fiche in sich erschépft sind, entschied Fano, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 39, 1071 (1906) dahin, daB es unendlich viele 


| 
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_ solche Transformationen gibt. Er fand ferner, daB die 32 linearen 


Transformationen auch die Haupttangentenkurven der Kummer- 
schen Fliche in sich iiberfiihren. Die Hawpttangentenkurven der 
Kummerschen Fliche sind Raumkurven 16. Ordnung 16. Klasse 
vom Geschlecht 17, vom Range 48 mit 72 scheinbaren Doppel- 
punkten, die 16 Spitzen in den Doppelpunkten der Fliche und 
16 stationare Ebenen in den 16 Doppelebenen der Fliche be- 
sitzen. Vgl. Klein und Lie, Berl. Monatsber. 1870, 8. 891, Math. 
Ann. 23, 579 (1884); Lie, Math. Ann. 5, 145 (1871); Klein, 
ebenda, 257, 278. Die Haupttangentenkurven werden durch Fli- 
chen 4. Ordnung ausgeschnitten: Reye, J. f. Math. 97, 242 (1884). 


_Vgil. auch Segre, ebenda 98, 301 (1885). Sechs dieser Flachen 


4. Ordnung beriihren die Kummersche Fliche in sechs ausgezeich- 
neten Haupttangentenkurven 8. Ordnung von dem Geschlecht 5, 
dem Rang 24, ohne Spitzen und stationiire Ebenen, mit 16 schein- 
baren Doppelpunkten. 

Die parabolische Kurve der Kummerschen Fliche zerfallt 
in die Berithrungskegelschnitte der 16 Doppelebenen. 

Weiler, Math. Ann. 75, 145 (1874) untersuchte die be- 
sonderen Falle, wo einige der Doppelpunkte sich vereinigen. 

Der Zusammenhang der Kummerschen Fliche mit den 
hyperelliptischen Funktionen von zwei Verdnderlichen ist zuerst von 
Klein, Math. Ann. 5, 302 (1872) erkannt und spater vielfach be- 
handelt worden; s. u. a. Cayley, J. f. Math. 88, 210 (1877); 
Borchardt, ebenda, S. 234; H. Weber, J. f. Math. 84, 332 
isc) Rohn, Diss. Mtinchen 1878, Math. Ann. 15, 315 (1879), 

8, 99 (1881) (hier die Untersuchnngen iiber die gestaltlichen 


- Verhiltnisse der Kummerschen Flache); Reichardt, Nova Acta, 


Halle, 50, 375, 1887; Klein, Math. Ann. 27, 118 (1887); ferner 
Pascal, Amn. di Mat. (2) 18, 227 (1890), 19, 159 (1891), der 
eine sogen. ,,rationale Gleichung” der Kummerschen Flache auf- 
gestellt hat. 

Eine Monographie iiber die Kumm ersche Flache, leider ohne 
Literaturangaben, hat neuerdings Hudson, Kwmmers quartic 
surface, Cambridge 1905, geliefert. 

Uber den Zusammenhang der Kummerschen Flache mit der 

_Liniengeometrie s. Kap. XXXIX. 


§ 3. Das Cayleysche Tetraedroid. Die Fresnelsche 
Wellenflache. 
Ein besonderer Fall der Flachen 4. Ordnung mit 16 Doppel- 
punkten wird durch das Cayleysche Tetraedroid gegeben. Bei 
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diesem verteilen sich die 16 Doppelpunkte zu je vier auf die Seiten- 
flichen eines Tetraeders und bilden in diesen Seitenflichen vzer 
vollstiindige Vierecke, deren Diagonalpunkte durch die Ecken des 
Tetraeders gebildet werden. Die Tangentialkegel in den einer Seiten- 
fliche des Tetraeders angehérenden Doppelpunkten sind Tangen- 
tialkegel einer und derselben Fliche 2. Ordnung, von welcher das 
Tetraeder ein Poltetraeder ist. Die Koordinaten der 16 Punkte 
sind von der Form: 


0, H+ yg, Gg, = Ayy3 
E A145 0, TE gg, oe Ag43 
+ 434, =F Asp, 0, TE A343 
tM, dp, + Ms, 0, 


und hierbei wird a,,— a,;. Diese Tatsache hat zur Folge, daB, 
wenn durch zwei Paare von Doppelpunkten, die mit einer be- 
stimmten Tetraederecke jedesmal in einer geraden Linie liegen, eine 
Ebene gelegt wird, diese Ebene noch ein drittes Paar von Dop- 
pelpunkten enthalt. Die so gewonnenen Ebenen bilden vier voll- 
stiindige Vierflache, von denen die vier Tetraederecken die Scheitel 
sind, und die Diagonalebenen dieser Vierflache werden durch die 
Seitenflichen des Tetraeders gebildet. Die Ebenen haben die Glei- 
chungen 


TE gq He FE Ogg X3 + Agg%, = O, 


TE Ag 4X, + G4, %3 + ay30,= 0, 
TE gy ®t Ag Le + 9%, = 0, 
TE Ag3 ® + Agy Ly + Ayy Xs =N) 


und bilden die 16 je 6 Doppelpunkte enthaltenden Doppelebenen 
der Fliche. Die Fliche selbst hat die Gleichung 


. . 9° 7 ° 
d. h. eine in a”, a”, x3”, 2," quadratische Gleichung. 
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Auf dem Tetraedroid liegen zwei Scharen von Raumkurven 
4. Ordnung erster Art, die das Grundtetraeder zum Poltetraeder 
haben. Jede Raumkurve der einen Schar liegt mit jeder der an- 
deren Schar auf einer das Tetraedroid achtfach bertihrenden F. 

Das Tetraedroid 1&8t sich mit Hilfe elliptischer Funktionen 
in der folgenden Form darstellen: 


Gant Meith 2h, im 
sn(k, wu) dn(a, v): en(k, wen(d, v): dn(k, uw) sn(2, uw): 1. 


Die Kurvenscharen « = const. und v = const. sind dann die eben 
genannten Scharen von Raumkurven 4. Ordnung. 

Das Tetraedroid wurde von Cayley in einer Abhandlung 
Sur la surface des ondes,J. de Math. 11, 291 (1846), Papers J, 
p. 302 gefunden und weiter untersucht J. f. Math. 65, 284 (1866), 
87, 161 (1879), hier als Spezialfall der allgemeinen Kummer- 
schen Flache. Aus einer einfachen Raumtransformation leitete es 
Timerding, Ann. di mat. (3) 1, 95 (1898) her. 

Ein metrischer Speziallfall des Tetraedroids, bei dem aber 
nur vier Doppelpunkte reell sind, ist die Fresnelsche Wellen- 
fldche, auf welche Fresnel bei der Untersuchung der Fortpflan- 
zung des Lichtes in doppeltbrechenden Medien stieB: Paris Acad. 
Mém. 7, 126 (1827). Die Fliche wurde dann viel behandelt, so 
von Ampére, Ann. Chim. Phys. 39, 113 (1828); Cauchy, Exer- 
cices de math. V (1830), Giuvres (2) IX, p. 438m, C. R. 18, 319 
(1841), Giwores (1) VI, p. 284 (1888); Plicker, J. f. Math. 19, 
1, 91 (1839). Ein ausfihrliches Literaturverzeichnis findet man 
bei G. Loria, Il passato e il presente delle principali teorie geo- 
metriche, Torino 1896, p.114f. Vgl. Salmon-Fiedler, Geom. 
des Rawmes IT, 3. Aufl. Leipzig 1880, 8. 323 ff. 

Fresnel hatte die Fliche erzeugt, indem er auf den Zen- 
tralschnitten eines Ellipsoids im Mittelpunkt Lote errichtete und 
auf ihnen die Achsenlingen der Schnittellipse abtrug. So hatte 
er die Gleichungsform abgeleitet: 


(x? + yt 2”) (a? go? + b?y? + c*2”) 
—[@(0 4+ e)e7+ P(e +a*)y¥+ (a? +b’) 2] + abe=0 


y? 2? 3 
Poy~ppoe  pLlype—e a type—e 1. 


Die Flache schneidet die Hauptebenen = 0, y= 0, 2 = 0 
in Paaren yon Kegelschnitten (einer Ellipse und einem Kreis), 
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ebenso die unendlich ferne Ebene, wobei eine der Kurven der un- 
endlich ferne Kugelkreis wird. Die vier reellen Doppelpunkte er- 
geben sich, wenn a? > b?> c?, fiir 


Py ees 
pede Pee y = 90, == t"O 


re) 


ae 
ae 


Fiihrt man in die Flachengleichung, von der Gleichung 
uz +ovy+we=1 
fiir die Tangentialebene ausgehend, Ebenenkoordinaten ein, so er- 
halt man die Tangentialgleichung der Fliche 
Wd y? 
a? (uw? + v? + w*) — 1 7a b? (uw? + vy? + w%)—1 
w? 
e(w? + v?+ w)—1 
woraus man sofort sieht, daB die Fliche von der 4. Klasse ist. 
Die konfokalen Kegel 
ara? b?y? c 
OS e— 


— 


= 0, 


schneiden aus der Wellenfliche zwei Scharen yon Raumkurven 
4. Ordnung erster Art aus, yon denen die eine Schar auf den Kugeln 
x + y?+ g?= 0”, die andere auf den ae 
ae 1 
b2¢@? es Tt, 2 


c#q? cite 


hegt. Fir 
ge yet 2 0, ara? + b?y? + ey? = oe 
erhalt man die (irrationale) ese ana der Fliche: 
o?— a®) (6?— b?c?) 
se VS (c?— a?) (a?— b%) ? 
_1/@— 5) (o?— ¢*a*) 
¥y (a? — b®) (6? — e%) ? 


Vie ate aoe 
é Vv (b?— c?) (ce? — a*) 


Daraus ist die von H. Weber, J. f. Math. 84, 332 (1878) 
gegebene Darstellung durch elligtische Funktionen sofort abzuleiten. 


§ 4. Flachen 4. Ordnung mit einer Doppelgeraden. 863 


Vgl. Cayley, Quart. Journ. 3 (1860), Ann. di mat. (2) 20, 

1 (1892), Papers IV, p. 420, 432; ferner Boklen, Zschr. Math. 

_ Phys. 24, 400 (1879), 25, 346 (1880), 27, 160 (1882); Dar- 

_boux, C. R. 97%, 1133 (1882); Lacour, Nouv. Ann. (3) 17, 
266 (1898). 

Die Kriimmungslinien auf der Wellenflache behandelten be- 
reits Combescure, Amn. di Mat. (1) 2, 278 (1859); Brioschi, 
ebenda p. 285. 

Flichen 4, Ordnung, welche sich auf mehreren Arten als 
Tetraedroid ansehen lassen, behandelten Rohn, Leipz. Ber. 1884, 
p. 10; Segre, ebenda, p. 132. Vgl. auch Bertini, Lond. Ist. 
Rend. (2) 29, 566 (1896). 


§ 4. Flachen vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden. 


Auf die Flichen 4. Ordnung mit einer Doppelgeraden oder 
einem Doppelkegelschnitt kam zuerst Kummer, Berl. Monatsber. 
1863, S. 324, J. f. Math. 64, 66 (1865), indem er die F, be- 
stimmte, auf denen Scharen von Kegelschnitten legen. Ausfiihr- 
licher hat die F', mit einer Doppelgeraden dann Clebsch, Math. 
Ann. 1, 260 (1868) behandelt. Vgl. auch Noether, Math. Ann. 
BS, 175 (1871). 

Fiir die Gleichung der Flache fand Kummer die Form 


px? + 2ya%,%,+ pa =O, 


wenn 9, 7, w quadratische Formen der Punktkoordinaten bedeuten. 
Die Kegelschnitte, die in den Ebenen durch die Doppelgerade 
(x, = 0, w=) liegen, werden durch die Gleichungen gegeben: 


(a) m=, (6) pty t+ Vy =O. 


Sie werden ein Geradenpaar, wenn die Ebene (a) die Flache 2. Ord- 
nung (6) beriihrt. Stellt man hierfiir die analytische Bedingung 
auf, so erhilt man eine Gleichung achten Grades fiir 4 und damit 
16 Gerade auf der F,. 

Je sieben windschiefe Gerade auf der Fliche werden zu- 
sammen mit der Doppelgeraden von einem Kegelschnitt getroffen, 
der ganz auf der Fliche liegt und noch eine achte Gerade der 
Flache trifft. Man findet so auBer der Schar von Kegelschnitten, 
welche die Doppelgerade zweifach schneiden, noch 128 einzclne 
Kegelschnitte, welche die Doppelgerade einfach treffen. 

Sie liegen zu je zweien in 64 dreifach beriihrenden Ebenen. 
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Zwei so einander zugeordnete Kegelschnitte treffen zusammen alle 
16 einfachen Geraden der Fliche. 


Jeder der Kegelschnitte wird von 28 anderen doppelt geschnit- 
ten, mit denen zusammen er dieselben zwei Geraden trifft, von 
70 anderen Kegelschnitten einfach, mit denen zusammen er die- 
selben vier Geraden trifft, von 28 Kegelschnitten gar nicht, mit 
denen zusammen er dieselben sechs Geraden trifft. 


Die Flache 14Bt sich derart auf eine Ebene abbilden, daB 
den ebenen Schnittkurven in der Bildebene ein Komplex von Kur- 
ven 4, Ordnung mit einem doppelten und acht einfachen Grund- 
punkten entspricht. Die Doppelgerade wird abgebildet durch eine 
k,, die durch die neun Grundpunkte hindurchgeht. Demselben 
Punkt der Doppelgeraden entsprechen immer zwei Punkte dieser 
Kurve, die mit dem doppelten Grundpunkt in einer Geraden liegen. 


Unter den méglichen Spezialfallen ist der Fall besonders be- 
merkenswert, wo die Doppelgerade eine Riickkehrkante wird. Die 
Fliche ist dann nur von der 12. Klasse, wihrend sie im all- 
gemeinen Fall von der 20. Klasse ist. 


Auf eine F', mit Doppelgerade und acht einzelnen Doppel- 
punkten kam J. Pliicker, Neue Geometrie des Raumes I, Leipzig, 
1868,8.168f., von der Liniengeometrie aus. Vgl. auch Kdein, Math. 
Ann, 2, 371 (1869); Cayley, Lond. M. S. Proc. 3, 281 (1871). 
Es gibt dann vier Ebenenpaare, welche die acht Punkte, jede 
Ebene vier von ihnen, enthalten. Durch die Doppelgerade gehen 
vier Ebenen, welche die F, lings einer Geraden beriihren. Diese 
Gerade enthilt jedesmal zwei der acht Doppelpunkte. Die Fliche 
ist von der 4. Klasse. 


§ 5. Flachen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt. 


Die Flichen 4. Ordnung mit Doppelkegelschnitt hat nach 
Kummer besonders Clebsch, J. f. Math. 69, 142, 355 (1868) 
behandelt. Von anderen Arbeiten vgl. Geiser, J. f. Math. 70, 249 
(1869); Cremona, Ist. Lomb. Rend. 1871, 140, 159; Korn- 
dérfer, Math. Ann. 1, 592 (1869), 2, 41 (1870). Der Gleichung 
der Fliche laBt sich die Form geben 


go? — 4aiy =0, 


wenn go, w wieder quadratische Formen der Punktkoordinaten 
bedeuten. Der Doppelkegelschnitt wird gegeben durch my = 0, 
%,= 0. Gibt man der Flichengleichung die Form 
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(p + 2dat)? — 4(p + dp + A222) «2 = 0, 
so erkennt man sofort, daB die Flichen 2. Ordnung 
p+ igo + x? = 0 


die #’, lings Raumkurven 4. Ordnung beriihren. Unter diesen F, 
sind fiinf Kegel, deren Seitenlinien simtlich die I’, doppelt be- 
riihren, und die zusammen die doppelt beriihrende abwickelbare 
Flache der F, bilden. Diese fiinf Kegel heiBen die Kummer schen 
Kegel. 

Die Tangentialebenen der Kummerschen Kegel beriihren 
die F’, doppelt und schneiden sie in Paaren von Kegelschnitten. 
Es gehen also durch einen allgemeinen Punkt zehn Ebenen, die aus 
der Eldche Paare von Kegelschnitten ausschneiden. 

Die acht Tangentialebenen eines der fiinf Kegel, welche die 
F’, dreifach bertihren, enthalten auBer einem Kegelschnitt ein Ge- 
radenpaar. Man erhalt so 40 dreifach beriihrende Ebenen und 
auf fiinf verschiedenen Arten dieselben 16 Geraden auf der F. 
Diese beriihren alle fiinf Kummerschen Kegel. Thre Bestimmung 
hingt von einer Gleichung 5. Grades und vier quadratischen Glei- 
chungen ab. 

Jede der 16 Geraden wird von fiinf der tibrigen geschnitten, 
von zehn nicht. 

Aus den 16 Geraden lassen sich zwei verschiedene Arten von 
Quadrupelpaaren, Doppelvieren herausgreifen: 

Bei den 20 Doppelvieren 1. Art trifft jede Gerade des einen 
Quadrupels drei Gerade des anderen Quadrupels, wiihrend die Ge- 
raden desselben Quadrupels sich nicht schneiden. Die Quadrupel 
von irgend zwei Doppelvieren haben je zwei Gerade gemein. Irgend 
zwei windschiefe Gerade aus den 16 Geraden der Fiche gehéren 
zu drei solchen Doppelvieren. 

Von den 40 Doppelvieren 2. Art gehért eine zu jedem 
Paar sich schneidender Geraden auf der Fliche. Sie besteht aus 
den windschiefen Quadrupeln von Geraden, welche die eine Ge- 
rade des Paares treffen, die andere dagegen nicht. Jede Gerade 
des einen Quadrupels einer Doppelvier trifft drei Geraden des zu- 
geordneten Quadrupels. 

Die Konfiguration der 16 Geraden und 40 dreifach bertih- 
renden Ebenen wurde eingehend untersucht von Berzolari, Ann. 
di mat. (2) 18, 81 (1885); Pereno, ebenda 21, 57 (1893). 

Auf dem Doppelkegelschnitt liegen im allgemeinen vier Kus- 
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pidalpunkte, die Tangentialebenen in ihnen gehen durch einen 
Punkt (die Spitze des Kegels von der Gleichungsform 


gp + 21x? = 0). 


Die anderswo berithrenden Tangenten, die man von einem 
Punkte P des Doppelkegelschnittes an die Fliche legen kann, er- 
fiillen einen allgemeinen Kegel 4. Grades. Die 28 Doppeltangen- 
tialebenen dieses Kegels werden gebildet von den beiden Tangen- 
tialebenen der F', im Punkte P, den zehn Tangentialebenen der 
Kummerschen Kegel, die durch P gehen, und den 16 Ebenen, 
welche aus P die Geraden der Flache projizieren. 

Clebsch hat die Behandlung der Flache auf ihre ebene Ab- 
bildung gegriindet. Bei dieser Abbildung werden die ebenen Schnitte 
der Fliche durch Kurven 3. Ordnung mit fiinf gemeinsamen Punk- 
ten dargestellt, unter denen eine dem Doppelkegelschnitt der Flache 
entspricht. Von den 16 Geraden der Flache entsprechen finf 
diesen Grundpunkten, zehn ihren geraden Verbindungslinien und 
die letzte dem durch sie gelegten Kegelschnitt. Die zehn Kegel- 
schnittscharen entsprechen den Geraden, die durch je einen Grund- 
punkt, und den Kegelschnitten, die durch je vier Grundpunkte 
gehen. Jedem Kegelschnitte, der durch vier Grundpunkte geht, ist 
eine bestimmte Gerade durch den fiinften Grundpunkt zugeordnet, 
derart, daB wir so die Bilder zweier Kegelschnitte der #,, die in 
derselben Ebene liegen, erhalten. Die Zuordnung wird jedesmal 
dadurch gegeben, daB die Gerade und der Kegelschnitt sich in 
zwei Punkten einer bestimmten Kurve 3. Ordnung schneiden, die 
durch die fiinf Grundpunkte hindurchgeht. Die so gewonnenen fiinf 
Kurven 3. Ordnung entsprechen den Beriihrungskurven 4. Ordnung 
der fiinf Kummerschen Kegel. 

Zeuthen, Om Flader af fjerde Orden med Dobbelt-Kegle- 
snit, Festschrift Kopenhagen 1879, italienische Ubersetzung von 
Loria, Ann. di mat. (2) 4, 31 (1887), hat die allgemeine Unter- 
suchung der Flichen mit ihrer Einteilung in sechs Typen ver- 
kntipft. Bei einem Typus sind die ftinf Kummerschen Kegel, die 
zehn Kegelschnittsysteme und die 16 Geraden der Fliche reell. 

Der besondere Fall, wo der Doppelkegelschnitt ein Kuspi- 
dalkegelschnitt wird, wurde behandelt von Cremona, Bologna 
Ace. (3) 2, 117 (1812); Tétéssy, Math. Ann. 19, 291 (1882). 
Die Fliche besitzt dann nur zwei Quadrupel von Geraden, die in 
je einer Ebene liegen. Auf der Schnittlinie dieser Ebenen liegen 
die Spitzen der drei Kummerschen Kegel, die in diesem Fall 
existieren. Sie projizieren alle drei den Kuspidalkegelschnitt. 
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Wird der Doppelkegelschnitt ein Paar sich schneidender Ge- 
raden, so laft sich, wenn man fiir die Gleichungen dieser Geraden 
die Gleichungen 2, =0, 4, =0 und 2, = 0, 4,=0 nimmt, der 
Gleichung der Fliche die Gestalt geben: 


ane ane 
LX + ZMH, X_%3X, + PX, =O, 


wo gm wieder eine quadratische Form der Punktkoordinaten be- 
deutet. Von den 16 einfachen Geraden der Flache treffen dann 
acht die eine und acht die andere Doppelgerade. Die acht Ge- 
raden, welche dieselbe Doppelgerade treffen, schneiden sich paar- 
weise, und je vier windschiefe unter ihnen werden von einer der 
acht tibrigen Geraden getroffen. 

Von den fiinf Kummerschen Kegeln reduziert sich einer auf 
die beiden Doppelgeraden, indem man diese als ein Paar von Ebenen- 
btischeln betrachtet. 

Auf jeder der beiden Doppelgeraden liegen zwei Kuspidal- 
punkte. 

Die Flichen 4. Ordnung mit einer Doppelkurve 2. Ordnung 
k6nnen héchstens vier isolierte Doppelpunkte besitzen. Die Haupt- 
tangentenkurven auf den F, mit zwei sich schneidenden Doppel- 
geraden und vier isolierten Doppelpunkten hat neuerdings unter- 
sucht Lackner, Wien. Sitzwngsber. 121, I* (1912). 

Segre, Math. Ann. 24, 313 (1884) hat die F, mit Doppel- 
kegelschnitt behandelt als die Projektionen des Schnittes zweier 
quadratischen Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen in einem 
Raum von vier Dimensionen und die vollstindige Klassifikation 
der J, mit irreduziblem oder reduziblem Doppel- oder Kuspidal- 
kegelschnitt angegeben. 


§ 6. Zykliden. 


Von besonderer Bedeutung sind die Flichen 4. Ordnung, 
welche den unendlich fernen Kugelkreis zur Doppelkurve haben, 
die sogenannten Zykliden. Die allgemeine Theorie dieser Flichen 
wurde begriindet von Casey, Phil. Trans. 161, 585 (1871), Lond. 
M. S. Proc. 19, 496 (1871) und weiter ausgefiihrt von G. Dar- 
boux, C. R. 68, 1311 (1871), Sur une classe remarquable de 
courbes et de surfaces algébriques, Paris 1873, 2. Aufl. 1896, ferner 
von Laguerre, (wvres II, Paris 1905, p. 41, 54; Humbert, 
J. é. polyt. 55, 127 (1885); Loria, Torino Acc. Mem. (2) 36, 
(1884), 


868 Kapitel XXXV. Besondere Flichen 4. Ordnung. 


Man kann diese Flichen dadurch definieren, daB sie von jedem 
Kreis in vier (veranderlichen) Punkten getroffen werden. Ihre 
Gleichung in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten #, y, 4 ist, 
wenn man s = 27+ y*-+ 2? setzt, zuniichst von der Form 


F, (a, y, #, 8) = 0, 


wobei F, eine allgemeine Funktion 2. Ordnung bezeichnet. Dieser 
Gleichung la48t sich aber, wenn sie von der 4. Ordnung ist, also 
s® enthalt, die Form geben 


s+ F(z, y,2) =0. 


Wesentlich eleganter wird die Darstellung, wenn man all- 
gemeine pentasphdrische Koordinaten s,, 8), 83, 84, 8 einfihrt; 
diese s; sind quadratische Funktionen der Punktkoordinaten, die 
gleich Null gesetzt Kugeln darstellen. Ist von diesen fiinf Kugeln 
insbesondere jede zu den vier anderen orthogonal, wobei not- 
wendigerweise mindestens eine imagin’r wird, so spricht man 
von orthogonalen pentasphidrischen Koordinaten und kann dann 
eine identische Beziehung 


si+ 38+ 3 +s? + 3 = 0 
annehmen. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
$;=2re, ss=2ry, ss 2re, s=— a? + 74+ Fe 
S, = (a? + y® + 22+ 27°) 


gesetzt wird. Drei der fiinf Kugeln sind dann insbesondere (zu- 
einander senkrechte) Ebenen, deren Schnittpunkt den gemeinsamen 
Mittelpunkt der Kugeln s,=0,s,=0 bildet; die erste dieser 
Kugeln hat den Radius 7, die zweite den Radius i». 

In solchen pentasphirischen Koordinaten l&é8t sich jede Zy- 
klide durch eine homogene quadratische Gleichung darstellen. Ins- 
besondere lit sich ihre Gleichung, wie Darboux gezeigt hat, 
immer und im allgemeinen auf eine einzige Art bei Verwendung 
orthogonaler Koordinaten in die Form bringen 


> (a,+ 0) s; = 90, 


wobei, da S's? = 0, 9 willkiirlich bleibt. 

Die fiinf diesem Koordinatensystem zugrunde liegenden Kugeln 
haben die besondere Eigenschaft, daB die Fldche durch Inversion 
im bezug auf sie in sich iibergeht. Die Flachen werden wegen dieser 
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Higenschaft von Moutard, Now. Ann. (2) 3, 806, 536 (1864) 
als anallagmatische Fldchen bezeichnet. Umgekehrt ist jede anal- 
lagmatische Fldche 4. Ordnung eine Zyklide. 

Lu jeder der fiinf Fundamentalkugeln sind oo? Kugeln ortho- 
gonal, welche die Zyklide doppelt beriihren und deren Mittelpunkte 
jedesmal auf einer Flache 2. Ordnung, einer Leitflache der Zyklide, 
liegen. 

Unter den oo” Kugeln sind oot Ebenen. Diese gehen durch 
den DMittelpunkt der zugehirigen Fundamentalkugel und sind zu 
den ecinzelnen Seitenlinien des Asymptotenkegels der zugehirigen 

_ Leitfliiche (also auch zu den Regelstrahlen dieser Fliche) senkrecht. 
“Sie umhiillen also selbst einen Kegel 2. Grades. Die fiinf Kegel, 
die man so erhdlt, sind nichts anderes wie die Kummer schen Kegel. 

Die Schnitte dieser doppelt beriithrenden Ebenen mit der Zy- 
klide bestehen aus Paaren von Kreisen. Man erhilt so zehn Kreis- 
scharen auf der Fldche, welche aber nie alle reell sind. 

Die fiinf Leitflachen der Zyklide sind konfokal. Die Fokal- 
kurven dieser konfokalen Flichen werden auch als die ebenen (sin- 
guliren) Fokalkurven der Zyklide bezeichnet (vgl. Kap. XXVIJ). 
Sie lassen sich ansehen als die Doppellinien der abwickelbaren 
Flache, welche der Zyklide lings ihrer unendlich fernen imagi- 
niren Doppelkurve umschrieben ist. 

In einem anderen Sinne lassen sich als sphdrische Fokal- 
kurven der Zyklide die Kurven bezeichnen, in denen die Funda- 
mentalkugeln von den zugehorigen Leitflichen geschnitten werden. 
Die Punkte dieser Kurven bedeuten namlich Punktkugeln, welche 
die Zyklide doppelt beriihren. 

Die Gleichung 


2 
Si 


er 0; 
in der 4 einen verinderlichen Parameter bezeichnet, liefert eine 
Schar konfokaler Zykliden, welche sich orthogonal schneiden und 
von denen drei durch jeden Punkt des Raumes gehen, die also 
ein isothermisches Fldchensystem bilden. 

Jede Zyklide der Schar wird von den iibrigen in ihren Kriim- 
mungslinien geschnitten, diese sind daher algebraische Kurven. 


Loria hat a. a. O. die Zykliden in 18 Arten eingeteilt. 


Zu den Zykliden werden auch die Flichen 3. Ordnung ge- 
zihlt, welche den unendlich fernen Kugelkreis einfach enthalten. 


Hine Zyklide mit einem Doppelpunkt D findet man als Fup- 
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punktfliche einer Fldche 2. Ordnung F,, 4. h. als Ort der FuBb- 
punkte der aus D auf die Tangentialebenen von F, gefillten Lote. 
Diese Fliche geht gleichzeitig aus eimer Fliche 2. Ordnung durch 
Inversion hervor. 


Der Doppelpunkt bedeutet zwei zusammenfallende Funda- 
mentalkugeln und ist gleichzeitig ein gemeinsamer Punkt der drei 
anderen Fundamentalkugeln. Diese werden in ihm von den zu- 
gehoérigen Leitflichen beriihrt. 


§ 7. Die Dupinsche Zyklide. 


Am friihesten behandelt wurden die Zykliden mit vier Dop- 
pelpunkten. Sie fand Dupin, Application de Géométrie, Paris 1822, 
als er die Flachen suchte, deren Kriimmungslinien Kreise sind. 
Vgl. tiber sie auBerdem Mannheim, Nowv. Ann. 19, 67 (1860); 
Moutard, ebenda (2) 3, 306, 536 (1864); Darboux, Amnales 
de Véc. norm. (2) 1, 273 (1872); Lemonnier, Nowv. Ann. (2) 
9, 514 (1870); Maxwell, Quart. Journ. 9, 111 (1867); La- 
guerre, CHeuvres II, p. 167. 


Die Kugeln, die drei gegebene Kugeln in bestimmter Weise 
bertihren, umhiillen eine Dupinsche Zyklide. Diese Kugeln werden 
aber alle nicht bloB von drei, sondern von unendlich vielen Kugeln 
einer zweiten Kugelschar berithrt. Man erhilt so zwei Kugel- 
scharen, welche die Zyklide umhiillen. Die Beriihrungskreise dieser 
Kugeln bilden auf der Fldche zwei Kreisscharen, welche sich recht- 
winklig durchsetzen und die Kriimmungslinien der Dupinschen 
Lyklide sind. 

Jede der Kugelscharen gehort einem Kugelbiindel an. Die Potenz- 
achse des einen dieser Biindel ist jedesmal die gemeinsame Ahmlich- 
kettsachse der anderen Kugelschar. 


Die beiden so gefundenen Achsen kreuzen sich rechtwinklg, 
und die Ebenen, welche durch sie, jedesmal senkrecht zu der anderen 
gelegt werden, sind zwei Symmetrieebenen der Dupinschen Zyklide. 

Sie kénnen beide auf der Fliche liegen. Dann wird diese von 
der 3. Ordnung. In jeder der beiden Kugelscharen ist in diesem 
Falle eine und nur eine Ebene enthalten, die jedesmal yon den 
Kugeln der anderen Schar in den Punkten einer der beiden Achsen 
beriihrt wird. 

Ist die Fliche von der 4. Ordnung, so sind immer in der 
einen Kugelschar zwei reelle, in der anderen zwei imaginire Ebenen 
enthalten, die sich in je einer der beiden Achsen schneiden. Diese 
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vier singuliren Tangentialebenen, welche die Zyklide in Kreisen 
bertihren, ersetzen vier der fiinf Kummerschen Kegel. Der fiinfte 
bleibt erhalten und liefert zwei weitere Kreisscharen auf der Zyklide. 

Die Dupinsche Zyklide kann zwei reelle Doppelpunkte haben 
und bietet dann zwei verschiedene Typen dar: 

1. die Hornzyklide, die aus zwei in den Doppelpunkten zu- 
sammenstoRenden Hornern besteht, 

2. die Spindelzyklide, die aus zwei Schalen besteht, die eine 
spindelférmig, die andere melonenfirmig und die erste umschlieBend. 
Die beiden Doppelpunkte kénnen auch zusammenfallen, dann er- 
- halt man zwei entsprechende besondere Arten. Alle diese Zykliden 
_kénnen aus einem Rotationskegel (bzw. Rotationszylinder) durch 
Inversion erzeugt werden. 

Hat die Dupinsche Zyklide keine reellen Doppelpunkte, so 
ist sie eine Ringzyklide, von welcher der gewoéhnliche Kreisring 
oder Torus einen besonderen Fall bildet. 

Die Gleichung der Dupinschen Zyklide nimmt, wenn man 
_ die Symmetrieebenen zur vy- und wz-Ebene wihlt, die Form an: 


@tyteP—atb+e+ dat y+ ez) 
+ (ab+act+---+cd)(’?+y+2)—(atbd)\(c+da)¥ 
—(b+ )(a4+ d)2@—(abe+---)u+abed=0. 


Die Mittelpunkte der beiden Kugelscharen erfiillen in den 
Symmetrieebenen der Zyklide deren Fokalkwrven. Diese sind zwei 
Kegelschnitte, eine Ellipse und eine Hyperbel, von denen jeder 
durch die Brennpunkte des anderen geht. Die Rotationskegel, welche 
aus den Punkten der einen Fokalkurve die andere projizieren, ent- 
halten die Kriimmungskreise der Zyklide. 

Nennt man fF’, F, die Brennpunkte der Fokalhyperbel, F”, 
-F,{ die Brennpunkte der Fokalellipse, Q einen Punkt auf einem 
Ast der ersteren, R einen auf der letzteren Kurve, so wird 


FQ—F,Q= const. F’R+ F/R = const., 
QR — FQ — RF’ = const. 


fiir alle Punkte Q, R. Nimmt man nun auf der Geraden QA den 
Punkt P fortwiihrend so an, da8 


PQ — FQ = const., 
also auch 
Pascal, Repertorium II. 2. 2. Aufl. 56 
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PR — RF’ = const. 
oder 
PR + RF, = const. 


wird, so liegt P auf einer Dupinschen Zyklide; von dieser ist 
PQ die Normale im Punkte P. 

Alle Zykliden, die man fiir verschiedene Werte der Kon- 
stanten in den vorstehenden Formeln erhilt, sind sonach parallele 
Flaichen. Sie ergeben sich aus der angeschriebenen Flachenglei- 
chung, indem man darin a, b, c,d durch a+4,b—dA,e+4, 
d — A ersetzt. 


§ 8. Die Steinersche Flache. 


Die Fliche 4. Ordnung S,, bei welcher die Koordinaten eines 
verinderlichen Punktes quadratische Formen dreier Parameter &,, 
&,& 3 werden, heiBt die Steinersche Flache, nach Steiner, der 
sie zuerst wihrend eines Aufenthaltes in Rom untersuchte und 
deshalb als rémische Fldche bezeichnete. 

Die angegebene Definition der Fliche schlieBt sofort ein, daB 
die Flache durch die Kegelschnitte eines linearen Komplexes & 
auf eine Ebene abgebildet werden kann. Alle ebenen Schnitte der 
Flaiche sind sonach rationale Kurven 4 Ordnung und haben drei 
Doppelpunkte. Diese Doppelpunkte werden ausgeschnitten durch 
drei gerade Doppellinien der Fldche, die in einem dreifachen Punkte 
zusammensto Ben. 

In dem Kegelschnittkomplex & der Bildebene sind im all- 
gemeinen vier doppelt ziihlende gerade Linien enthalten. Wahlt 
man das Koordinatentetraeder so, daf diese Geraden den Schnitten 
der Flache mit den Ebenen des Koordinatentetraeders entsprechen, 
so nimmt, auf dieses Tetraeder bezogen, die Gleichung der Flache 
die Form an 


V%,+V%,+V%+Va,—9, 
und die Parameterdarstellung wird 
Cai ei Se os) 
Qty = (— & + & — & 5)", 
oa”, —(—§ —& + &)*, 
em =( Seen 
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Fiir den dreifachen Punkt wird 2, = x, = x, = 24, fiir die Doppel- 
geraden werden je zwei Paare der Koordinaten einander gleich. 
Macht man 


OY, = 26,85, OY, = 2&3 6,, GY, = 26, &, oy4=— 8+ 824 8, 


so daB y,, Yo, Y3, Y4 AUS 1, %y, Xz, X, durch lineare Transforma- 

tion hervorgehen, also neue Koordinaten bedeuten, bei denen die 

Doppelgeraden drei Kanten des Grundtetraeders werden, so er- 
halt man die einfachste rationale Gleichung der Fliche 


Ys Se yy? ae Vis — 291424344 = 9. 


Die ebene Abbildung der Fliiche geht aus derjenigen, die 
man durch einfache Projektion der Fliche aus ihrem dreifachen 
Punkt bekommt, durch eine quadratische Transformation hervor. 
_ Die vier doppelt ziihlenden geraden Linien w,, wv, 3, Wy, des Kegel- 
schnittkomplexes entsprechen vier Kegelschnitten auf der Stei- 
nerschen ['liche, die sich paarweise beriihren, derart, daB die 
Beriihrungspunkte auf den Doppelgeraden liegen, und in denen 
die Flache von vier singuliiren Tangentialebenen beriihrt wird. 
Die sechs Bertihrungspunkte der Kegelschnitte bilden die sechs 
Kuspidalpunkte der Steinerschen Flache. Die Doppelgeraden ent- 
sprechen den Diagonalen des Vierseits w,%.v3u, und der dreifache 
Punkt den drei Schnittpunkten der Diagonalen. Die Punktepaare, 
die den einzelnen Punkten dieser Doppelgeraden zugeordnet sind, 
bilden auf der entsprechenden Vierseitsdiagonale eine Involution, 
deren Doppelpunkte die Vierseitsecken auf dieser Diagonale sind. 

Den geraden Linien der Bildebene entsprechen Kegelschnitte 
auf der Steinerschen Fliche. Diese geraden Linien ordnen sich 
paarweise in eindeutiger Weise derart einander zu, daB die Linien 
eines Paares immer einen zerfallenden Kegelschnitt des linearen 
Komplexes & bilden und die entsprechenden Kegelschnitte der 
Steinerschen Flache in einer Ebene, naémlich einer Tangential- 
ebene der Flache, liegen. 

Den Kegelschnitten, welche dem Vierseit 1, %,U3W, ein- 
beschrieben sind, entsprechen die Haupttangentenkurven der Stei- 
nerschen Flache. Diese sind Raumkurven 4. Ordnung 2. Art. 

Die Steinersche Fliche ist auBer den Fldchen 2. Ordnung 
und den Regelfltichen 3. Ordnung die einzige, auf der durch jeden 
Punkt unendlich viele Kegelschnitte gehen: Darboux, Bull. sciences 
math. (2) 4, 348 (1880). 

Die Steinersche Fliche ist auch die einzige nicht geradlinge 
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Fliche, deren sémtliche ebene Schnitte rationale Kurven sind: Pi- 
card, J. f. Math. 100, 71 (1887); Guccia, Pal. Rend. Circ. Mat. 
1, 165 (1887). 

Ferner gilt der von Kronecker aufgestellte, von Castel- 
nuovo, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 3', 22 (1894) bewiesene Satz: 

Die Steiner sche Fldche ist die einzige nicht geradlinige Fldche, 
die oo” zerfallende ebene Schnittkurven hat. 

Uber die Steinersche Fliche vgl. Cremona, J. f. Math. 63, 
315 (1864), 6%, 1 (1867), Ist. Lomb. 4 (1867); Kummer, J. 
f. Math. 64. 66 (1865); WeierstraB, ebenda 8. 77; Schréter 
ebenda S. 79; Cayley, ebenda S. 172, Lond. M.S. Proc. 3,190 
(1871), 5, 14 (1873), Papers V, 241, VII, 2417, VIII, 389, 
IX, 1, X, 607; Lampe, Diss. Berlin 1864; Clebsch, J. f. Math. 
J. f. Math. 67,1 (1867); Sturm, Math. Ann. 8, 76 (1871); 
Beltrami, Bol. Acc. Mem. (3) 10, 233 (1879); Rohn, Math. 
Ann, 24, 149 (1884); Gerbaldi, La superficie di Steiner, To- 
rino 1881; Laguerre, Hwvres II, p. 275, 281, 319; Vahlen, 
Acta Math. 19, 199 (1895); Lacour, Nowv. Ann. (3) 17, 487, 
499 (1898); Timerding, Amn. di mat. (3) 1, 112 (1898); Mon- 
tesano, Napoli Rend. (3) 5, 88 (1899). 


§ 9. Regelflachen vierten Grades. 


1. Die abwickelbare Fldche 4. Ordnung hat zur Riickkehr- 
kante eine kubische Raumkurve, sie ist vom Geschlecht 0 und hat, 
wenn die Koordinaten der Punkte der kubischen Raumkurve durch 
die Proportion 

Gitte hs Oe ee 


bestimmt sind, die Gleichung 
(a, @,— yay)” — 4 (a — 2405) (25 — %ya,) = O. 


Die oo’ Tangentialebenen der Fl&che (d. h. die Schmiegungs- 
ebenen der kubischen Raumkurve) bilden ein kubisches Ebenen- 
gewinde. 

2. Unter den windschiefen Regelflichen yom Geschlecht 0 
ist zunichst die Regelfldche mit einer dreifachen Geraden zu nennen. 
Diese Flache entsteht als Ort der Schnittlinien der Ebenen eines 
Biischels mit den Ebenen eines darauf projektiv bezogenen kubi- 
schen Ebenengewindes. Die Achse des Ebenenbiischels ist dann 
die dreifache Gerade der Fliche. Die Gleichung der Fliche ent- 
steht sonach aus den Gleichungen 
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2 (a), — 12, = 0, (b) uaF + Bud? + 3x4 + us = 0, 


WO Uy, Uy, Ug, Uy lineare Formen der Punktkoordinaten bedeuten, 
durch Elimination von j, sie ist also von der Form 

Uy te + 3u, ar, + 3u_x, 02 + used = 0, 
wenn 2, = 0, % = 0 die dreifache Gerade ist. 

Die Diskriminante der Gleichung (b) fiir 4 liefert gleich Null 
gesetzt vier Torsalpunkte auf der dreifachen Geraden. Diese sind 
die Schnittpunkte der Geraden mit der abwickelbaren Fliche 
4, Ordnung, welche das kubische Ebenengewinde bildet. Von den 
Torsalpunkten gehen zwei unendlich benachbarte Regelstrahlen 
der Fliiche aus, deren Verbindungsebene eine Yorsalebene bildet, 
d. h. die Flache lings der ganzen Geraden beriihrt. 

Von den Regelfliichen 4. Ordnung mit einer dreifachen Ge- 
raden lassen sich mehrere Arten unterscheiden. 

a) Fiir die erste Art, bei welcher die drei von einem Punkte 
der dreifachen Geraden ausgehenden Strahlen nicht in einer Ebene 
liegen, wird die kanonische Gleichungsform 


#47457 = 2,7%,(ax, + bx.) + a7x, (cx, + dx,). 


b) Liegen die genannten drei Geraden einmal und damit 
immer in einer Ebene, so existiert auBber der dreifachen eine ein- 
fache Leitlinie. Dann lautet die kanonische Gleichungsform 


5 Hs (a + Dity) + a0, (ca, + day) = 0; 


X= 0, x,— 0 ist dabei die einfache Leitlinie. 
c) Wenn in der Gleichung des Falles a) ad — b¢ = 0 wird, 
so erhalt die Flachengleichung die Form 


lal — (am, + br) (ahay + a8ay). 


Die dreifache Gerade beriithrt dann die von dem kubischen Ebenen- 
gewinde gebildete Fliche. Ein Regelstrahl fallt jedesmal mit der 
dreifachen Geraden zusammen. Die Fliche ist der Ort aller Ge- 
raden, welche entsprechende Punkte einer Geraden a und eines 
mu dieser in einer Korrespondenz (1, 2) stehenden Kegelschnittes 
verbinden, wobei der Kegelschnitt die Gerade in einem Punkte 
trifft, der als Punkt der Geraden nicht mit einem der beiden ihm 
auf & entsprechenden Punkte zusammenfallt, 
d) In einem noch spezielleren Fall wird die kanonische Glei- 
chung 
uf = 04 (aay + 2324). 
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Dann enthilt eine Ebene (z= 0) nur die dreifache Gerade und 
beriihrt also die Flache lings dieser ganzen Geraden, ist mithin 
eine Torsalebene der Flache. 

e) LaBt sich die Flichengleichung auf die Form bringen 


aa? = (Ax? + Bo, a, + Cx?) (4% + 22,), 


so geht durch jeden Punkt der dreifachen Geraden aufer dieser 
nur ein einziger Regelstrahl der Flache, der auBerdem fiir zwei 
Punkte der dreifachen Geraden mit dieser zusammenfallt. 

f) Bei der Flache 


wi a = (an, + day)? (x, %5 + 294) 


fallen die letztgenannten beiden Punkte zusammen. Zwei von den 
drei durch die dreifachen Gerade gehenden Minteln schlieBen sich 
zu einem kuspidalen Mantel zusammen. Hine allgemeine ebene 
Schnittkurve hat in ihrem Schnittpunkt mit der dreifachen Ge- 
raden eine Spitze, durch die ein weiterer Kurvenzweig geht. Vel. 
Rohn, Math. Ann. 24, 147 (1884). 

2. Hine Fliche 4. Ordnung mit einer irreduzibeln oder redu- 
zibeln Doppelkurve 3. Ordnung ist eine Regelfliche R,, mit Ausnahme 
des Falles der Steinerschen Fliche, wo die Doppelkurve sich auf 
drei durch einen Punkt gehende Gerade reduziert. Vgl. Clebsch, 
Math. Ann. 2, 445 (1870). 

Die Regelstrahlen der Fldche sind Bisekanten der kubischen 
Raunkurve und gehoren immer einem linearen Strahlenkomplex an. 

a) Der erste Fall, der sich darbietet, ist der, wo die kubische 
Raumkurve irreduzibel und der lineare Komplex nicht speziell ist. 
Geben wir die kubische Raumkurve durch die Proportion 


PEE Fe as OE 
12 %gi tg: m= Pitstii1 
und setzen 


=e we 5 eA eee: ae 2 
Py = Ty — Xo, Pg = Uy %y— Lo%3, Pg = Xo%,— Xp, 


so wird die Regelfliche A, durch eine quadratische Gleichung in 
1, Po, Ps dargestellt: 
M4 Py + Ay9P3 + Ag5%3 f° ++ + 2A GH. = 0. 


Die Parameter ¢, t’ zweier Punkte auf der kubischen Raum- 
kurve, die ein Regelstrahl der Fliiche R, verbindet, sind durch die 
Gleichung verkniipft: 


OPE + ayg(t +t’)? + agg +--+ + Qayytt’(t +t’) = 0. 
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Die beiden von einem Punkt der kubischen Raumkurve aus- 
gehenden Regelstrahlen fallen zusammen, wenn der Parameter ¢ 
des Punktes der Gleichung geniigt 


[a,,?? + 2ayyt + ayo] [ayq¢? + 2aggt + agg] 
p [ayyt? fe (Ago ae G3) t fe Ogg |? = OF 


So finden wir vier Kuspidalpunkte auf der kubischen Raumkurve. 

Der lineare Strahlenkomplex, dem die Regelstrahlen von RF, 
angehéren, hatin Pliickerschen Linienkoordinaten p,,=2,y, —2%,Y, 
die Gleichung: 


Ay Pty + gg P14 + M33 P34 t+ 2 Ags oq + (dogt 2 As) Pos + 2A42043=0. 


In allgemeimer Weise lapi die Regelfltiche R, sich erzeugen 
durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte von zwei pro- 
jektiv aufeinander bezogenen Kegelschnitten. Zwei solche Kegel- 
schnitte findet man in irgend zwei der (doppelt berithrenden) Ebenen, 
die je zwei einander (auf der kubischen Doppelkurve) schneidende 
Regelstrahlen der Fliche miteinander verbinden. Umgekehrt ist, 
wenn die projektive Beziehung der beiden Kegelschnitte ge- 
geben ist, die kubische Doppelkurve durch folgende sechs Punkte 
bestimmt: 1. die zwei Punktepaare, die auf jedem Kegelschnitt 
den Schnittpunkten seiner Ebene mit dem anderen Kegelschnitt 
entsprechen, 2. die zwei Schnittpunkte der Verbindungslinien dieser 
Paare entsprechender Punkte. 

b) Der lineare Strahlenkomplex wird ein spezieller, wenn 


G44 M35 Ay9 (Gog ale 2 a3) — Ady do, = 0. 


Er besteht dann aus allen Strahlen, die eine gegebene Ge- 
rade treffen. Diese Gerade wird eine Leitlinie der Regelfliche R,, 
und die Regelfliche wird gebildet von allen Strahlen, die eine ge- 
gebene Gerade einmal und eine gegebene kubische Raumkurve zwei- 
mal treffen. 

In jeder Ebene durch die gerade Leitlinie liegen dann aufSer 
dieser drei Regelstrahlen der Flaiche, welche die Schnittpunkte der 
kubischen Raumkurve mit dieser Ebene paarweise verbinden. 

Fiir vier Ebenen fallen im allgemeinen zwei dieser drei Regel- 
strahlen zusammen. 

3. a) Zerfallt die kubische Doppelkurve in einen Kegelschnitt & 
und eine diesen treffende Gerade g, so verbinden die Regelstrahlen 
der Regelfliiche R, solche Punkte von k und g, die eimander in 
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einer Korrespondenz (2, 2) eugeordnet sind, bei der der gememsame 
Punkt von k und g nur sich selbst entspricht. 


Legt man den Kegelschnitt k fest durch die Proportion 
ee A PR TR a 8 
die Gerade g durch die Proportion 
Yp2 Yet Y3iYe= 0202021, 


so erhalt man als Verbindungslinie der Punkte (¢) und (y) einen 
Regelstrahl von A,, wenn 


@t?4+ att’ + bt+c=0, 
und fiir die Gleichung der Flache 
(a, 2% — dg”)? + (a4 23 — iy”) XX, + (bay + CHy) Xx,? = O. 


Die Flache ist auch der Ort aller Geraden, welche entspre- 
chende Punkte eines Kegelschnitts y und einer Geraden g ver- 
binden, die in einer Korrespondenz (2, 1) stehen und keinen Punkt 
gemein haben. 

b) Haben y und g einen Punkt entsprechend gemein, so fallt 
der Kegelschnitt y mit dem Doppelkegelschnitt k zusammen; in 
den vorstehenden Formeln ist dann ¢ =O zu setzen. Auf dem 
Kegelschnitt gibt es einen, auf der Geraden zwei Kuspidalpunkte. 

c) Zerfallt die kubische Doppelkurve in drei Gerade, von 
denen eine, g,, die beiden anderen, g, 9’, trifit, so erhilt man, in- 
dem man fiir die Gleichungen dieser Geraden 


g(%,=0, %=0); H(%=0, % =); g'(%,=0, x= 0) 
wihlt, die nachstehende Flachengleichung: 
4725" + AX, %_%,%, + (ba, + cx) £m," 


Es ist dann g, ein doppelter Regelstrahl, dagegen sind g, g’ 
doppelte Leitlinien der Fliche. 

Diese Flidche kann man erhalten als Ort der Gcraden, welche 
zwei windschiefe Geraden g, g’ und einen Kegelschnitt y treffen, der 
mit g und g’ keinen Punkt gemein hat, oder auch als Ort der Ge- 
raden, die zwei feste Gerade g,g und eine kubische Raumkurve, 
die mit jeder von diesen Geraden einen Punkt gemein hat, schneiden. 

Man erhalt die Flache ferner als Ort der Verbindungslinien 
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entsprechender Punkte von zwei projektiv aufeinander bezogenen 
Kegelschnitten, wenn man annimmt, da8 die Punkte, in denen 
jeder dieser Kegelschnitte die Ebene des anderen trifft, paarweise 
einander zugeordnet sind. Die Schnittlinie der beiden Kegelschnitt- 
ebenen wird dann der doppelte Regelstrahl g,. 

Endlich lift sich die Fliche als Ort der Verbindungslinien 
entsprechender Punkte einer Geraden g und eines Kegelschnittes y 
gewinnen, die in einer Korrespondenz (1, 2) stehen, wenn die 
Punkte, die dem Schnittpunkt P der Geraden g mit der Ebene 
des Kegelschnittes y auf y entsprechen, mit P in einer Geraden g, 
liegen. Zu den Doppelgeraden g, g, findet man dann eine dritte 9’; 
sie geht durch den Punkt O von g,, in dem sich die Verbindungs- 
linien der Punktepaare schneiden, die auf y den einzelnen Punk- 
ten von g entsprechen, und durch den Schnittpunkt der Geraden, 
welche die Schnittpunkte von y und irgendeiner Ebene durch g 
mit den entsprechenden Punkten auf g verbinden. 

Auf jeder der Geraden g, g’ liegen zwei Kuspidalpunkte. 

d) Lassen wir im vorigen Fall P und O zusammenfallen, so 
fallen auch g und g’ zusammen. Der Gleichung der Fliche liBt 
sich dann die Form geben: 


a2 (aa? + 2b, % + ea2) + 4, (41%, — v2) (dx, + ex) 
+ (x 4 — %_3)” = 0. 


Der Doppelstrahl g, ist dabei 7,=0, 7;=0, die doppelt zu 
zihlende doppelte Leitlinie g wird x,= 0, 2,= 0. 

4. Die bis jetzt besprochenen Regelflachen A, sind alle vom 
Geschlecht 0. AuSer diesen gibt es nur noch A, vom Geschlecht 1. 
Diese Regelflichen haben zwet windschiefe (verschiedene oder zu- 
sammenfallende) Doppelgeraden. 

a) Sind #,— 0, , = 0 und a = 0, #,= 0 die beiden Dop- 
pelgeraden g, 9’, so ist die Gleichung der Fliiche von der Form: 


a,? (aay? + 20252, -+ c%,") + 2a, 4, (a'x37 + 2b’ x, 0, + ¢'4,”) 
+ 2,7 (a a," + 2b’ a,x, + 0c’ x,") = 0. 


Die Fldche erscheint demnach als der Ort der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte von zwei in emer allgemeinen Korre- 
spondenz (2, 2) stehenden Geraden g, g'. Durch jeden Punkt von g 
gehen zwei Regelstrahlen, die mit g’ in einer Ebene liegen, und 
umgekehrt. Auf g und g liegen je vier Kuspidalpunkte. Man kann 
die Flache auch erhalten als Ort der Strahlen, die zwei gegebene 
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Gerade g, 9’ und eine ebene Kurve k, 3. Ordnung, die g und g’ je 
einmal schneidet, treffen. 

b) Diese letzte Erzeugung liefert auch eine Erzeugung fir 
den Fall, wo g und g’ zusammenfallen. Es steht dann die Kurve k, 
zu der Geraden g, die sie in einem Punkte O schneidet, in ciner Korre- 
spondenz (2, 1) derart, dap die Punktepaare von k,, die dom ein- 
zelnen Punkten von g entsprechen, mit O jedesmal in einer Geraden 
liegen. (Derart wird ein Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkt O 
auf die gerade Punktreihe g projektiv bezogen.) Die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte von k; und g erfiillen dann die Flache R,. 
Diese wird, wenn x, = 0, 2 = O die Gerade g ist, durch eine Glei- 
chung von folgender Form gegeben: 


(ay ay* + ay 0y° ay + Agy"%q” + 50, 25° + A420") 
+ (ry 4 — 25) (Dy ty” + by ay 2g + bay”) + (ay 74— Hy Hs)? —= 0. 


Die Regelflichen 4. Grades hat zuerst Chasles, OC. R. 58, 
888 (1861) behandelt und darauf Cayley, Phil. Trans. 1538, 
453 (1863), 154 559, (1864), Papers V, p. 168, 201, der aber 
nur acht Arten unterschied. Bis auf eine Art gab Cayley die 
vollstindige Klassifikation dann Phil. Trans. 159, 111 (1869), 
Papers, VI, p. 312, und desgleichen, bereits etwas friiher, auf rein 
geometrischem Wege Cremona, Bol. Acc. Mem. (2) 8, 235 (1868). 

Spiter behandelte sie noch Rohn, Math. Ann. 24, 145 (1884), 
28, 284 (1887); speziell die Regelflichen mit drei Doppelgeraden 
Segen, Journ. f. Math. 112, 39 (1893). 


Kapitel XXXVI. 


Allgemeine Theorie der algebraischen Raumkurven. 


Von Luigi Berzolari in Pavia. 


Die nachstehend verzeichneten Werke werden in den folgenden 
beiden Kapiteln abgektirzt zitiert: 

Cremona, Grundztige einer allgemeinen Theorie der Oberfliichen 
in synthetischer Behandlung, Deutsche Ausgabe, Berlin 1870 (Grund- 
etige). 

Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Rawmes, 3. Aufl, 
Leipzig 1880 (Rawmgeometrie). 

Bertini, Introduzione alla geometria projettiva degli iperspazi, 
Pisa 1907 (Introduzione). 

Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Rawm- 
kurven, Berlin Abh. 1882, im Jahre 1882 mit dem Steiner-Preis ge- 
kront (Preisschrift). 

Halphen, Mémoire sur la classification des courbes gauches al- 
gebriques, J. éc. pol. 52, 1882, im Jahre 1882 mit dem Steinerschen 
Preis gekrént (Preisschrift). 

H. Valentiner, Zur Theorie der Raumkurven, Acta math. 2, 
1883 (Rawmkurven). 


§ 1. Definition und Darstellung einer algebraischen Raum- 
kurve und die daraus folgenden Grundeigenschaften. 


Um auf die allgemeinste Weise eine algebraische Raumkurve 
zu definieren, nimmt man zwischen den projektiven Koordinaten 
“x, y, 2 eines verinderlichen Punktes irgendein System von al- 
gebraischen Gleichungen an mit reellen oder komplexen Koeffi- 
zienten, die auch mehrere unbestiminte Parameter rational ent- 
halten kénnen. Wenn dann dieses System einfach unendlich viele 
Liésungen (x, y, ¢) besitzt (d. h. Lisungen, die in wechselweise ein- 
deutiger und kontinuierlicher Weise den reellen und komplexen 
Werten eines Parameters entsprechen), heift die Gesamtheit der 
reellen und imaginiiren Punkte, deren Koordinaten #, y, z den ge- 
gebenen Gleichungen geniigen, eine algebraische Kurve. 

In homogenen Koordinaten x,, #,, 73, “, kénnen die gegebenen 
Gleichungen immer gewonnen werden, indem man algebraische 
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Formen (homogene ganze rationale Funktionen) der Koordinaten, 
die die Parameter in ganzer rationaler Form enthalten, gleich 
Null setzt. 


Aus der gegebenen Definition, die beztiglich der Roortintemn 
transformationen invariant ist, folgt sofort, daB, wenn man eine 
algebraische Raumkurve F aus einem Punkte projiziert: man einen 
algebraischen Kegel erhilt. Wahlt man zum Projektionszentrum 
z. B. die Ecke A, (0,0, 0,1) des Grundtetraeders, so wird der 
Kegel durch Feather Gisiciduees: dargestellt wie ie Kurve, wenn 
man nur 2, nicht mehr als Koordinate, sondern als Paramoad 
der zu den anderen moglicherweise orig ren hinzukommt, ansieht. 


Wenn der die Kurve aus einem allgemeinen Punkte proji- 
zierende Kegel irreduzibel ist, so sagt man, daB auch die Kurve R 
irreduzibel ist. Im anderen Falle verteilen sich die Punkte von & 
auf mehrere Kegel, und man sagt, daB A reduzibel ist, d. h. sich 
in Teile zerspaltet. Die allgemeine Definition, von der wir aus- 
gegangen sind, zeigt, daB jeder dieser Teile eine algebraische 
Kurve ist. 

Beziiglich der angegebenen Definition und ihrer unmittelbaren 
Folgen vgl. Kronecker, J. f. Math. 92, 1 (1881), Werke IJ, 
Leipzig, 1897, 8.237; Molk, Acta Math. 6, 1 (1885); J. Kénig, 
Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Gropen, Leip- 
zig 19 03 (ungarisch 1902) und in mehr geometrischer Form Segre, 
Ann. di Mat. (2) 22, 41 (1894); Bertini, Introduzione, p. 189 ff. 

Bisekante (oder Sehne), Trisekante,... von R heiBt eine Ge- 
rade, welche zwei, drei, ...Punkte von R enthilt. 


Es tritt nie ein, dap jede Sehne von R wenigstens eine Trise- 
kante ist, auBer wenn R aus geraden Linien besteht, die durch einen 
Punkt gehen. 

Hinen einfachen Beweis dieses Satzes hat Castelnuovo in 
einer Note von Bertini, Torino Atti 26, 118 (1890) gegeben, 
dieser findet sich wiederholt bei Bertini, Introduzione, p. 194f. 
und Picard, Traité d’ analyse I, 2. éd. Paris 1905, p. 567. 

Es folgt daraus, daB der Kegel, der R aus einem allgemeinen 
Punkte projiziert, nur eine endliche Anzahl von Sehnen (oder Trise- 
kanten, ...) der Kurve enthalten kann. 


Vel. Hensel und Landsberg, Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902, S. 505. 

Die Sehnen von # bilden eine co?-fache algebraische Man- 
nigfaltigkeit (Kongruenz), die reduzibel ist oder nicht, je nachdem R 
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es ist. Dieser Mannigfaltigkeit gehért auch jede Gerade an, die 
durch einen Punkt P von R geht und die Grenzlage einer Sehne 
bildet, deren zwei Treffpunkte mit R sich P irgendwie unbegrenzt 
nihern. Eine solche Gerade heiBt eine wneigentliche Sehne beztig- 
lich P, wihrend eine eigentliche Sehne immer zwei getrennte Punkte 
von & verbindet. Fir einen allgemeinen Punkt P von R ist die 
einzige uneigentliche Sehne die Tangente in P. 

Die uneigentlichen Sehnen einer Kurve haben Higenschaften, 
die in enger Beziehung zu den Singularititen der Kurve stehen 
(§ 4); vgl. hiertiber B. Levi, Torino Mem. (2) 48, 83 (1898). 

Wichtige Sonderfille der gegebenen Kurvendefinition sind die, 
daB eine Kurve betrachtet wird: 1. als Schnitt von zwei oder mehr 
 algebraischen Fldchen, so da sie durch Gleichungen dargestellt 
wird, die nur die Koordinaten enthalten, 2. als Ort der Punkte, 
deren Koordinaten gegebene rationale Funktionen zweier durch eine 
algebraische Gleichung verkniipfter Parameter sind, oder mit anderen 
Worten als die rationale Transformierte einer ebenen algebraischen 
Kurve, woraus folgt, daB sich immer eine birationale Beziehung 
zwischen der Raumkurve und einer ebenen Kurve herstellen lapt. 

Betreffs der ersten der angefiihrten Definitionen liBt sich zeigen, 
daB eine Raumkurve sich immer als volistindiger Schnitt von hich- 
stens vier algebraischen Flachen (z. B. von vier projizierenden Kegeln) 
ansehen lift, so daB die Kurve sich immer durch héchstens vier 
Gleichungen, die allein die Koordinaten enthalten, darstellen liBt. 
Vgl. Kronecker, a. a.0., Werke II,8. 280; Molk,a.a. 0., 8.163; 
Konig,a.a.0., 8.234; Bertini, Introduzione, p.197. Dab weniger 
als vier Flichen im allgemeinen nicht hinreichen, um eine Kurve 
als ihren vollstandigen Schnitt festzulegen, wurde bewiesen von 
Vahlen, J. f. Math. 108, 346 (1891) mit dem Beispiel der ra- 
tionalen Kurve 5. Ordnung, die eine einzige vierfach schneidende 
Gerade besitzt (vgl. § 14 und Kap. XXXVII, § 4). 

Was die zweite Definition betrifft, so sei f(y, 2, ¥3) = 0 
die Gleichung einer irreduziblen ebenen algebraischen Kurve, und 
man betrachte auf ihr eine einfache lineare Schar g? ohne feste 
Punkte (Bd. II’, S. 308), die durch das 00°- fache lineare Kurven- 


system 
A (y) + Aape(y) + As p(y) + Ao,(y) = 0 


ausgeschnitten wird. Setzen wir 
02; = Pi(Ys> Yar Ys) (21,2, 8,4) 
so beschreibt der Punkt 2, wihrend der Punkt y die Kurve 
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durchlauft, eine irreduzible Raumkurve £2, die birational auf fbe- 
zogen ist derart, daB den Punktgruppen von g® die Gruppen der 
Schnittpunkte von R mit einer Ebene projektiv zugeordnet sind. 
Man erhilt R also, indem man die Punktgruppen von g? projek- 
tiv auf die Ebenen des Raumes bezieht: dann entsprechen den 
Punktgruppen, die einen bestimmten Punkt y von f enthalten, die 
Ebenen, die durch einen bestimmten Punkt x gehen, und wenn y 
die Kurve f durchliuft, beschreibt x die Kurve Rf. 

Wenn hingegen die Schar g,* mit einer Involution von der 
Ordnung v zusammengesetzt ist, so beschreibt der Punkt x, wih- 
rend der Punkt y die Kurve f durchliuft, eine Kurve, welche zu f 
in einer algebraischen Korrespondenz (1, v) steht. 

Vgl. Severi, Lezioni di geometria algebrica (lith.), Padova 
1908, p. 93 bis 101. 

Eine ebene Kurve f, die einer gegebenen Raumkurve & bi- 
rational entspricbt, erhalt man z. B., indem man FR auf eine Ebene 
aus einem allgemeinen Punkte des Raumes projiziert, d. h. emem 
Punkte, fiir den mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Strahlen 
jeder Strahl nur einen einzigen Punkt von #& projiziert. 

Dies fiihrt zu einer wichtigen algebraischen Darstellung von F. 
Wenn man namlich & aus dem Grundpunkte A,, der in allgemeiner 
Lage angenommen sei, auf die Ebene x, = 0 projiziert, so werden die 
Koordinaten der Punkte von & durch zwei Gleichungen von der Form 
(1) fy (ay, @2 My) = Oy Voy 1% y Wes Xs) — Pry (Gy My, Xs) = O 
verkntipft, wobei f,, W,,, 1 Formen von #,, %,,%3 ohne gemein- 
same Faktoren und von den Ordnungen , m, m— 1 bedeuten. 
Die erste Gleichung stellt den Kegel (von der Ordnung 7) dar, 
der & aus A, projiziert, die zweite ein Monoid (Kap. XXX, § 4) 
mit dem Scheitel A, und von der Ordnung m. Die Kurve £& bildet 
aber nicht immer den ganzen Schnitt des projizierenden Kegels 
mit dem Monoid, diese haben vielmehr auSer R noch eine gewisse 
Anzahl yon A, ausgehender Geraden gemein, namlich die Ge- 
raden, welche die Kegel /,=0, w,,_;=0, #,, = 0 gemein haben. 
Unter ihnen sind die Sehnen von R, die von A, ausgehen. 

Demnach ist eine beliebige algebraische Kurve Teilschnitt cines 
Kegels und eimes Monoids mit demselben Scheitel, wobei der Rest 
des Schnittes aus geraden Linien besteht. 

Wollen wir die Darstellung (1) der Kurve vollstindig machen, 
so gentigt es, den Gleichungen die Ungleichung 


Wnt (a, 5) &3) + O 


hinzuzufiigen. 
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Die Darstellung (1) heiBt die monoidale und riihrt her von 
Cayley, C. R. 54, 55, 396, 672 (1862), 58, 994 (1864), Pa- 
Mersin V5 Dat oad. 

In nicht homogenen Koordinaten wird sie 


xt » — Pe,y) 
(2) f(a, y) ict 0, a Q(a, y)? 


wobei f, P,Q ganze Polynome von x, y ohne gemeinsame Fak- 
toren und von den Ordnungen ”, m, m — 1 bezeichnen. 

Hs ist zu beachten, da8, wenn FR gegeben ist, die vorstehende 
_ Darstellung nicht eindeutig festgelegt ist. Z. B. ist klar, daB in (2) 
P und Q durch andere Polynome P’ und Q’ von den Oeiiane a 
m und m’ + 1 ersetzt werden kiénnen, die nur so zu wihlen antl 
daB PQ’ — P’Q durch / teilbar ist. Halphen, Preisschrift, S. 24 
und Valentiner, Raumkurven, 8. 170 (vgl. auch Picard, Zraité 
Wanalyse II, 2. 6d., Paris 1905, p. 571) haben dieser Eigenschaft 
eine geometrische Form gegeben, indem sie zeigten, daB, wenn R 
keine mehrfachen Punkte besitet, jeder Kegel, der durch die von A, 
ausgchenden Sehnen gelegt wird, sich als Unterkegel (,, 4—= 0) 
eines Monoids, das durch LR geht, ansehen lapt. Der Fall, wo & 
mehrfache Punkte hat, wurde betrachtet von Autonne, Ann. de 
Vv Univ. de Lyon 1896, Chap. I (Auszug C. R. 119, 845 (1894)); 
vgl. auch J. é. pol. 63, 79 (1893), Kap. I. 

Wenn R eine LE Reasieaee nicht ebene Kurve ist und A, ein all- 


gemeiner Punkt, mug m > — sein. 


Eine andere ene Darstellungsform einer Kurve 2 hat 
Brill, Gott. Nachr. 1901, S. 156; Math. Ann. 64, 289 (1907) 
(fir die Raumkurven 3. Ordnung Pal. Circ. Mat. Rend. 25, 188 
(1908)) gegeben, indem er von den projizierenden Kegeln ausging, 
deren Spitzen in einer festen Geraden liegen (die nicht der Ebene 
von & angehért, wenn & eben ist). Nimmt man fiir diese Gerade 


X,3=O0, X= O0 

, (die Hauptkante des Koordinatentetraeders) und setzt 
@ = Ai + Ue, 

so hat die Gleichung dieser Kegel die Form 


(3) 2(o, 3, X45 A, 7) =, 


wo §4 eine ganze homogene Funktion sowohl von @, #3, #, wie 
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von @, 4, w bedeutet und 1: wu ein Parameter ist, der sich mit der 
Spitze des Kegels veriindert. (3) heiBt nach Brill die Gleichung 
der Kurve. Wenn R zerfallt, zerfallt $2 in Faktoren, die in w, #5, X4 
rational sind, und umgekehrt. Wenn man in (8) statt m einsetzt 
Az, + wa, und nach Potenzen von 4 und w ordnet, so miissen fiir 
jeden Punkt von R alle Koeffizienten verschwinden, was die Glei- 
chungen von ebenso vielen Flichen einer und derselben Ordnung n 
liefert, die durch R gehen und in den GrundpunktenA, (1, 0, 0, 0) 
und A,(0, 1, 0,0) der Reihe nach die Multiplizititen 


Oye hts 2, faa es et ga ES 


besitzen, so daB die erste und die letzte dieser Flichen die Kegel 
sind, die R aus A, und A, projizieren und die zweite und vor- 
letzte Monoide, deren Scheitel in denselben Punkten liegen. 

Aus irgendeiner der vorstehenden Darstellungsarten folgt, daB 
die Anzahl der gemeinsamen Punkte einer Kurve # und einer 
Ebene (solange diese Zahl endlich bleibt) sich nicht mit der Ebene 
andert. Diese Zahl, die gleich der Ordnung m des F# aus einem all- 
gemeinen Punkte projizierenden Kegels ist, heiBt die Ordnung von R. 
Bei der monoidalen Darstellung (1) ist sie demnach der Ordnung 
von f gleich. Wenn hingegen eine irreduzible Kurve R auf eine 
ebene Kurve mit Hilfe einer auf dieser angenommenen g? birational 


. : . : Tr. an 
bezogen ist, so wird die Ordnung von # gleich » oder > ve nach- 


dem die Schar einfach oder mit einer Involution von der Ordnung v 
zusammengesetzt ist. 


Kine Kurve, welche den vollstiindigen Schnitt zweier Flachen 
von den Ordnungen m und » bildet, ist von der Ordnung mm. 


Allgemeiner wird eine Kurve der Ordnung n von einer Fldche 
der Ordnung p, die keinen Teil der Kurve enthdlt, in np Punkten 
getroffen. Einen Beweis dieses Satzes gab mit Hilfe der monoi- 
dalen Darstellung Halphen, Bull. Soc. math. 2, 40 (1873), vgl. 
Noether, Math. Ann. 11, 571 (1877); mit Hilfe des Chasles- 
schen Korrespondenzprinzips (Bd. II’, S. 344) Fouret, Bull. Soe. 
math. 1, 122, 258 (1873), 2, 127 (1874); vgl. Sturm, Die 
Lehre von den geom. Verwandtsch. 1, Leipzig 1908, S. 234. Ein 
anderer Beweis findet sich bei Brill, Math. Ann. 64, 299 (1907). 

Kin Punkt P heiBt fiir R s-fach, wenn fiir eine allgemeine 
Ebene durch Ps Schnittpunkte mit R in P zusammenfallen. Fir 
s = 1 heif®t der Punkt einfach: derart sind die allgemeinen Punkte 
yon &. 
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Noch eine weitere Darstellung einer Raumkurve ergibt sich, 
indem man den Komplex der die Kurve treffenden Strahlen be- 
trachtet, in der Form einer besonderen Gleichung V = 0 zwischen 
den Linienkoordinaten. Diese fand Cayley, Quart. J. 3, 225 (1860), 
5, 81 (1862), Papers IV, p. 446, 490 und fiir die kubischen Raum- 
kurven schon vorher Phil. Mag. 12, 20 (1856), Papers III, p. 219, 
indem er fiir die Festlegung einer Geraden die Pliickerschen 
Koordinaten »,q,7,s,t,w verwendet, die durch die Identitat 
ps+qt+ ru = 0 verkniipft sind, und darauf in vollstindigerer 
Weise mit Hilfe der Kleinschen Koordinaten 2,,...%, (die durch 

_ die Identitaét xj +-----+- 2?—=0 verkniipft sind) Voss, Gétt. Nachr. 
1875, 8.101, Math. Ann. 18, 232 (1878). 

é Die Funktion V geniigt zwei charakteristischen Differential- 
gleichungen, die von Vo untersucht worden sind, und von wel- 
chen die eine, die schon von Cayley angedeutet worden war, den 
Linienkomplexen zukommt, die von den Tangenten einer gegebenen 
Flaiche gebildet werden. Vgl. hieriiber noch Klein, Math. Ann. 
5, 287 (1872). 

Wir wollen noch folgenden Satz hinzufiigen, welchen man 
Lie, Leipzig Ber. 49, 697, 701 (1897), verdankt: Zerfallen die 
ebenen Strahlensysteme allgemeiner Lage eines irreduziblen alge- 
braischen Strahlenkomplexes in mehrere Systeme (z. B. in lauter 
Strahlenbiischel), so besteht der Komplex aus allen Treffgeraden 
einer irreduziblen algebraischen Raumkurve. 


» 


] 


§ 2. Ebene Projektion und scheinbare Doppelpunkte 
einer Raumkurve. 


Nehmen wir im Raum einen allgemeinen Punkt an, so geht 
durch ihn eine konstante Zahl von Sehnen der Kurve Ff. Diese 
Zahl (die Ordnung der Sehnenkongruenz) wird gewéhnlich mit h 
| bezeichnet und hei8t auch nach Salmon, Cambr. Dubl. Math. J. 
5, 28 (1850) die Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte von R, 
weil eine allgemeine ebene Projektion von & h Doppelpunkte be- 
_ sitzt, welche die Spuren der vom Projektionszentrum ausgehenden 
| Sehnen sind, 

Diese Sehnen findet man bei der Brillschen Darstellung (§ 1) 
daraus, da8 die Diskriminante DQ von 82 in bezug auf w folgender- 
maBen rational zerfallt: 


D2= K' (as, a4) [K" (as, a4)? [Z (as, 434, ie 


wo K’, K”, I Binirformen von «,, “, bezeichnen. Die ersten beiden, 
Pascal, Repertorium II2. 2. Aufl. 57 
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die von 2, w unabhiingig sind, liefern die Ebenen durch die Haupt- 
kante, die & beriihren oder durch mehrfache Punkte von # gehen, 
wihrend die dritte die Ebenen darstellt, die durch die Hauptkante 
und die vom Punkte 1: » ausgehenden Sehnen von & gehen, und 
die scheinbaren Doppelpunkte fiir die Projektion der Kurve aus 
diesem Punkt liefert. 

Uber die Darstellung und Scheidung der wirklichen und schein- 
baren Doppelpunkte vgl. auch Hensel und Landsberg, Theorie 
der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902, 8. 478, 
und in weiterer Ausfihrung Landsberg, J. f. Math. 181, 155 
(1906). 

Aus dem Vorstehenden folgt, da8 durch Ausartungen der Kurve, 
d. h. auf Grund von Relationen, welche man zwischen den in S2 
enthaltenen Konstanten festsetzt, die Anzahl der scheinbaren Doppel- 
punkte sich wohl verringern, aber niemals vergréBern liBt; ins- 
besondere mu, wenn durch eine solche Ausartung eine ebene Pro- — 
jektion von R einen neuen mehrfachen Punkt erhdlt, R entsprechend 
einen wirklichen mehrfachen Punkt erworben haben. 

Hieraus hat durch topologische Betrachtungen Brill gefolgert, 
daB, wenn eine Raumkurve durch Ausartung in zwei Teile zerfallt, 
diese wenigstens einen Punkt gemein haben. Hieriiber vgl. auch 
Noether, Acta Math. 8, 182 (1886); Enriques, Bologna Rend. 
(2) 9, 10 (1904). 

Andere Eigenschaften von S82 liefern andere grundlegende Satze 
tiber die Kurve &. So ergibt sich aus der Untersuchung des Zer- 
fallens von 82 in Formen von niedrigerer Ordnung beziiglich a: 


Wenn die ebene Prajektion von R aus einem allgemeinen Punkte 
des Raumes in (sdimtlich verschiedene) Kurven von niedrigeren Ord- 
nungen zerfillt, zerfallt auch R in Kurven von diesen Ordnungen. 

Ist das Projektionszentrum s-fach fiir R, so zerfdllt der pro- 
juzierende Kegel in s Ebenen und in einen Kegel von der Ordnung 
nm — s (wenn » die Ordnung von F ist). 


§ 3. Geschlecht einer Raumkurve und Maximalgeschlecht 
einer Raumkurve von gegebener Ordnung. Kegel, welche 
die von einem Punkte ausgehenden Sehnen enthalten. 


Geschlecht p einer irreduziblen Raumkurve heift das Geschlecht — 
einer ebenen Kurve, welche auf die Raumkurve birational bezogen | 
ist (§ 1), z. B. das Geschleckt einer allgemeinen ebenen Projektion | 
der Raumkurve. Wenn daher die Raumkurve R von der Ordnung 7 | 
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ist, kee mehrfachen Punkte und f, scheinbare Doppelpunkte be- 
sitzt, so wird ihr Geschlecht 
nm —1)(n—2 
(1) p= ie eee) he 
Wenn die Kurve in a irreduzible Kurven von den Geschlech- 
tern p;, P,-..p, zerfallt, so kinnte man entsprechend der Formel 


fiir die ebenen Kurven (Bd. II’, S. 297) als das Geschlecht p den 
Ausdruck definieren: 


(2) HPs et Pd EAs 


aber es ist zweckmifiger, als Definition von p die Formel (1) bei- 
zaubehalten, wobei auch m und h die frithere Bedeutung behalten. 
Wenn man daher mit ¢ die Gesamtzahl aller (als einfach voraus- 
gesetzten) Schnittpunkte der Teilkurven untereinander bezeichnet, 
so wird 


(3) LI a al Ee Fete en gE 


Vgl. Noether, Acta Math. 8, 182 (1886). 


Beziiglich der vorstehenden Definition beachte man, da8 auch 
fiir eine zerfallende ebene Kurve das Geschlecht die Form (3) an- 
nimmt, wenn man unter den Schnittpunkten der Teilkurven ¢ Zu- 
sammenhinge annimmt. Sowohl fiir eine ebene wie auch fiir eine 
Raumkurve muf das Geschlecht so verstanden werden, daf, wenn 
eine irreduzible Kurve sich der zerfallenden Kurve kontinuierlich 
nihert, derart, daB die ¢ festgelegten Zusammenhinge keine Grenz- 
lagen von Doppelpunkten der verinderlichen Kurve sind, waihrend 
die tibrigen gemeinsamen Punkte der Teilkurven Grenzlagen von 
Doppelpunkten der irreduziblen Kurve sind, dann das effektive Ge- 
schlecht der irreduziblen Kurve durch die Formel (3) gegeben wird 
und nichts anderes ist wie das virtuelle Geschlecht der reduziblen 
Kurve mit Riicksicht auf die angegebenen Zusammenhinge. Die 
ZweckmiBigkeit, ¢ > O anzunehmen, rithrt daher, da’, wenn die 
reduzible Kurve als Grenzlage einer irreduziblen auftritt, sie Zu- 


_ sammenhinge besitzt und deshalb ¢ > O ist. 


lm folgenden bezeichnen wir hiufig mit R, eine Raumkurve 
von der Ordnung » und mit R’ eine Raumkurve von der Ord- 
nung » und dem Geschlecht p. 

Wenn cine Raumkurve von der Ordnung n mit h scheinbaren 
Doppelpunkten irreduzibel ist, wird die Anzahl der scheinbaren Dop- 
pelpunkte fiir einen allgemeinen Punkt, der auf ihr selbst liegt, d. h. 
Mie Anzahl der Trisekanten, die von diesem Punkte ausgehen, 

57* 
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h—-n+2. 


Vgl. Bertini, Introduzione, p. 405. 
Daraus folgt 
h 2 (ED oder p a a : 


Eine genaue Grenze fiir den Wert von h (und damit von p) 
wird durch den folgenden Satz geliefert: 

Fiir eime irreduzible algebraische Kurve von der Ordnung n 
mit h scheinbaren Doppelpunkten ist stets 


n(n — 2) (n — 1)? 


n> — 


oder h >= 


je nachdem n gerade oder ungerade ist. — 

Kurven von der Ordnung n und vom Maximalgeschlecht exi- 
stieren fiir jeden Wert von n; sie besitzen keine mehrfachen Punkte 
und liegen auf einer Fldche 2. Ordnung. Wenn n gerade ist, bilden 
sie den vollstdndigen Schnitt dieser F'ldche mit einer Fldche von der 


Ordnung =} wenn n ungerade ist, bilden sie den Restschnitt der 

Fliiche 2. Ordnung mit einer durch eine Gerade von thr hindurch- 
. 1 

gehenden Fliche von der Ordnung a 


Vel. hiertiber Halphen, C. R. 70, 380 (1870), Bull. Soc. 
math. 2, 42 (1873), Preisschrift, p. 31 und Kap. II; Noether, 
Preisschrift, § 3 und 6; Valentiner, Rawmkurven, 8. 178. 

Siatze tiber die Kegel, welche die h von einem allgemeinen 
Punkte ausgehenden Sehnen einer Raumkurve &,, enthalten, oder 
die Kurven, die durch die h Doppelpunkte einer allgemeinen ebenen 
Projektion f von &,, gehen, finden sich in den angefiihrten Arbeiten 
von Halphen, Noether, Valentiner und auch bei R. Sturm, 
Report of the British Association at York 1881, p. 440; sie haben 
zum Ausgangspunkt den Satz (Bd. II’, S. 318—4), wonach, damit 
eme irreduzible ebene Kurve f von der Ordnung n mit h Doppelpunk- 
ten die Projektion einer Raumkurve h,, von der Ordnung n aus einem 
(n — 2) (n — 3) 

2 


Bedingung erfiillt sein mup, wahrend wenn h< 


allgemeinen Punkte wird, wenn h > , heimerlei besondere 


a9 a 
(n ue ae 
wendig und hinreichend ist, dab diese h Punkte den adjungierten 
Kurven der Ordnung n — 4 von f nur hh —1 Bedingungen auf- 
erlegen. 
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Betreffs der adjungierten Kurven von niedrigeren Ordnungen 
gilt ebenso der Satz (Noether, Preisschrift, § 3): 
Ist die allgemeine Projektion f einer irreduziblen, ohne mehr- 
fache Punkte vorausgesetzten Raumkurve R, derart, dap durch 
G44 
h— ee unter thren h Doppelpunkten sich eine Kurve von der 


Ordnung n — i — 38 legen lapt, wobei n —i—3 > 51,80 geht 


sie auch durch die tibrigen Doppelpunkte (d. h. ist eine adjungierte 
Kurve von f). 

Die h Doppelpunkte erlegen mithin den adjungierten Kurven 
von der Ordnung » — i — 3 héchstens h — ‘CE Bedingungen 
auf. Betreffs Beziehungen dieser Zahl von Bedingungen und der 
Ordnungszahlen der Flachen, welche die durch f projizierte Kurve FR, 
enthalten, vgl. § 11. 

Wenn & der vollstindige Schnitt zweier Flachen F,,,, F', von 
den Ordnungen m, w (vgl. § 7) ist, so wird die Anzahl h der von 
einem allgemeinen Punkt ausgehenden Sehnen gegeben durch 


h =} mu(m — 1) (uw — 1). 


Diese Formel wurde zuerst von Cayley, J. de Math. (1) 10, 
250 (1845), Papers I, p. 211, mitgeteilt und darauf von Salmon, 
Cambr. Dubl. Math. J. 2,68 (1847), 5, 23 (1850) wiedergefunden, 
der weiter angab, da8 die Treffpunkte dieser Sehnen die Schnitt- 
punkte von R mit einer Flache von der Ordnung (m — 1) (wu — 1) 
sind. Vel. auch Cremona, Grundziige, 8.101; Salmon-Fiedler, 
Raumgeometrie Il, 8. 130; H. de Vries, Nieww Archief voor Wis- 
kunde (2) 1, 127 (1895). 

Valentiner, Rawmkurven, 8. 191, und Noether, Preis- 
schrift, 8. 27, haben auBerdem gezeigt, daB diese h Sehnen Seiten- 
linien eincs Kegels von der Ordnung (m — 1) (w — 1) sind und daB 
dies der Kegel niedrigster Ordnung ist, der die Sehnen enthilt. 

Halphen, Preisschrift, p. 106, hat als Folgerung aus einem 
allgemeinen Verfahren (vgl. § 12) nachgewiesen, dab wmgekehrt 
eime Kurve von der Ordnung mu, fiir welche die von einem all- 
gemeinen Punkte ausgehenden Sehnen auf emem Kegel von der Ord- 
nung (m — 1) (uw — 1) liegen, den vollstindigen Schnitt eweier Fla- 
chen von den Ordnungen m, u bildet (wenn sie nicht auf emer Fldche 
von niedrigerer Ordnung als m und w liegt). 
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$4. Auflésung der Singularititen. Zweige. Schnitte von 
Kurven und Flachen. 


Wie in § 1 gesagt wurde, ]aft eine irreduzible Raumkurve R 
sich immer dadurch definieren, daB die Koordinaten x, y, 2 eines 
Punktes auf ihr als rationale Funktionen zweier Parameter wu, v, 
die durch eine algebraische Gleichung f(w, v) = O verkniipft sind, 
gegeben werden, derart, daB w,v ihrerseits rationale Funktionen 
von x,y, sind. Mit anderen Worten 1a8t sich R immer als die 
birationale Transformierte einer irreduziblen ebenen Kurve f = 0 
auffassen, 

Es heiBt nun Zweig von R die Gesamtheit der Punkte, die 
einem Zweig von f= 0 entspricht (fiir diese Definition wiirde 
auch hinreichen, daB die Beziehung von F& auf f eine rationale 
ist, vgl. § 1). Durch birationale Transformation geht jeder Zweig 
von # wieder in einen Zweig tiber. 


Aus dem in Bd. II!, 8. 293 Gesagten folgt, daB ein Zweig 
von &, dessen Ursprung in einem gegebenen Punkte liegt, ana- 
lytisch dargestellt wird, indem man die Koordinaten x, y, z Reihen 
von positiven ganzen Potenzen eines Parameters ¢ gleich setzt, die 
fiir Werte von ¢ mit hinreichend kleinem Modul konvergieren, wo- 
bei ¢ in eindeutiger Beziehung zu den Punkten des Zweiges steht 
und eine rationale Funktion der Koordinaten x, y, ¢ dieser Punkte 
bildet. 

Der gleiche Begriff des Zweiges lat sich auch aus dem Satz 
ableiten, daB eine algebraische Rawmkurve mit beliebigen Singula- 
ritdten sich birational in eine andere ohne mehrfache Punkte trans- 
formieren ldft. Beweise hierfiir findet man in den Arbeiten von 
Veronese, Poincaré, del Pezzo, Pieri, Vessiot, Segre, 
Hensel-Landsberg, Severi, dieinBd.II*,S. 291 f.angefiihrtsind. 

Dab jede Rawmkurve durch birationale Transformation des 
Raumes sich in eine andere mit nur gewdhnlichen mehrfachen Punk- 
ten (d. h. solchen mit nicht zusammenfallenden Tangenten) trans- 
formiercn lapt und zwar, wenn man will, derart, da ein gegebencr 
mehrfacher Punkt der urspriinglichen Kurve sich in eine endliche 
Anzahl von einfachen Punkten der transformierten Kurve auflost, 
zeigten del Pezzo, Cire. Mat. Rend. 6, 144 (1892); Pannelli, 
Ist. Lomb. Rend. (2) 26, 216 (1893); Segre, Ann. di Mat. (2) 
25, 9 (1896); B. Levi, Amn. di Mat. (2) 26, 228 (1897), Zo- 
rino Mem. (2) 48, 1382 (1898). 

Indem er von einer bereits derart transformierten Kurve aus- — 
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ging, hat B. Levi, Rom. Acc. Line. Rend. (5) 74, 111 (1898) 
nachgewiesen, da die Reduktion jeder Raumkurve auf cine solche 
ohne mehrfache Punkte sich auch durch eine birationale Transfor- 
mation des Rawmes erreichen lat. 

Aus der Anwendung birationaler Transformationen des Raumes 
(z. B. sukzessiver quadratischer Transformationen) geht ebenso wie 
bei den ebenen Kurven (Bd. II', S. 292) die Auffassung der Sin- 
gularitét eines Zweiges als das Ergebnis des Vorhandenseins suk- 
zessiver mehrfacher Punkte hervor, die auf dem Zweige in unend- 
licher Nachbarschaft des Ursprungs liegen. Vel. Segre, Ann. di 
Mat. (2) 25, 8 (1896). 

Die hauptsichlichsten Higenschaften der Zweige lassen sich 
aus dem Begriff der Multiplizitat des Schnittes eines Zweiges mit 
einer durch seinen Ursprung gehenden Fliche ableiten. Es sei 


F(a, 4,2) =0 


die Gleichung einer algebraischen Flache und O(a», yp, )) ein 
Punkt auf ihr. Ein Zweig einer algebraischen Kurve, der den Ur- 
sprung O hat, wird dann durch Potenzreihen von ¢ dargestellt, in 
denen die konstanten Glieder 2%, yp, 2 sind. Setzt man diese Reihen 
in F(a, y, 2) ein, so erhalt man eine Potenzreihe von t ohne kon- 
stantes Glied, und wenn der niedrigste Exponent, mit dem ¢ er- 
scheint, dann J ist, so nennt man J die Multiplizitdt des Schnittes 
des Zweiges mit der Fliche in O. 

Indem man insbesondere eine Ebene ins Auge faBbt, nennt man 
Ordnung des Zweiges die Zahl v, die die Multiplizitét des Schnittes 
des Zweiges mit einer allgemeinen Ebene durch O ausdrtickt. Hin 
Zweig ist linear oder superlinear, je nachdem v = 1 oder v > 1. 

Unter den Ebenen durch O haben eine Schnittmultiplizitiat, 
die > v ist, diejenigen, die durch eiue bestimmte Gerade hindurch- 
gehen, welche die Tangente des Zweiges in O heift, und unter 
diesen Ebenen hat eine bestimmte Ebene eine noch gréBere Schnitt- 
multiplizitit, dies ist die Schmiegungsebenc des Zweiges in O. 

Wenn man der Hinfachheit halber O zum Koordinatenursprung, 
die Tangente zur x-Achse, die Schmiegungsebene zur xy- Ebene 
wiblt, und voraussetzt, daB zu O der Wert ¢ = O gehért, so nimmt 
die Darstellung des Zweiges die Form an: 


G=av+---, y= bt te4+.---, gc tet 4..., 


wo a,b,c von Null verschiedene konstante Koeffizienten bedeuten. 
Die Zahlen 0, v’ heiBen der Rang und die Klasse des Zweiges. 
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Die Schmiegungsebenen in den Punkten eines Zweiges bilden 
das dem Zweige dual entsprechende Gebilde. Halphen, Ass. frang. 
pour Vavanc. des sciences 6, Le Havre 1877, p. 132; Bull. Soc. 
math. 6, 10 (1878) hat gezeigt, daB die Zahlen v und v' einander 
dual entsprechen, wihrend @ zu sich selbst dual ist, so dap v + @ + y 
sowohl die Anzahl der Schnittpunkte des Zweiges mit der Schmie- 
gungsebene in O, die nach O fallen, wie auch die Anzahl der von O 
ausgehenden Schmiegungsebenen, die mit der Schmiegungsebene in O 
zusammenfallen, bedeutet. 

Projiziert man einen Zweig einer Raumkurve f aus einem 
Punkt P auf eine Ebene, so erhilt man einen Zweig der Projek- 
tionskurve von &. Wenn P ein allgemeiner Punkt ist, so hat der 
projizierte Zweig zum Ursprung und zur Tangente die Projektion 
des Ursprungs O und der Tangente des gegebenen Zweiges, seine 
Ordnung ist v und seine Klasse 0. Die Ordnung und die Klasse 
des projizierten Zweiges werder hingegen g und v oder v + 9 
und v’ oder v und 9 + »’, wenn P mit O zusammenfiallt oder ein 
allgemeiner Punkt der Tangente oder der Schmiegungsebene des 
gegebenen Zweiges in O ist. 

Ein Punkt O von RF ist s-fach, wenn die Summe der Ord- 
nungen der von O ausgehenden Zweige s betrigt, so da8 von den 
Schnittpunkten der Kurve mit einer allgemeinen Ebene, die nicht 
durch O geht, aber O hinreichend nahe liegt, s dem Punkt O be- 
hebig nahe gebracht werden kénnen. Fir s = 1 wird der Punkt ein- 
fach. Wenn # keine mehrfachen Teile enthalt, so ist ein allgemeiner 
Punkt von F& einfach und der Ursprung eines einzigen Zweiges, 
fiir den 

C= 1 = 9 = 1, 


Uber die Zweige einer Raumkurve ygl. noch Bjérling, 
Stockholm Ofversigt 38 (1881), Nr. 4, 8.3; Archiv Math. Phys. 


(2) 8, 83 (1889); Méller, Lund Arskr. 21 (1884—1885), 
Nr. 2; Versluys, Amsterdam Verslagen (4) 14, 482-(1905); 
15, 342 (1906), Archive Teyler (2) 104, 253 (1907). 

Mit der Betrachtung der Zweige kann man die Untersuchungen 
tiber die projektivischen infinitesimalen Eigenschaften der Raum- 
kurven in Verbindung bringen. Sie stehen in Zusammenhang mit 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen und der projek- 
tiven Differentialinvarianten: vgl. Halphen, J. éc. pol. 47, 1 
(1880); Wilczynski, Amer. Math. Soc. Trans. 6, 99 (1905); 
Prajective differential Geometry of curves and ruled surfaces, Leip- 
zig 1906, p. 238ff.; Denton, Amer. Math. Soc. Trans. 14, 175 
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(1913), die insbesondere die Invariante bestimmten, deren iden- 
tisches Verschwinden die in einem linearen Strahlenkomplex ent- 
haltenen Kurven (vgl. Kap. XXXVI, § 1) charakterisiert, und ferner 
die Differentialgleichungen der kubischen Raumkurven und der 
Raumkuryen 4. Ordnung 1. Art aufgestellt haben. Verallgemeine- 
rungen gab Berzolari, Amn. di Mat. (2) 26, 1 (1897). 

Tangenten und Schmiegungsebenen von FR sind die Tangenten 
und Schmiegungsebenen der Zweige von R; in einem s-fachen 
Punkt gibt es héchstens s. 

Multiplizitat des Schnittes von R mit eimer Fldche F in einem 
gemeinsamen Punkte O heif®t die Summe der Multiplizititen des 
Schnittes von F’ mit den Zweigen von R, die von O ausgehen. 
Wenn F' keine Teile von #& enthilt, wird die Summe aller ihrer 
Schnittmultiplizititen mit R eine endliche Zahl und dndert sich 
nicht, wenn man an Stelle von J’ eine andere Flache von derselben 
Ordnung nimmt, die keine Teile von # enthialt. Ist F eine Ebene, 
so wird diese Summe die Ordnung von R (vgl. § 1). Es folgt 
daraus noch, daB, wenn eine Kurve & von der Ordnung » und 
eine Fliche # von der Ordnung p nicht unendlich viele Punkte 
gemein haben, die Summe ihrer Schnittmultiplizititen np ist. 

Die Multiplizitat des Schnittes eines Zweiges von der Ordnung v 
mit einer Fldche, die im Ursprung O des Zweiges einen r-fachen 
Punkt besitat, ist wenigstens vr und groper nur dann, wenn die 
Tangente des Zweiges in O auch eine Tangente der Fldche in O ist. 

Mithin: 

Wenn eine Kurve R und eine Fliche F' einen Punkt O ge- 
mein haben, der fiir die eine s-fach und fiir die andere r-fach ist, 
so wird die Multiplizitdt thres Schnittes in O wenigstens gleich sr 
und griéper nur dann, wenn R und F' in O eine gemeimsame Tan- 
gente haben. 

Es folgt daraus, daB, wenn drei algebraische Eldchen in einem 
gemeinsamen Punkte O die Multiplizitdten r,, 75, 3 besitzen, dieser 
Punkt wenigstens 1,1 73 von ihren Schnittpunkten absorbiert und 
eine gréfere Anzahl nur dann, wenn die Tangentialkegel in O eine 
gemeine Seitenlinie haben. Winen algebraischen Beweis dieses Satzes 
hat Berzolari, Ann. di Mat. (2) 24, 165 (1896) geliefert. 


§ 5. Klasse und Rang einer Raumkurve. 
Thre Tangentenfiache. 


Klasse einer Raumkurve R heiBt die Anzahl ihrer Schmie- 
gungsebenen, die durch einen Punkt P des Raumes gehen, falls 
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nur entsprechend dem Halphenschen Satze (§ 4) eine dieser 
Ebenen, wenn sie Schmiegungsebene eines Zweiges mit dem Ur- 
sptung O und der Charakteristik (v, 0, ’) ist, v’-mal gezihlt wird, 
fall P nicht auf der Tangente des Zweiges in O liegt, (oe + ’)- 
mal, falls P auf dieser Tangente liegt, und (v + 9+ ’)-mal, falls P 
nach O fallt. 

Die Tangenten von & bilden eine algebraische abwickelbare 
Regelfliche, die Tangentenfldiche von R, und ihre Ordnung, d. h. 
die Anzahl der Tangenten, die von einer allgemeinen Geraden g 
getroffen werden, heiBt der Rang von R (Cremona nennt dagegen 
Klasse von R den Rang und Klasse der Tangentenfldche die Klasse 
von ZR). 

Eine Raumkurve, die Fliche ihrer Tangenten und das Ge- 
winde ihrer Schmiegungsebenen bilden eine geschlossene Gesamt- 
heit, in der jedes der drei Gebilde die tibrigen beiden bestimmt. 
Das erste und das dritte entsprechen einander dual, das zweite 
ist sich selbst dual zugeordnet. 

Die Anzahl Male, die man bei der Berechnung des Ranges 
den Schnitt der Geraden g mit einer Tangente von # zihlen mu, 
bestimmt sich, ndem man f? aus einem Punkte von g auf eine 
Ebene projiziert, da der gesuchte Rang dann gleich der Klasse der 
Projektionskurve wird. Es ergibt sich so, daB eine Tangente von R, 
insofern sie einen Zweig (v, @, v’) mit dem Ursprung O beriihrt, 
fiir die Tangentenfliche die Multiplizitit 9 hat; hingegen hat O 
als Ursprung des Zweiges selbst die Multiplizitiit v + 0, d.h. es 
gehen durch O vy + 9 Tangenten von RF, die mit der Tangente 
des Zweiges in O zusammenfallen. Dual entsprechend beriihrt eine 
Schmiegungsebene von f, als Schmiegungsebene eines Zweiges 
(v,9,v") mit dem Ursprung O, die Tangentenflache (9 + »’)-punk- 
tig in jedem Punkte der Tangente des Zweiges in O, d. h. sie 
enthilt @ + v’ Tangenten von R, die mit jener Tangente zusam- 
menfallen. 

Ist O ein allgemeiner Punkt von RF, so ist er doppelt fiir die 
Tangentenfliche, seine Tangente einfach, und die Schmiegungsebene 
enthalt zwei mit dieser zusammenfallende Tangenten. 

Vgl. Halphen, Buil. Soc. math. 6, 10 (1878); Fine, Am. 
J. of Math. 8, 156 (1886); Bertini, Introduzione, p. 355 ff. 

Da eine allgemeine Ebene die Tangentenfliche von FR in einer 
Kurve schneidet, die in jedem Schnittpunkt M mit R einen Dop- 
pelpunkt (Riickkehrpunkt) hat und die Tangenten in dem Dop- 
pelpunkt beide mit der Spur der Schmiegungsebene von R in M 


§ 5. Klasse und Rang einer Raumkurve. 897 


zusammentfallen, nennt man Ff die Liickkehrkante oder Kuspidal- 
kurve der Tangentenfliche. 

Hat R den Rang 1, so trifft eine beliebige Tangente von R, 
als Tangente eines Zweiges (v, 0, v’) in seinem Ursprung, 


r—(v+ 20 +7’) 


andere Tangenten. Hine allgemeine Tangente trifft deswegen r — 4 
andere Tangenten. Der Ort der Treffpunkte ist die Knotenkurve 
der Tangentenfliche von R, und die durch diese Paare von Tan- 
genten bestimmten Ebenen (die doppelt beriihrenden Ebenen von R) 
umhiillen eine neue abwickelbare Fliche, die doppelt beriihrende 
abwickelbare Fldche von R. 


§ 6. Die Cayleyschen Formeln. Formeln von Salmon, 
Zeuthen, Cremona und allgemeinere Formeln. 


Wendet man die Pliickerschen Formeln (Bd. II‘, S. 286) 
auf den Kegel an, der eine Raumkurve #& aus einem allgemeinen 
Punkte projiziert, und auf die Kurve, die sich als Schnittkurve 
der Tangentenfliche von #& mit einer allgemeinen Ebene ergibt, 
so erhilt man ein Formelsystem, das die grundlegenden Charak- 
tere von F& verkniipft und aufgestellt worden ist von Cayley, 
J. de Math. (1) 10, 245 (1845), Cambr. Dubl. Math. J. 5, 18 
(1850), Papers I, p. 207, Quart. Jowrn. 7, 105 (1866), Papers V, 
p- 511. 

Die Kurve R& sei von der Ordnung », dem Range r, der 
Klasse ’ und habe keine anderen singuliren Zweige als solche 
mit den Charakteristiken (2, 1,1) (1, 2,1), (1,1, 2), und zwar 
der Reihe nach «, 8, «, d. h. « stationdre Punkte oder Spitzen, 
B stationdre Tangenten oder Wendepunkte und «’ stationdéire Ebenen. 
Es sei ferner die Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte, H die 
der wirklichen Doppelpunkte von &, b die Klasse der doppelt be- 
riihrenden abwickelbaren Fliche und h’, H’ und b’ die bierzu dual 
entsprechenden Zahlen, nimlich h’ die Anzahl der Geraden einer 
allgemeinen Ebene, durch die je zwei Schmiegungsebenen in zwei 
verschiedene Punkte von 2 hindurchgehen (die sogenannten Achscen 
von R), H’ die Anzahl der doppelten Schmiegungsebenen von f, 
b’ die Ordnung der Knotenkurve der Tangentenfliche. SchlieBlich 
sei G die sich selbst dual entsprechende Anzahl der Doppeltan- 
genten von RF, d. h. der doppelten Erzeugenden der Tangenten- 
fliiche. 
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Zwischen diesen 13 Zahlen bestehen dann die folgenden sechs 
Cayleyschen Relationen: 


r=n(n —1)— 2(h + H) — 3a, 
n=r(r—1)— 2(6+ G)— 3(n'+ 8), 
n+ B—a=3(r—n); 
r=n(n —1)—2(h'+ H’)— 38e, 
n =r(r —1)— 2(b'+ G) — 3(n+ 8B), 
n+B—o¢ =3(r—n). 
Es folgen daraus andere wichtige Beziehungen, z. B. 
b—b’=n—N, 
a — c= 2(n—7n’), 
(h+ H)—(h'+ H’)=t(n—n)(n4+n'— 7). 


Aus den vorstehenden Formeln kann man, wenn man sieben 
geeignete unter den 13 Charakteren kennt (z. B. n, h, H, H’, 
«, B, G), die anderen sechs berechnen. 

Wir fiigen noch die folgenden Ausdriicke fiir das Geschlecht p 
von & hinzu, das mit dem Geschlecht einer ebenen Projektion 
von # und auch mit dem Geschlecht eimes ebenen Schnittes ihrer 
Tangentenfliche zusammenfallt: 


p= t(n—1)(m—2)-h-H-«@ 
= $(v — 1) ("— 2) —h’— He 
= $(r—1)(r— 2) —n—b'—G—B 
= t(r—1)(r7— 2) —n’—b—-GEG—-8. 


Fiir die vorstehenden Formeln vgl. Cremona, Grundziige, 
8. 5ff.; Salmon-Fiedler, Rawmgeom. IJ, 8.105ff.; Bertini, 
Introduzione, p. 404. AuBerdem Hensel und Landsberg, Theo- 
rie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902, 
S. 460, und betreffs der Formel 2h = n(n — 1) —r (fire = H=0), 
Beck,’ Vierteljahrsschr. Naturf. Ges. Ziirich 52, 266 (1907); 
R. Sturm, Die Lehre von den geom. Verwandtsch. III, Leipzig 
1909, 8. 14. 


| 
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Auf die Aufsuchung einer oberen Grenze von » und p fir 
einen gegebenen Wert von r hat sie Rosenblatt, Cracovie Acad. 
Bull. 1911, p. 292 angewendet. 

Andere Formeln, die andere Singularititen einer Kurve und 
ihrer Tangentenfliche ausdriicken, wurden angegeben von Sal- 
mon, Dublin Trans. 23, 461 (1857) und besonders von Zeuthen, 
Ann. di Mat. (2) 3, 175 (1869), Auszug C. R. 67, 225 (1868), 
der sie durch Anwendung des Korrespondenzprinzipes von Chas- 
les (Bd. II', S. 344) gefunden hat, und um die genaue Multipli- 
zitit jedes sich selbst entsprechenden Elementes zu bestimmen, 
die von ihm Nouv. Ann. (2) 6, 200 (1867) angegebene Regel 
verwendete, und von Cremona, Grundziige, 8. 81ff, der auf die 
abwickelbaren Flichen die Polarentheorie angewendet hat. Hine 
methodische Darstellung findet sich auch bei Cayley, Quart. Journ. 
11, 294 (1871), Papers VIII, p. 72. Vgl. auch Salmon-Fied- 
ler, Rawmgeom. IT, S. 660ff. 


Z. B. ist die Anzahl der Tangenten von f, welche die Kurve 
wieder schneiden, 


r(n — 4) + 4h — 2n(n — 3) — 28 — 4G, 


die Anzahl der Punkte, durch die drei Tangenten in drei verschie- 
denen Punkten von F& gehen, 


4[— r+ 187°— 42r + 8n'+ b’(8r — 26) — 2G], 
und dual entsprechend die Anzahl der dreifach bertihrenden Ebenen 
4 [— r+ 187r?— 42r + 8n + b(3r — 26) — 2G]. 


Beziiglich dieser letzten Zahl s. auch Zeuthen, Nowv. Ann. (2) 
7, 402 (1868). 

W.F. Meyer, Gétt. Nachr. 1890, S. 866, 493, 1891, 8S. 14, 
Monatsh. f. Math. 4,229, 331 (1893), Math. Ann. 43, 286 (1893) 
hat, zuniichst fiir rationale Kurven, die Diskriminanten und Re- 
sultanten der Gleichungen untersucht, von denen die fiinf ein- 
fachsten Singularititen einer Raumkurve (stationiire Ebenen, in 
einem Punkt beriihrende und in einem anderen oskulierende Ebenen, 
dreifach beriihrende Ebenen, in einem Punkt beriihrende und in 
einem anderen schneidende Gerade, in vier Punkten schneidende 
Gerade) abhangen, was zu der Betrachtung héherer Singularitiéten 
(Doppelpunkte, Wendetangenten usw.) fiihrt. 


Durch Einfithrung des Geschlechtes p kann man (s. Bd. ID’, 


900 Kapitel XXXVI. Allgem. Theorie der algebraischen Raumkurven. 


S. 309) allgemeinere Formeln fiir eine Kurve von der Ordnung n, 
dem Range r, der Klasse »’ mit beliebigen Singularitaten, d. h. mit 
Zweigen von der Charakteristik (v, 9, v’), erhalten, nimlich die 
formeln: 


a (v—1)+r—2n = 2p— 2, 
a(o—1)+n+n'—2r=2p—2 
S('— 1) +7r—2n’ = 2p — 2. 


Aus ihnen folgt, indem man die erste Gleichung mit 3, die 
zweite mit 2 multipliziert und alle drei addiert, die Gleichung 


> (3v + 20 +’ — 6) = 4(m + 3p — 3), 


die aussagt, daB fiir eine beliebige Kurve von der Ordnung n und 
dem Geschlecht »p die Anzahl der stationdren Ebenen 


A(n + 3p — 38) 
betrigt und durch jeden singuldren Zweig (v, 0, v') wm 
38v+ 20+ —6 
Einheiten erniedrigt wird. 

Durch Projektion der Kurve li8t sich in uhnlicher Weise 
zeigen, daB die Klasse und der Rang der Kurve 3(n+ 2p — 2) 
und 2(n-+ p—1) werden und durch jeden Zweig (v, 9, v’) eine 
Erniedrigung um 2v + @ — 8 und v — 1 Einheiten erfahren. 


Vel. Halphen, Budl. Soc. math. 6, 10 (1878); Segre, Ann. 
di Mat. (2) 22, 86 (1893); Bertini, Introduzione, S. 401 ff. 


§ 7. Die vollstindige Schnittkurve zweier Flachen. 
Aquivalenz einer Raumkurve. 


Der vollstindige Schnitt zweier Flichen F,,, ie von den 
Ordnungen m, uw, die keine gemeinsamen Teile besitzen, ist eine 
Kurve von der Ordnung mu, von der ein Punkt nur Ga ein 
mehrfacher ist, wenn er wenigstens fiir eine der beiden Flachen 


mehrfach oder ein Beriihrungspunkt der Flichen ist. 


iin Punkt, der s-fach fiir F,, und o-fach fiir F er Wt wenig- 
stens so-fach fiir die Schnitthkurve “und hat fiir diese eine griépBere 
Multipliztdt nur dann, wenn die in thm an die beiden Fldchen 
gelegten Tangentialkegel einen gemeinsamen Teil besitzgen. 
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Haben die beiden Flachen D einfache und K stationiire Be- 
riihrungen, so werden die charakteristischen Zahlen ihrer Schnitt- 
kurve durch die folgenden Formeln geliefert, die (bis auf die For- 
mel fiir das Geschlecht) von Salmon, Cambr. Dubl. Math. J. 5, 
23 (1850) herrithren und sich bei Cremona, Grundziige, 8. 99 
und Salmon-Fiedler, Rawmgeom. IT, 8. 128 wiederfinden: 


ED) Hi Gee OOo = 

r=mu(m-+u—2)—2D— 38K, 

n= 3mu(m + u—3)—6D—8K, 

h=F+mu(m—1)(u— 1), 

of = 2mp(3m + 34 — 10) — 3(4D + 5K), 

h’ =Fmu(m+u—3)[9mu(m+u—3)—12(8D+4K)— 22] 
+2mu+(8D+4K)(6D+ 8K+7), 

b= $mu(m + uw — 2)[mu(m + u— 2)—2(2D+4 3K)— 10] 
+ 4mu + 10D + 2K +1(2D + 3K), 


b’ = Fmu(m a eS 2) [mu (m+ L— 2)—2(2D + 3K) — 4| 
+4D+3K+4(2D4+ 3K)’, 


p=zmu(m+u—4)—-D—K+1. 


Die Formel fiir 4 wurde von Cayley, J. de Math. (1) 10, 
250 (1845), Papers I, p. 211 angedeutet, dann von Salmon, 
Cambr. Dubl. Math. J. 2, 68 (1847) gegeben. Fiir diese s. auch 
Picard und Simart, Théorie des fonctions alg. de deux variables 
indép. I, Paris 1897, p. 214. 

Fiir die Anzahlen der Singularitiiten der doppelt bertihrenden 
abwickelbaren Fliche einer Raumkurve und allgemeiner der ab- 
wickelbaren, von einer immer zwei gegebene Kurven bertihrenden 
Ebene umhiillten Fliche, vgl. Bischoff, J. f. Math. 59, 394 (1861). 

Da fiir eine irreduzible Kurve p > 0 ist, folgt aus dem Wert 
yon p, daB die Hoéchstzahl der Punkte, in denen F’,, Hy sich be- 
rithren kinnen, ohne dap thre Schnittkurve zerfallt, 


zmu(m +m —4) +1 
betragt. 


Ferner, wenn die Anzahl der Beriihrungspunkte groper als 
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Lmu(m + wu — 2), ist sie wnendlich, d. h. es eaxistiert eine Be- 
rihrungskurve. 
Uber die Anzahlen der Doppelpunkte und Spitzen des Schnittes 
zweier Flachen vgl.nochS pottiswoode, J.f. Math. 42,372 (1851). 
Ein Punkt der Kurve, der fiir F,,, s-fach und fiir F,, o-fach 
ist, erniedrigt die Zahlen p und h wm 


tso(s + 6 — 2) 
und 
i so(s — 1) (o— 1) 


Einheiten, wihrend ein Beriihrungspunkt der beiden Fldchen wohl 


den Wert von p, aber nicht den von h erniedrigt. 

Vel. hiertiber J. N. van der Vries, Proc. Amer. Acad. of 
arts and sciences 38, 473 (1902), wo der EinfluB, den ein singu- 
lirer Punkt auf? ausiibt, auch fiir eine Kurve mit beliebigen Sin- 
cularititen untersucht und bemerkt wird, da% er auch von der 
Lage der Tangenten im singuliren Punkt abhiangt. 

Uber die Erniedrigung, die im Range der Kurve ein gemein- 
samer und irgendwie singuliirer Punkt von F,,, und F’, hervorruft, 
s. Guccia, C. R. 120, 816 (1895); Versluys, Amsterdam Vers- 
lagen (4) 14, 38 (1905). 

Die Gleichung der Schmiegungsebene in einem Punkte der 
Schnittkurve von F,,,, F, wurde von Hesse, J. f. Math. 41, 272 
(1851), Werke, 1897, S. 263, in einer Form angegeben, aus der 
hervorgeht, da die Berthrungspunkte der yon einem Punkte aus- 
gehenden Schmiegungsebenen die Schnittpunkte der Kurve mit einer 
Fliche von der Ordnung 3(m-+ uw — 8) bilden. Auf einfachere 
Art erhielt die Gleichung dieser Flache ©lebsch, J. f. Math. 638, 
1 (1864), der hier und J. de Math. (2) 8, 297 (1863) auch die 
Gleichung einer Fliche yon der Ordnung 2(3m + 3u — 10) ab- 
geleitet hat, welche die Kurve in den Wendeberiihrungspunkten 
schneidet. Vel. Salmon-Fiedler, Rawmgeom. IT, 8. 154 ff. und 
auch Bischoff, J. f. Math. 56, 177 (1859), 58, 179 (1860); 
VoB, Math. Ann. 8, 96 (1875). Uber die Gleichung der Schmie- 
gungsebene s. noch Loria, Palermo Cire. Mat. Rend. 17, 44 (1908). 

Vgl. ferner Kap. XXXII, § 4. 

Daf die Kurve, die der Tangentenfliche der Schnittkurve 
zweier sich nicht berithrenden Flichen dual entspricht, nicht der 
vollstindige Schnitt zweier Flichen sein kann, hat HoBfeld, Zschr. 
f. Math. u. Phys. 29, 242 (1884) gezeigt; vgl. dazu Progr. Hise- 
nach 1896. 


a a ee 
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Wenn der Schnitt der Flachen F,,, F', in zwei Kurven von 
den Ordnungen »,, %,, den Riingen r,, 7, den Geschlechtern Dis Pas 
mit h,, i, scheinbaren Doppelpunkten, H,, H, wirklichen Doppel- 
punkten und c,, «, Spitzen zerfallt, so erhilt man, indem man 
noch mit 7 die Anzahl ihrer Schnittpunkte bezeichnet, die Formeln: 


Ny + Ny = MU, 
i= ny(m + w— nm, — 1) + 2h, =n, (m + w—n,— 1) + 2h, 
=n,(m + w— 2) —7,— 2H, — 8a, 
= ,(m + w — 2) — 7, — 2H, — 30, 
und daraus weiter 
P,— By — H(m — m)(m + w — 4), 
hy — hy = (m4 — Mg) (m — 1)(u — 1), 
1 — 72 = (Mm — Mp) (m + w — 2) — 2 (A, — Ay) — 3(a, — cg), 
(1) i= jmu(m+u—4)—p,—p, + 2, 


so daf man z. B., wenn die beiden Teilkurven keine Knoten und 
Spitzen besitzen, aws den Charakteren der einen die der anderen 
und die Anzahl threr Schnittpunkte berechnen kann. 

Insbesondere wenn durch eine Kurve R von der Ordnung n 
mit h scheinbaren Doppelpunkten, die keine wirklichen mehrfachen 
Punkte besitzt, zwei Fldchen von den Ordnungen m, w gelegt werden, 
so beriihren diese sich in n(m + uw —n— 1) + 2h Punkten. 

Es folet daraus, daB, wenn durch F allgemein drei Flichen 
von den Ordnungen m,, m,, m, gelegt werden, diese sich aufer 
in #& in 

M, Mg, — n(m, + my + ms — n — 1) — 2h 
Punkten schneiden. Man kann sonach sagen, dai 
n(m, + m, + m,— nm — 1) + 2h 


die Anzahl der gemeinsamen Punkte der dret Fldchen ist, die durch 
die Kurve R absorbiert werden. 

Diese Zahl heiBt nach Cayley, London M. Soc. Proc. 3, 
165, 179 (1870), Papers VIL, p. 225, 239, die Aquivalenz von R. 
Uher das Problem ihrer Bestimmung al. Sno Cambr. Dubl. 
Math. J. 2, 70 (1847), Quart. J. 7, 327 (1866) tad auch Gel 
mon-Fiedler, Algebra, 8. 374, Rawmgeom. IT, 8. 595 ff. 

Pascal, Repertorium II 2. 2. Aufl. 58 
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Salmon a.a. 0. und Cambr. Dubl. Math. J. 5, 23 (1850) 
(vgl. auchSalmon-Fiedler, Raumgeom. I, 8.145 ff.) hat auBer- 
dem die Formeln angegeben, welche die Charaktere m,.7,, h, und 
My, %o, hy von zwei Kurven, die den Schnitt zweier Flaichen F,,, 
F', bilden, verkniipfen, unter der Voraussetzung, daB die erste 
Kurve fir Wass doppelt und fiir F’, einfach ist. Bezeichnet i die 
Anzahl der gemeinsamen Punkte beider Kurven, so wird 


2n, + Ny = Mp, 


4, — 15 = (2, — my) (m + w — 2) + 2m, (4 — 2), 
8h, — 2h, = (uw — 1) [(2m, — mq) (m — 1) — 2m], 
i= n,(m + 2u—4) — 27,. 


Der wichtige, in dem vorigen nicht enthaltene Fall, wo F', 
za F', adjungiert ist (Kap. XXXII, § 4), und F, keine sider 
Singularititen besitzt als 7 Pinch-pewes und eine Knotenkurve von 
der Ordnung », mit ¢ fir F,, triplanaren dreifachen Punkten 
(Kap. XXXI, § 3 und 5), wurde von Severi, Torino Mem. (2) 


52, 91 (1902) behandelt. Man findet: 
Ny = Mu — 2N,, 
r= mu(m + w — 2) — 2n,(38u — m) — 27, — 39, 
i= 2n,(u—m+1)4+7, + 3). 


Die Bestimmung der Aquivalenz wurde in allgemeineren 
Fallen von Cayley, Phil. Trans. 169, 221 (1869), Papers V1, 
p. 350 ausgefiihrt und besonders von Neother Amn. di Mat. (2) 
5, 163 (1871), der den Fall behandelt hat, wo die Kurve fir die 
drei Flachen eine mehrfache ist. Die Kurve sei von der Ordnung m, 
dem Range r und habe D wirkliche Knotenpunkte; die drei Fli- 
chen seien von den Ordnungen m,, m,, m3, und die Kurve habe 
fiir sie der Reihe nach die Multiplizitiiten s,, s,,s,, dann wird 
sie iquivalent 


ree) 


1 (Sq Sq My + S35, My + $1893) — 2S, S955 (x = 


Schnittpunkten. Die Kurve selbst trifft den Restschnitt z. B. der 
beiden Flachen von den Ordnungen m,und m, in 


2D 
(1M + 82m) — 28,8,(n a ot o2) 
Punkten. 


§ 8. Schneidende und bertihrende Gerade und Kegelschnitte. 905 


Noether hat auch verwickeltere Falle behandelt; wenn z. B. 
die gegebene Kurve in zwei Kurven zerfallt, von denen die eine 
fiir die drei Flichen der Reihe nach die Multiplizitiiten s,, s,, s3, 
die andere die Multiplizititen s,’, s,’, s,’ besitzt, und man mit If 
und M’ die Aquivalenzen der beiden Kurven und mit i die Anzahl 
ihrer gemeinsamen Punkte bezeichnet, so ist die Aquivalenz der 
gesamten Kurve 

M = M’ = 4.83" 85°8y-F 85. 8’ Sp. +.54' 85 83 — 84 Sq 85 ) 
vorausgesetzt, daB nicht zwei der Anzahlen s,, s,s, kleiner als 
die zwei entsprechenden der Anzahlen s,’, so’, s,_ sind. 

H. P. Hudson, London M. Soc. Proc. (2) 11, 398 (1912), 
Math. Ann. 73, 73 (1912) bestimmte die Aquivalenz einer Kurve, 
die fiir Flichen von einer geniigend hohen Ordnung eine Beriih- 
rungskurve bildet. 


§ 8. Andere Resultate abzihlender Art iiber schneidende 
und bertihrende Gerade und Kegelschnitte. 


Auf mannigfache Art sind (von Cayley, Zeuthen u. a.) 
die Formeln entwickelt worden, welche die Lisung der abzihle- 
rischen Aufgaben iiber Punkte, Geraden und Ebenen, die zu einer 
oder mehreren Kurven vorgegebene Beziehungen haben, bedeuten. 
Einzelne sind schon in § 6 angegeben, andere wollen wir jetzt 
noch anfiihren. 

Wenn wir fiir eine Raumkurve die Voraussetzungen und Be- 
zeichnungen des § 6 beibehalten, so bilden ihre Trisekanten eine 
Regelflache von der Ordnung 


(n—2)[4-"@ =), 


und von ihren Quadrisekanten betragt die Anzahl 
th(h — 4n + 11) — fn(m — 2) (n — 3) (n — 18). 


Diese beiden Formeln riihren her von Cayley, Phil. Trans. 
153, 453 (1863), Papers V, p. 168, der sie durch Zerfallen der 
Kurve und durch Auflésung gewisser Funktionalgleichungen unter 
der Voraussetzung ableitete, daB die gesuchten Zahlen nur von » 
und abhiingen kiénnen. Mit Benutzung des streng gefaBten Chas- 
lesschen Korrespondenzprinzipes (Bd. II’, 8. 344) ermittelte sie 
Zeuthen, Ann. di Mat. (2) 3,173 (1869). Nach thnlichen Me- 
thoden wie Cayley fanden sie Picquet, C. R. 77, 474 (1873), 
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Buil. Soc. math. 1, 260 (1878), die erste noch Geiser, Collecta- 
nea math. in mem. D. Chelini, Milano 1881, p. 294; die zweite 
Krey, Math. Ann. 15, 223 (1879); beide Schubert, Kalkiil, 
8. 319; Berzolari, Rend. Circ. Mat. 9, 186 (1895); Tanturri, 
Ann. di Mat. (3) 4, 67 (1900); Beck, Ziirich. Vierteljahrsschr. 
52, 266 (1907). 

Die Anzahl der gemeinsamen Sehnen zweier Kurven von den 
Ordnungen ”,, % mit h,, i, scheinbaren Doppelpunkten und mit 
4 gemeinsamen Punkten ist 

. i@—1) 
Ny hg ra M9 (M4 — 1) (% — 1) —i(m, — 1) (m,—1) + 2 nae 
wie fand Cremona, J. f. Math. 60, 192 (1862), und wie aus der 
Formel hervorgeht, welche die Anzahl der gemeinsamen Strahlen 
zweier Kongruenzen liefert: Halphen, C. R. 68, 141 (1869), 74, 
41 (1872). Vgl. auch Zeuthen, C.R.78, 1553 (1874); Schubert, 
Math. Ann. 10, 96 (1876), Kalkiil, 8. 62; Schoute, Amsterdam 
Verslagen (2) 14, 251 (1879); Beck, a.a. 0.; R. Sturm, Die 
Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie I, Leipzig 1892, 8. 42. 

Die Anzahl der Sehnen einer Kurve von der Ordnung » mit 
h scheinbaren Doppelpunkten, die zwei andere Kurven yon den 
Ordnungen 7,, ”, treffen, wird, wenn diese mit der ersten 4,, ig 
Punkte und miteinander i,, Punkte gemein haben, 


Ny Ng [n + ae *|- (nm — 1) (42g + gt) — hig + Hi. 


Die Anzahl der Geraden, die vier gegebene Kurven von den 
Ordnungen 7,, 2,3, %4, von denen die mit den Ordnungen m,, 
n, i,, Punkte gemein haben, betrigt 


22, Ny Nz 4 — >n patra arte 


wobei die Indizes p, q, 7, s alle voneinander verschieden sein miis- 
sen, so daB die erste Summe sechs und die zweite drei Glieder 
umfaBt. 

Bei diesen Formeln ist vorausgesetzt, daB die Punkte, in 
denen jede der Geraden die gegebenen Kurven trifft, voneinander 
verschieden sind, Vgl. Salmon, Cambr. Dub. Math. J. 8, 45 
(1853), Dublin Trans. 23, 461 (1855); auBerdem Cayley a.a.O., 
Picquet a.a.O. mit einer Berichtigung, die Guccia, Palermo 
Rend. Cire. Mat. 1, 27 (1885) angegeben hat. 

Hinige der vorstehenden Probleme hat auch Severi, Torino 
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Mem. (2) 50, 81 (1901) durch eine Vervollstindigung der funktio- 
nellen Methode Cayleys und auch mittels des Korrespondenz- 
prinzipes von Cayley-Brill (Bd. II’, 8. 345), behandelt und u. a. 
auch fiir eine Kurve von der Ordnung m, der Klasse n’, dem Ge- 
schlecht p die Anzahl der Hauptsehnen bestimmt, d. h. der Sehnen, 
die in den Schmiegungsebenen ihrer beiden Treffpunkte liegen. 
Diese Anzahl betrigt 


(n— ae — 4) ie (n’ — a 4) Sine 


und wird durch jeden s- fachen Punkt mit nicht zusammenfallenden 
s(s — 1) 
2 

Dieselben Probleme hat Brill auf algebraischem Wege be- 
handelt, indem er sie zuriickfiihrte auf Probleme der ebenen Geo- 
metrie, die sich auf die Schnitte und Beriihrungen der Kurven 
eines linearen Systems mit einer auf die gegebene Raumkurve bi- 
rational bezogenen Kurve beziehen: Gétt. Nachr. 1870, 8. 525, 
Math. Ann. 2,473 (1870), 3, 459 (1871), 4, 510, 527 (1871), 
d, 378 (1872), 6, 33 (1873). Die Ordnung der von den Trise- 
kanten gebildeten Regelfliche hat Brill, Gétt. Nachr. 1901, 8. 167, 
ebenfalls auf algebraischem Wege abgeleitet. 

Die Singularititen der Regelflichen, die gebildet werden von 
den Trisekanten einer Kurve oder von den Sehnen, die eine andere 
Kurve treffen, oder von den Geraden, die drei gegebene Kurven 
treffen, untersuchten Salmon, Cambr. Dubl. Math. J. 8,45 (1853), 
Dublin Trans. 23, 461 (1857); Cayley, Phil. Trans. 158, 453 
(1863), 154, 559 (1864), Papers V, p. 168, 201; Zeuthen, Ann. 
di Mat. (2) 3, 175 (1869); Rupp, Math. Ann. 18, 366 (1881); 
Kluyver, Amsterdam Verslagen (3) 7, 121 (1890). Vgl. auch 
Salmon-Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 296. 

Bezeichnet fiir eine solche Regelfliche N den Grad, f den 
Rang, D die Summe der Ordnungen ibrer doppelten Leitkurven, 
E die Anzahl der Doppelerzeugenden, D’ die Summe der Ord- 
nungen der iibrigen Doppelkurven aufer den doppelten Leitkurven 
und Doppelerzeugenden (so daB D + H + D’ die Gesamtzahl der 
Doppelpunkte eines ebenen Schnittes wird), S die Anzahl der sta- 
tioniren Erzeugenden (oder der Riickkehrpunkte einer allgemeinen 
ebenen Schnittkurve), d. h. im allgemeinen der Erzeugenden, die 
durch die stationaren Punkte einer Leitkurve gehen, dann wird 
fiir die Regelfldche mit drei Leitkwrven (ohne gemeinsame Punkte) 


Tangenten um 


Einheiten verringert. 
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von den Ordnungen 7, %,, %3, den Rangen 7,, 72, 1 mit hy, hg, he 
scheinbaren Doppelpunkten und o,, a, «, stationiren Punkten: 


N = 2n, Nong, 


R= Any NgnNg + NyNgXy + NzgN1%_ + Ny NgVs> 


D= 3% My Mz (My Ms + MyM + My My — 3), 
E = Ann, (m + Mg + Mg — 3) + Ngnghy + Mg My hy + Ny Mghs, 
D'=3 9 M4 Ng Nz [41 Mqnz — (gms + 23% + Uy) 


— 2(n, + m+ ms) + 5], 
S = NyNg Oy + Ng My Oy + Ny Ny My. 
Fir die Regelfldche der Sehnen einer Kurve mit der Charak- 


teristik (m,,7,, 4, oy), die eine Kurve mit der Charakteristik 
(ne, To, No, 9) treffen, wird: 


N= ng[h, + 3 (% — 1)], 
R= mm(m — 1) + 102 (m — 3) + hy r, — Bey Me, 
D = § my[my My (my — 1)? — m (m, — 1) + hy (ry — 1)], 
E = hyhy + £MMy (mq — 1) (my — 1) 
+ 3m, (m, — 2) [ty — ¢ 1% (% — 1)], 
D! = FMq(m — 2) (m — 8) [4m (m4 — 1) + Ay] 
+ 3M i — 1) [h? + hy (my? — 2, — 1) 
+ 7m, (m — 1) (m2 — 5m, 4+ 2)], 
S = hyo, + a2 (my — 2). 
Fiir die Regelfldche der Trisekanten ist die Ordnung N und 
die Zahl EH, welche das Sechsfache von der Anzahl der Quadri- 


sekanten ist, bereits angegeben, ferner wird, wenn die Kurve die 
Charakteristik (n, 7, h, o) hat: 


R= — 202+ h(n? + 5n — 24) — 1n(8n2— 42n + 52) 
— 3a(h — 2n + 6), 
D= yn(h—n+1)(h—n-+ 2), 
‘= 112n(n — 1) — 1h(nt — 5n® + 5n? — 49m + 120) 
+ 7n(n>— 6n*+ 31n3— 270n? + 868n — 840), 
S = o(h—2n + 6). 
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Die funktionelle Methode und das Auflésen einer Kurve in 
gerade Linien haben Berzolari, Lomb. Istit. Rend. (2) 33, 664, 
809 (1900) und Severi, Yorino Atti 35, 774 (1900), 36, 74 
(1901) auch verwendet, um die Anzahl der Kegelschnitte 2u be- 
stimmen, welche eine oder mehrere gegebene Raumkurven schneiden 
oder bertthren. Fiir einige besondere, rationale Kurven betreffende 
Fille s. auch Stuyvaert, Belgique Mém. 62 (1902), N. 2, Diss. 
Gand 1902, p. 1—11. 


Z. B. existieren 
18nh — 64h + $(19n?— 261n? + 1052n — 1290) 


Kegelschnitte, welche eine Kurve von der Ordnung » mit h schein- 
baren Doppelpunkten in drei Punkten schneiden und auferdem 
fiinf allgemeine Sehnen der Kurve treffen (fiir » = 4, h = 2, vgl. 
Liiroth, Math. Ann. 3, 124 (1871); Noether, ebenda, 569; 
Cremona, Math. Ann. 4, 219 (1871)). 


Es gibt ferner 
Ah? + 2(2n?— 5n + 1)h —in(n — 1) (n?— 2n + 38) 


Kegelschnitte, welche vier gegebene Ebenen beriihren und eine ge- 
gebene Kurve (m, h) in vier Punkten schneiden. 

Die Kegelschnitte, welche eine Kurve (», 2) in fiinf Punkten 
schneiden und durch einen gegebenen Punkt 4 gehen, der nicht 
auf der Kurve liegt, erfiillen eine Fliche von der Ordnung 

+(m — 4) [h?+ $(n?— 11m + 21)h 
— n(n — 2) (m — 3) (Tn — 27), 
fiir welche der Punkt A die Multiplizitat 
£(n — 4) [f? — (2n — 5)h — n(n — 2) (m — 8) (8n — 23)] 

und die Kurve die Multiplzitat 

4(n — 8)(n — 4) [6h — (n— 2)(n + 8)] 
besitzt. 

Die Ebenen, die eine Kurve (, h) in » Punkten schneiden, 


yon denen sechs auf einem Kegelschnitt liegen, umhiillen eine Flache 
von der Klasse 


a(n — 2)(n — 3)(n— 4) (nm — 5) [h — gn(n — 1)]. 
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Die Kegelschnitte, welche eine Kurve (, h) in sieben Punk- 
ten schneiden, erfiillen eine Fliche von der Ordnung 


aig (n — 6) [840h8 + 420(n®— 21m + 50) #2 
— 42(7n*— 78n? + 27n? 4- 972n — 1640)h 
+ n(n — 2) (n — 8) (29? + 46n? — 3023n + 6980)], 
fiir welche die Kurve die Multiplizitit 
sis (n — 5) (n — 6) (60h? — 20(n? + 5n — 21)h 
+ (m — 8) (nm? + 35n? — 48n — 72)] 
besitzt. 
Es gibt 
2h? —(n? + 23n—110)h?—F(n*— 46 n*+ 209 n?+ 164m —1216)h 
+in(n?— 23nt + 97n8 + 215n?— 1730 + 2208) 


Kegelschnitte, welche eine gegebene Kurve (m,h) in zwei Punk- 
ten beriihren und in zwei anderen Punkten schneiden. 


Es gibt 


ap (n — 6) (m — 7)[420h? — 210 (nm — 3) (m + 10) h? 
421 (nt + 40n8— 167n?— 146n + 760) h 
+ n(n — 8) (nt— 103n3— 21n? + 23230 — 3880)] 


Kegelschnitte, welche eine gegebene Kurve (7, #) in acht Punkten 
schneiden. 

Um zu erkennen, wieweit die so gewonnenen Resultate giil- 
tig sind, mu8 man entscheiden kénnen, ob jede Gattung von eigent- 
licken Raumkurven in ein System von Geraden, die nicht in einer 
Ebene liegen, ausarten kann. Vel. Zeuthen, Enzykl. ITI, C38 
(1906), Nr. 9. Diese Frage hat wenigstens teilweise Brill, Math. 
Ann. 64, 289 (1907) beantwortet, indem er auf algebraischem 
Wege bewies, dafi sich jede allgemeine Kurve von der Ordnung n 
und dem Geschlecht p, fiir die p< — 38, in eine allgemeine Kurve 
von der Ordnung »— 1 und dem Geschlecht p und in eine Ge- 
rade, die diese Kurve in einem Punkte trifft, auflésen laBt, so daB, 
indem man diesen Satz wiederholt anwendet, schlieBlich die Kurve, 
wenn p = 0 ist, in » Gerade zerfallt, die sich so anordnen lassen, 
daB jede von der zweiten an nur die vorhergehende trifft, wihrend 
die Kurve, wenn p > 0, sich in » — p — 3 Gerade, die diese An- 
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ordnung haben, und eine Kurve von der Ordnung p + 3 und dem 
Geschlecht p, welche die letzte der Geraden trifft, auflésen liBt. 


Mit den Fragen des Zerfallens hat sich (fiir Kurven in einem 
Raum von beliebig vielen Dimensionen) Giambelli, Amndes Se. 
da Acad. Polyt. do Porto 4, 18 (1909) und besonders Torino Mem. 
(2) 59, 433 (1909) beschiiftigt in der Absicht, die Lisung des 
allgemeinen abzihlerischen Problems fiir die linearen Riume, die 
eine gegebene algebraische Kurve in einer gewissen Anzahl Punk- 
ten schneiden, zu finden. Er hat die so einem linearen Raum aufer- 
legte Bedingung allgemein in eine Summe von charakteristischen 
Bedingungen (nach der symbolischen Bezeichnungsweise Schu- 
berts) zerlegten und hieraus, indem er die bereits von ihm Zo- 
rino Mem. (2) 52, 171 (1902) gewonnenen Resultate verwertete, 
die Lésung des angegebenen Problems abgeleitet, zunichst mit 
Hilfe einer besonderen Methode der Ausartung in den einzelnen 
numerischen Fallen, die sich darbieten, und darauf mit Hilfe einer 
geeigneten algebraischen symbolischen Methode auch ganz im all- 
gemeinen. Fiir den Fall einer allgemeinen rationalen Kurve wird 
die Lésung auch durch ein analytisches Verfahren gefunden, das 
auf einer neuen allgemeinen Theorie der durch das Verschwinden 
von Formenmatrizes dargestellten Mannigfaltigkeiten beruht (vgl. 
Kap. XXXI, § 1). 
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Die Schnittpunkttheorie der ebenen Kurven (Bd. II’, 8. 320) 
wurde auf Raumkurven und Flachen ausgedehnt von Gergonne, 
Amn, de Math. 1%, 214 (1826—27); Poncelet, Traité des pro- 
prictés projectives des figures II, Paris (1830) 1866, p. 262 ff; 
Plicker, Ann. de Math. 19, 129 (1828—29), Abh. J, S. 83, 
J f. Math. 16, 47 (1836), Abn. J, 8. 323, in berichtigter Form 
System der Geometric des Raumes, Diisseldorf (1846) 1852, 8. 41 ff, 
Abh. I, 8. 607ff.; Jacobi, J. f. Math. 15, 285 (1836), Werke IIT, 
S. 329; Cayley, Cambr. Dubl. Math. J. 2, 52 (1847), Papers I, 
p. 259. 

So gelten z. B. die Sitze: 

Wenn eine Kurve von der Ordnung np, die auf einer Fldche 
von der Ordnung p liegt, einen Teil des Schnittes zweier Fldchen 
von der Ordnung n bildet, so liegt der Resischnitt, der die Ordnung 
n(n — p) hat, auf einer Fliiche von der Ordnung n — p (Poncelet). 


Setzen wir (Kap. XXX, § 2) 
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NG) = ae Nose 


so schneiden sich alle Flichen von der Ordnung n, die durch 
N(n) —1 gegebene Punkte hindurchgehen, ,,im allgemeinen“ in 
einer Kurve von der Ordnung n*, und alle Flichen, die durch 
N(n) — 2 gegebene Punkte gehen, schneiden sich ,,im allgemeinen* 
m weiteren 
(n — 1) (6n? — n — 12) 

6 


n®— N(n)+2= 


Punkten (Pliicker, Jacobi). 

Aligemeiner, wenn m =n und man auf einer Fliche F’, von 
der Ordnung n willkiirlich N(m) — N(m — n) — 1 Punkte an- 
nimmt, so schneiden alle Fldchen von der Ordnung m, die durch 
diese Punkte gehen, F, in einer und derselben Kurve von der Ord- 
nung mn (Pliicker, Jacobi). 

Eine Fldche von der Ordnung n enthdlt allemal Schnitt- 
punkte dreier Flichen von den Ordnungen n,m,1l(n>m = 1), 
falls sie von diesen Punkten 


N(n) — N(n — m) — N(n — 1) — 2, 
wenn n< m+ 1, und 
N(n) — N(n—m)— N(n—1I) + Nr—m—1)—1, 


wen n =m +1, enthdlt (Pliicker und exakter Jacobi). 

Vgl. Cremona, Grundziige, 8. 21—23, 97; Salmon-Fied- 
ler, Raumgeom. IT, 8. 8, 575. 

Jacobi hata. a. 0. auch die algebraischen Beziehungen unter- 
sucht, die zwischen den Koordinaten der Schnittpunkte dreier 
Flichen bestehen. Fiir den Fall, wo diese durch eine und dieselbe 
Kurve gehen, vgl. End, Diss. Tiitbingen 1888, Math. Ann. 35, 82 
(1889). 

Andere Schnittpunktsiitze bei Reye, Math. Ann. 2, 475 
(1870), (vgl. Kap. XXX, § 9). Allgemeinere Siitze bei Valen- 
tiner, Rawmkurven (1881) auf Grund von Konstantenabzihlungen 
und Noether, Acta Math. 8, 161 (1886) auf Grund strenger 
und ausnahmslos giiltiger algebraischer Methoden. Z. B. fand 
Noether den folgenden Satz, der einem fiir die ebenen Kurven 
giiltigen Satz (Bd. II’, 8. 316) analog ist: 


Wenn die Schnittkurve zweier Fldchen von den Ordnungen 
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m,n m dX wrreduzible Kurven zerfallt, die keine mehrfachen Punkte 
besitzen und im ganzen % einfache Schnittpunkte aufweisen, so ist 
die Bedingung, die den Flidchen von der Ordnung m +n — 4 da- 
durch auferlegt wird, dap sie durch diese i Punkte hindurchgehen 
sollen, i— A+ 1 linear unabhdngigen Bedingungen dquivalent. 

Fir 4 = 2 erhilt man, wie Noether bemerkt, einen ge- 
naueren Satz, den schon Valentiner, Rawmkurven, S. 199 mit- 
geteilt hatte, nimlich daB jede der i Bedingungen, die jenen Fla- 
chen durch die % gemeinsamen Punkte auferlegt werden, eine lineare 
Folge der i — 1 iibrigen ist. 

Andere Sitze bei Valentiner, Tidsskrift (4) 3, 22 (1879). 

Die Schnittpunktsitze hat Clebsch, J. f. Math. 63, 218 
(1864) mit Hilfe des Abelschen Theorems abgeleitet, indem er 
die fiir die ebenen Kurven in Bd. II’, 8. 320 angedeutete Methode 
auf die Raumkurve # von der Ordnung mn und dem Geschlecht 

__ mn(m + n — 4) 


2 aa 


ausdehnte, welche der vollstaindige Schnitt zweier nicht einander 
beriihrenden Flichen von den Ordnungen m und 7 ist. 

Mit Hilfe derselben Methode hat er auch fiir die Raumkurve R 
die Probleme behandelt, die sich auf Beriihrungsfldchen und deren 
Systeme beziehen, wobei sich ganz analoge Resultate wie fiir die 
Ebene ergeben. So gehen durch mnk — pr willkiirlich auf der 
Kurve angenommene Punkte, wenn k > m + n — 3, im allgemeinen 
r?P Flichen von der Ordnung k hindurch, welche die Kurve in p 
Punkten r-punktig beriihren. Eine Fldche von der Ordnung k, die 
durch die festen Punkte und die Beriihrungspunkte von r —1 der r?? 
Flichen hindurchgeht, enthdlt auch noch die Beriihrungspunkte 
eimer r®" Fldche. 

Wenn, immer unter der Voraussetzung k > m + n — 3, das 
Produkt mnk durch r teilbar ist, so existieren, indem man 


mnk = (p + w)r 


setzt, Systeme von Flachen der Ordnung k, die die Kurve in p + wu 
Punkten 7-punktig beriihren. Die Anzahl dieser Systeme betragt 
7?P, wenn k und r relativ prim sind, hingegen r?? — 77”, wenn 
k=k's, r=r's und k’,s’ relativ prim sind. 

Ahbnlich existieren 2?~1(2?— 1) Flachen von der Ordnung 
m +n — 4, welche die Kurve in jedem Punkte, wo sie sie treffen, 
d. h. in p — 1 Punkten, zweipunktig berithren. 
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Uber die Erweiterung des Abelschen Theorems auf Raum- 
kurven und Flichen s. noch Poincaré, C. R. 100, 40 (1885), 
Am. J. 8, 308 (1886). 

Die Anzahl der Flichen eines linearen Systems von der Di- 
mension & und der Ordnung m, die mit einer beliebigen gegebenen 
Raumkurve von der Ordnung » und dem Geschlecht p eine Be- 
rihrung von der Ordnung k haben, ist nach den Formeln in Bd. II’, 
S. 325 zm berechnen. Sie ist von Halphen, Bull. Soc. math. 6, 
40 (1878) mit Hilfe der differentiellen Kovarianten und von 
Humbert, Rend. Circ. Mat. 4, 109 (1890) mit Hilfe der Dar- 
stellung der Koordinaten des laufenden Punktes auf der Kurve 
durch Theta-Fuchssche Funktionen eines Parameters bestimmt 
worden. Fiir k = 3 vgl. auch Thalreiter, Wiinchen Ber. 3%, 211 
(1907). 

Wenn die Kurve nur mehrfache Punkte mit nicht zusammen- 
fallenden Tangenten besitzt, so wird diese Zahl 


(1) (k + 1) [mn + k(p — 1)] 


und muB sich um s(k + 1) Einheiten verringern, wenn s einfache 
Grundpunkte des linearen Systems auf der Kurve liegen. Wenn 
hingegen durch die Kurve h linear unabhingige Flichen des Sy- 
stems gehen, so enthilt es 


(k —h + 1)[mn + (k —h)(p — 1)] 


Flachen, die mit der Kurve eine Bertihrung von der Ordnung 
k — h haben. 

Wenn z. B. die Kurve nicht auf einer Fliche 2. Ordnung 
liegt, so besitzt sie 20m + 90(p — 1) Punkte, in denen sie eine 
Beriihrung 9. Ordnung mit einer Fliche 2. Ordnung hat, hingegen 
wenn die Kurve auf einer Fliche 2. Ordnung liegt, enthalt sie 
18 + 72(p — 1) Punkte, in denen sie eine Beriihrung 8. Ord- 
nung mit einer Flache 2. Ordnung hat. 

Ist die gegebene Kurve der vollstindige Schnitt von zwei 
Flichen, so liefert die Formel (1) die Grade der Beriihrwngsin- 
varianten dreier Flichen beziiglich der Koeffizienten in ihren Glei- 
chungen, das Verschwinden dieser Invarianten driickt die Bedin- 
gung daftir aus, da8 zwei von den Schnittpunkten der Fliichen zu- 
sammenfallen. Sind die Flichen von den Ordnungen m, m’, m’, 
so ist z. B. der Grad beziiglich der Koeffizienten in der ersten Glei- 
chung m’m' (2m + m’+ m — 4). Vgl. Salmon, Quart. J. 1, 
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339 (1857); Moutard, Nowv. Ann. (1) fe 58 (1860); s. auch 
Salmon-Fiedler, Raungeone IT, 8. 60 

Uber die Erniedrigung, die in der ee der Flichen eines 
allgemeinen Biischels, welche die Schnittkurve zweier Flichen be- 


rtihren, ein gemeinsamer singulirer Punkt dieser Flichen hervor- 
ruft, vgl. Lo Monaco-Aprile, Rend. Cire. Mat. 18, 164 (1904). 


§ 10. Fortsetzung. Die Geometrie auf einer Raumkurve. 
Postulation einer Kurve fiir die Flachen gegebener 
Ordnung und verwandte Fragen. 


Die Schnittpunktsiatze des vorhergehenden Paragraphen lassen 
sich als Anwendungen ansehen der Theorie der linearen Scharen von 
Punktgruppen, die in Bd. II’, Kap. XIV (8. 306—341) entwickelt 
worden ist und die auch fiir Raumkurven gilt, auBer in den Teilen, 
die projektiven Charakter haben und wesentlich der ebenen Geo- 
metrie angehéren, wie der Restsatz und die daraus folgende Kon- 
struktion der linearen Scharen mittels adjungierten Kurven. 

Auf einer Raumkurve wird eine lineare Schar g7, abgesehen 
yon eventuellen festen Punkten, durch die Schnittpunkte mit einem 
oo*-fachen linearen Flichensystem gebildet. Dabei besteht zwi- 
schen 7, k und der Dimension ¢ des linearen Systems, das von 
allen durch die Kurve hindurchgehenden Flichen des gegebenen 
Systems gebildet wird, die Beziehung 


y=k—t—1. 


Die Zahl k — ¢ oder r + 1 driickt aus, wieviel verschiedene 
Bedingungen den Fliichen des gegebenen Systems dadurch auf- 
erlegt werden, daB sie durch die Kurve hindurchgehen sollen, und 
heiBt nach Cayley, London M. 8S. Proc. 3, 165, 179 (1870), 
Papers VII, p. 225, 239 die Postulation der Kurve fiir diese Fla- 
chen. Die Bestimmung der Postulation ist demnach mit der Be- 
stimmung der Zahl 7 gleichbedeutend. 

Im iibrigen 14Bt sich ebenso wie in der Ebene (Bd. II’, 8.308) 
eine lineare Schar von der Dimension ry immer durch ein 0o0’- 
faches lineares Flichensystem, von dem eine einzige Flache durch 
jede Punktgruppe der Schar geht, aus,der Kurve ausschneiden. 

Zwei irreduzible Kurven (ohne mehrfache Punkte), welche 
zusammen den vollstiindigen Schnitt zweier Flachen bilden, heiBen 
zueimander residual oder die eine der Rest der anderen. Zwei Kur- 
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ven, welche den Rest einer dritten bilden, heiBen zweimander kor- 
residual. 

Wenn zwei Kurven R und R’ zueinander residual sind, so 
heiBt zu R adjungiert jede Flache, die durch R’ geht. Der Rest- 
satz fiir die Raumkurven lautet dann wie folgt: 

Ist auf R eine lineare Schar beliebig gegeben, so gechort Jjede 
zu R adjungierte Fliche, die durch eine Punktgruppe der Schar 
geht, zu einem linearen System von adjungierten Flachen, welches 
die ganze Schar ausschneidet (Noether). 

Insbesondere schneiden auf F# alle adjungierten Flichen einer 
gegebenen Ordnung, ob sie durch eine gegebene Punktgruppe von & 
gehen oder nicht, eine vollstiindige lineare Schar aus, und wenn & 
den vollstiindigen, von mehrfachen Punkten freien Schnitt zweier 
Flichen bildet, so schneiden die Flaichen einer beliebigen gege- 
benen Ordnung aus Ff eine lineare Vollschar aus. 


Um demnach auf F die durch eine gegebene Punktgruppe G 
charakterisierte Vollschar zu konstruieren, geniigt es, durch G 
eine zu & adjungierte Fliiche von der Ordnung @ zu legen, ihren 
Restschnitt G’ mit R zu bestimmen und FR mit dem ganzen Sy- 
stem von adjungierten Flichen der Ordnung o zu schneiden, das 
durch die Punktgruppe G’ hindurchgeht. 

Es folgt aus dem vorstehenden Satze auch, daB jede irredu- 
zible, von mehrfachen Punkten freie Kurve, welche den vollstiindigen 
Schnitt zweier Flichen bildet, eine Normalkurve ist, d. h. sich 
nicht als Projektion einer Kurve der gleichen Ordnung in einem 
Raum von mehr als drei Dimensionen gewinnen 148t. Dies gilt 
aber nicht, wenn die Kurve mehrfache Punkte hat. Vgl. Severi, 
Rend. Circ. Mat. 15, FuBnote zu p. 51 (1901), 17, 81 (1903). 

Die Postulation von R liBt sich in einzelnen Fallen genau 
angeben, wie aus den folgenden Sitzen hervorgeht. 

Ist R der volistindige Schnitt von zwei Fldchen von den Ord- 
nungen &,v, aber im tibrigen irreduzibel oder reduzibel und mit 
beliebigen Singularitdten von endlicher Anzahl behaftet, so wird ihre 
Postulation fiir die Eltchen von einer Ordnung 1 > w+v — 8: 


(1) pick pe ohne 
wahrend sie fir |1<u+tu—A4 ist: 


luv — Suv (ut v—4y4 (PEPE ?), 


Ist R wieder der volistiindige Schnitt zweier Flichen von den 
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Ordnungen w, v, aber irreduzibel und von mehrfachen Punkten frei, 
hat es ferner die Ordnung n und das Geschlecht p, so schneiden 
die Fliichen von einer Ordnung 1 >u+v— 8 auf R nicht spe- 
ziale Vollscharen aus, so dap die Postulation von R fiir sie 


nl—p+1 


ist; die Fldchen von der Ordnung w + v — 4 schneiden auf R die 
kanonische Schar aus und die Fldchen niedrigerer Ordnung spe- 
ziale Vollscharen. 


Wenn hingegen zwei Flichen von den Ordnungen w,v durch 
- eime wreduzible und von mehrfachen Punkten freie Kurve R von 
der Ordnung n und dem Geschlecht p hindurchgehen und sich aufer- 
dem in einer ebenfalls irreduziblen und von mehrfachen Punkten 
freien Kurve R’ schneiden, welche die erste Kurve in s einfachen 
und vonemander verschiedenen Punkten trifft, so schneiden alle Fld- 
chen einer gegebenen Ordnung 1>u+tv—A4 auf R eine nicht 
speziale Vollschar aus, so dap die Postulation von R fiir sie 


nl—p+1 


wird. Ist ferner p> 0, so exstieren Fldchen von der Ordnung 
uw tv—A4, die durch R’, aber nicht durch R gehen und auf R 
auper den s gemeinsamen Punkten von R und R' die kanonische 
Schar von R ausschneiden. Auch die Flichen von der Ordnung 
I>wtv—A4, die durch R’ und nicht durch R gehen (und, falls 
nicht n= 1,1 =w+v— 3, immer existieren), schneiden aus R 
eme Vollschar aus. 

Fiir die vorstehenden Sitze vgl. auBer Cayley a. a. O. und 
besonders Valentiner, Rawmkurven und Noether, Acta Math. 
8, 161 (1886) noch Clebsch, J. f. Math. 68, 189 (1864); 
Halphen, Preisschrift, 8. 15ff.; aber vor allem Noether, Ann. 
di Mat. (2) 5, 163 (1871), Math. Ann. 8, 495 (1875), Preis- 
schrift § 7. 8. auch R. Sturm, Brit. Ass. York 1881, p. 440; 
Rohn, Leipz. Ber. 49, 627 (1897); Verh. des 3. Internat. Math. 
Kongresses Heidelberg 1904 (1905), 8S. 347; Picard und Si- 
mart, Théorie des fonctions alg. de deux variables indép. I, Paris 
1897, p. 223; Hensel und Landsberg, Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902, S. 474ff.; Pannelli, 
Torino Atti 44, 443 (1909), auBerdem, auch was allgemeinere 
Fragen betrifft, Severi, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 11', 105 
(1902), Rend. Cire. Mat. 17, 73 (1903). 


Wenn man yon der irreduziblen und von mehrfachen Punk- 
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ten freien Kurve R nur die Ordnung m und das Geschlecht p kennt, 
so kann man mit Vorteil den Satz anwenden, daB die Fldchen 
von einer Ordnung | >n— 2 auf R eine nicht speziale Vollschar 


gee ausschneiden, so daB die Postulation von RB fiir sieln — p + 1 


betrdgt. Vgl. Valentiner, Raumkurven, 8.194; Castelnuovo, 
Rend. Cire. Mat. 7, 89 (1893); Picard und Simart, a.a.0O., 
p. 230. 

Castelnuovo hat auch bewiesen, daB eine nicht speziale 
Vollschar ebenfalls auf einer irreduziblen, mit beliebigen Singula- 
ritditen behafteten Kurve R von der Ordnung » durch die adjun- 
gierten Flachen von einer Ordnung / > — 2 ausgeschnitten werden, 
wobei jetzt als adjungiert eine Flache bezeichnet wird, die durch 
jeden mehrfachen Punkt von R derart hindurchgeht, da8 sie dort 
mit jeden von diesem Punkte ausgehenden Zweig dieselbe Schnitt- 
multiplizitat besitzt wie mit den entsprechenden Zweig einer all- 
gemeinen ebenen Projektion von R# in dem Projektionspunkt eine 
adjungierte ebene Kurve. 

Auf Grund dieses Begriffes der adjungierten Flache haben 
Bertini und Severi, Jorino Atti 43, 847 (1908) den Restsatz 
auf Kurven mit beliebigen Singularititen (auch in einem Uber- 
raum) ausgedehnt, indem sie bewiesen, daB, wenn R eine derar- 
tige irreduzible Kurve ist, und R’ eine von mehrfachen Teilen freie 
Kurve, welche den Restschnitt zweier durch R gehenden Flachen 
bildet (und auch fehlen kann), die durch R’ gehenden Flaichen 
einer gegebenen beliebigen Ordnung, die zu R adjungiert sind, auf R 
abgesehen von den durch die Adjunktion bedingten festen Punk- 
ten eine lineare Vollschar ausschneiden. Vgl. auch Severi, To- 
rino Atti 40, 771 (1905). 

Einen anderen der vorstehenden Sitze hat Bertini, Torino 
Atti 44, 4 (1908) auf irreduzible Kurven mit beliebigen Singu- 
laritiiten ausgedehnt, indem er zeigte, da8, wenn unter den vor- 
stehenden Bedingungen die Kurve & den (vollstandigen oder par- 
tiellen) Schnitt zweier Flichen von den Ordnungen yu, v bildet, 
die durch R’ gehenden adjungierten Flachen von einer Ordnung 
1>u+v—8 auf £ eine nicht speziale Vollschar ausschneiden. 

Welches auch die Singularititen der irreduziblen Kurve R 
von der Ordnung n seien, immer schneiden die Flichen von ge- 
miigend hoher Ordnung | auf R eine nicht speziale Schar aus, deren 
Defekt d nicht von 1 abhdngt (und nur dann Null ist, wenn R keine 
mehrfachen Punkte hat). 


Nennen wir x das Héchstgeschlecht, das R haben kann (§ 3), 
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: d : ae 
und k die gréBte in ‘- enthaltene ganze Zahl, so geniigt hier- 


fiir, daB l >k + 2 — p, und es wird dann die Postulation von R 
in —p—d-+1. Ferner wird 


d<xn—p, 


woraus wir folgern kénnen, daf die Héchstzahl von Doppelpunk- 
ten, welche eine irreduzible Kurve R von der Ordnung » und dem 
Geschlecht p besitzen kann, 7 — p betriigt, indem man hierbei 
einen s-fachen Punkt als s — 1 Doppelpunkten dquivalent ansieht. 


Auf einer Kurve & von der Ordnung » und dem Hochst- 
geschlecht » = m schneiden die Flichen von einer Ordnung / > k 
eine nicht speziale Vollschar aus, mithin ist die Postulation 
von F& fir sie ln —p +1; ist hingegen 1 <4, so wird die Po- 
stulation 7(J + 2) +1. 

Alle diese Siitze gab Castelnuovo a. a. O. 


Wenn die irreduzible, mit beliebigen Singularitiiten behaftete 
Kurve #& den vollstindigen Schnitt zweier Flichen von den Ord- 
nungen w,v bildet, so hat der Defekt einen konstanten Wert d 
fir 7 >u-+v— 3 und wird um 1 geringer fir] =w+r—4. 
Vel. Bertini, Torino Atti 44, 4 (1908). 

Was den Beitrag betrifft, den die mehrfachen Punkte von R 
zu dem konstanten Defekt d oder zur Erniedrigung der Postu- 
lation ln — » + 1 liefern, so hat Castelnuovo a. a. O. hervor- 
gehoben, daB er nicht allein von den Zahlen, welche thre Multiplizr- 
titen ausdriicken (und fiir einen s-fachen Punkt von R mindestens 
s —1 betrdgt), sondern auch von den Beziehungen, die zwischen 
den Tangenten von R in jedem mehrfachen Punkte bestehen, ab- 
hdngt. So triigt ein dreifacher Punkt mit drei verschiedenen Tan- 
genten zu jenem konstanten Defekt drei oder zwei Hinheiten bei, 
je nachdem die drei Tangenten in einer Ebene liegen oder nicht. 
Vgl. auch Picard und Simart, a. a. O., JJ, Paris 1906, p. 46 ff. 


Uber den Ausdruck der Postulation fiir eine Kurve mit be- 
liebigen Singularitiiten s. noch Autonne, Amn. de l'Université de 
Lyon 1896, Chap. II. 

Es haben Picard, J. f. Math. 129, 284 (1905) mit Hilfe 
transzendenter Methoden (vgl. auch Picard und Simart, a. a. O., 
IT, p. 437) und Severi, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 17?, 465 
(1908) auf geometrischem Wege den folgenden Satz bewiesen: 

Wenn eine Kurve von der Ordnung n und dem Geschlecht p 
mit t triplanaren dreifachen Punkten sich als Doppelkurve einer 
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Fliche von der Ordnung m ansehen lift, so wird der Wert der 
Postulation In — p + 1 — 2t fiir alle Fldchen von einer Ordnung 
l>m—4. 

Noether, Amn. di Mat. (2) 5, 163 (1871) hat auch in ver- 
schiedenen Fallen die Anzahl der linearen Bedingungen bestimmt, 
denen eine Flache von gegebener Ordnung / geniigen muB, damit 
sie eine gegebene Kurve # in einer gegebenen Multiplizitit s ent- 
halt. Wenn z. B. & die Ordnung m, den Rang r hat und D Knoten- 
punkte enthalt, so wird diese Zahl fiir gentigend hohes / 


ing (s + 1)(81— 2s + 5) —4s(s +1) (2s +1) 4 2D). 


S. noch Noether, Math. Ann. 3, 177 (1871). 

Die Postulation emer Kurve, die eine Beriihrungskurve fiir 
Flachen yon geniigend hoher Ordnung sein muf, hat P. H. Hud- 
son, London M. Soc. Proc. (2) 11, 398 (1912), Math. Ann. 73, 
73 (1912) bestimmt. 

Die oben behandelten Fragen der Postulation stehen in engem 
Zusammenhang mit der Theorie der algebraischen Formenmoduln 
(vgl. Bd. I’, 8. 3934.) und dem Problem der Darstellung einer Form 
als lineare Kombination von mehreren anderen. 

Als Folge aus sehr allgemeinen Untersuchungen bewies Hil- 
bert, Math. Ann. 36, 473 (1890), daB durch eine gegebene al- 
gebraische Kurve R man immer eine endliche Zahl k algebraischer 
Fldichen 

F,=0, F,=0,..., FK=0 


legen kann, derart, dap jede andere durch R gehende aigebraische 
Fldche mittels einer Gleichung 


A A oe eA 


dargestetlt werden kann, wo die A,, A,,..., A, Formen der Punkt- 
koordinaten bedeuten. 

Die Gesamtheit der Formen, die gleich Null gesetzt durch R 
hindurchgehende Flaichen darstellen, bildet daher einen Formen- 
modul, und die Postulation von # fiir die Flichen einer gegebenen 
Ordnung J ist die Hilbertsche charakteristische Funktion des Mo- 
duls (Bd. I’, 8. 398). Als besondere Falle hat Hilbert fiir ge- 
niigend hohes / die Postulationsformel (1) dieses Paragraphen und 
die Formel (1) des § 7, welche die Anzahl der Schnittpunkte zweier 
zusammen den vollstiindigen Schnitt zweier Flachen bildenden 
Kurven liefert, bestimmt. 

Betreffs dieser und noch allgemeinerer Fragen vgl. noch 
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Severi, Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 11’, 105 (1902), Rend. Cire. 
Mat. 1%, 73 (1903), Torino Atti 41, 205 (1906); Kinig, Ein- 
leitung in die allgemeine Theorie der alg. Gripen, Leipzig 1903, 
8. 385ff.; Lasker, Math. Ann. 60, 20 (1905); R. Torelli, Zo- 
rino Atti 41, 224 (1906), Ann. di Mat. (3) 18, 81 (1911); Giam- 
belli, Torino Atti 41, 235 (1906), Lomb. Ist. Rend. (2) 45, 
1016 (1913), 46, 797 (1913); Bertini, Introduzione, 8. 240, 
Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 181, 365, 637 (1909), (5) 18%, 3 
(1909); Macaulay, Math. Ann. 74, 66 (1913). 

Uber die allgemeine Gleichung der Flichen von gegebener 
Ordnung, die durch den Schnitt mehrerer algebraischer Flichen 
hindurchgehen, sowie tiber die analoge Frage fiir die Uberriume 
s. auch Delassus, C. R. 123, 546 (1896); Bull. Sciences math. 
(2) 217, 59 (1897), Ann. éc. norm. (8) 14, 21 (1897). 

Was die Ausdehnung des Noetherschen Fundamentalsatzes 
(Bd. II*, S. 306) auf die Flichen betrifft, so wollen wir uns auf 
den folgenden fiir die Anwendungen wichtigsten Fall beschrinken: 

Sind f = 0, » = 0 die Gleichungen zweier Fldchen, die keine 
gemeinsamen Teile besitzen, so ist dafiir, dap eine andere Fldche F 
durch eine Gleichung von der Form 


AftBo=0 


darstelibar ist, hinreichend, dap in einer allgemeinen Ebene x 
eines Biischels, dessen Achse die Kurve fy nicht trifft, die Be- 
dingungen erfiillt sind, die bestehen miissen, damit die Kurve F'n als 
eme lineare Kombination der Kurven fx und yx darstellbar ist. 

Daraus folet der Restsatz fiir die Fldchen: 

Wenn auf einer Fldche EF eine Kurve R zu Resten eine 
Kurve R’ und eine andere R” hat, so sind die Kurven auf F von 
der gleichen Ordnung wie R, die Reste von R’ sind, auch Reste 
von R”, 

Vgl. Noether, Math. Ann. 2, 314 (1870), 6, 358 (1873); 
Picard-Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux vari- 
ables indépendantes IT, Paris 1906, p. 17, und die drei oben an- 
gefiihrten Arbeiten von Severi. 


§ 11. Héchstgeschlecht der Kurven auf einer Fliche 
von gegebener Ordnung. 


Sitze, welche die Verkniipfung der Postulation einer Raum- 
kurve R? der Ordnung und des Geschlechtes p fiir die Flachen 
59* 
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einer gegebenen Ordnung mit den Ordnungen der der allgemeinen 
ebenen Projektion der Raumkurve adjungierten Kurven liefern, 
haben angegeben Halphen, Noether, Preisschriften, und Valen- 
tiner, Raumkurven, 8. 181ff. Vgl. auch Léflund, Diss. Ti- 
bingen 1912. 


So liegt nach Noether (a. a. O., 8. 25), wenn 
p>nm—tG+1)G4+ 2)G4+3)+k41, 


wobeik =0,1,...;1=1,2,..., falls die h Doppelpunkte der 
Projektionskurve der Adjungierten von der Ordnung n —i— 3 
mehr alsh —*%i(it+ 1) (i+ 2) +k Bedingungen auferlegen, die 
Raumkurve R® auf mindestens k +- 1 linear unabhdngigen F'ldchen 
von der Ordnung 1. 

Nennen wir 7 (§ 12) den niedrigsten Wert, den die Ordnung 
eines Kegels, der durch die yon einem allgemeinen Punkte an R? 
ausgehenden Sehnen gelegt wird, annehmen kann, d. h. die Mindest- 
ordnung einer Kurve, die einer allgemeinen ebenen Projektion von 
Re adjungiert ist, so ergibt sich nach Halphen a. a, O., p. 149, 
und fiir 7 = 2 p. 51, daB fiir 

=~ 7 . 

n< oy (n —i— 1) 
die Kurve auf einer Fldche von der Ordnung i (oder auf Fldchen 
von niedrigerer Ordnung) liegt. 

Mit denselben Betrachtungen verkniipfte Siitze hat Noether 
a.a.O., § 4 fiir Kurven von der Ordnung m angegeben, die aus 
dem Schnitt zweier Flachen von den Ordnungen m, uw entstehen, 
wenn der Restschnitt (der auch fehlen kann) eine ebene Kurve ist. 


Halphen a. a. O., p. 195ff, Valentiner, Rawmkurven, 
8. 189ff. und Noether, a. a. O., § 6, haben bewiesen, daB diese 
Kurven nichts anderes sind wie die Kurven von gegebener Ord- 
nung n, die auf emer Fliche von gegebener Ordnung uw ohne mehr- 
fache Punkte liegen und das gréptmégliche Geschlecht besitzen. 


Nennen wir 7’ die Ordnung der Restkurve, so daB 
O<v<u, n+n=muz, 
dann wird der Wert m, dieses Maximalgeschlechtes 
mt, = x(n — 1) (x — 2) + 5 (mp — Qn’) (m + w — 4). 


Insbesondere ist cine Kurve von der Ordnung mu und dem — 
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Geschlecht ;mu(m + w—4) +1, die auf einer Fliche von der 
Ordnung « ohne mehrfache Punkte liegt, der vollstiéndige Schnitt 
dieser Fldche mit emer anderen von der Ordnung m. 


Halphen a. a. O., p.195ff. gibt den vorstehenden Resultaten 
die folgende Form: 


Fiiy jede ganze Zahl w, die kleiner oder gleich der kleinsten, 
der Bedingung 


eae > Mn +3 


geniigenden ganzen Zahl M ist, existiert eine andere Zahl H(w), 
die eme bestdndig wachsende Funktion von wu bildet, derart, daB 
jede irreduzible Kurve von der Ordnung n, die weniger als H(u) 
scheinbare Doppelpunkte hat, auf einer Fldche von niedrigerer Ord- 
nung als w liegt. 

Diese Funktion H(w) fallt mit «, nur dann zusammen, wenn 
u? — w < mist, sonst ergibt sich fiir sie kein einfacher Ausdruck. 


§ 12. Klassifikation der Raumkurven. Die Gesamtheit 
der Raumkurven ie 


Wiahrend alle ebenen Kurven von einer gegebenen Ordnung 7 
eine einzige Gattung bilden, indem sie sich durch kontinuierliche 
Verinderung aus der durch die allgemeine Gleichung »" Grades 
dergestellten Kurve ableiten lassen, gilt dies ftir die Raumkurven 
nicht mehr. Es gibt wohl einzelne Kigenschaften, die allein von 
der Ordnung  abhingen (wie die Anzahl der Schnittpunkte mit 
einer gegebenen Fliche), aber im allgemeinen geniigt die Ordnung 
nicht, um eine Gattung algebraischer Raumkurven zu charakte- 
risieren. In der Tat erhalt man schon fiir nm = 4 zwei vollkommen 
verschiedene Kurvenarten, von denen die eine zwei, die andere 
drei scheinbare Doppelpunkte besitzt, wie bereits Salmon, Cambr. 
Dubl. Math. J. 5, 23 (1850) hervorgehoben hat. 


Die Tatsache, daB viele Higenschaften der Raumkurven nur 
von den beiden Zahlen » und h abhingen, hat dann nahe gelegt, 
die Kurven nach diesen beiden Zahlen einzuteilen. Aber auch 
diese Hinteilung ist unzulinglich, da z. B. fiir n= 9, h=18 
Ed. Weyr, Diss. Gott. 1873, Prag. Abh. (6) 6 (1874) und 
Halphen, Bull. Soc. math. 2, 69 (1874) zwei Kurvenarten ge- 
funden haben, die, obwohl beide von derselben Konstantenzahl 36 
abhingig, doch vollsténdig verschieden sind: die eine ist der voll- 
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stindige Schnitt zweier F’,, die andere der Schnitt einer F, und 
einer J’, mit drei sechspunktigen Sekanten als Restkurve. Vgl. 
Halphen, Preisschrift, p. 166; Noether, Preisschrift, S. 101. 

Auch wenn wir mit Halphen noch die Zahl » hinzu- 
nehmen (von Halphen mit » bezeichnet), welche die Minimal- 
ordnung eines Kegels ausdriickt, der durch die von einem all- 
gemeinen Punkt an die Kurve gelegten Sehnen hindurchgeht, wo- 
bei fiir das zuletzt angefiihrte Beispiel in einem Falle m = 4, im 
anderen ” = 5 wird, geniigen diese drei Zahlen nicht, um eine 
Kurvengattung festzulegen, da Halphen z. B. fiir m = 15,h= 68, 
nm = 9 zwei verschiedene Kurvenarten gefunden hat. Andererseits 
hat Cayley, Papers V, p. 613 (1892) und J. f. Math. 111, 347 
(1893), Papers XIII, p. 468 bemerkt, daB fiir gegebene Werte 
von n,h,n die wirkliche Existenz einiger von Halphen betrach- 
teten Kurven von dem Bestehen bestimmter Beziehungen zwischen 
den von einem allgemeinen Punkt ausgehenden Sehnen abhingt; 
z. B. ist fiir die Existenz einer Kurve mitn = 9,h = 16,n=4 
(Halphen, a.a. 0., p. 166) notwendig, da die 16 Sehnen die Basis 
eines Biischels von Kegeln 4. Ordnung bilden. 

Alles dies gibt zu der Vermutung Anla8, daB es tiberhaupt 
nicht méglich ist, eine endliche Menge von Zahlen anzugeben, die 
geeignet sind, eine Kurvengattung allgemein zu charakterisieren. 

Betrachten wir die Raumkurven R? von gegebener Ordnung n 
und gegebenem Geschlecht p, so bilden sie eine algebraische, im 
allgemeinen reduzible Mannigfaltigkeit, deren irreduzible Gebiete 
auch verschiedene Dimensionen (> 4”, s.§ 13) und auch ge- 
meinsame Untergebiete haben kénnen. Alle Kurven, die demselben 
irreduziblen Gebiete angehdren, lassen sich dann einer Kurven- 
familie zuerteilen. Neue Kriterien werden dazu fiihren, die Kur- 
ven einer Kurvenfamilie wieder in mehrere Arten einzuteilen; z. 
B. nach der Ordnung, welche die durch die Kurve gelegten Fla- 
chen zum mindesten haben, und der Konstantenzahl, welche die 
Definition einer solchen Kurve mit sich bringt (§ 13). 

Die erste Grundlage fiir die Klassifikation der Raumkurven 
der niedrigsten Ordnungen findet sich in der angefiihrten Arbeit 
von Salmon, wo die Kurven als Schnitte der Flichen der nie- 
drigsten Ordnungen eingefiihrt und so bis zur 5. Ordnung be- 
stimmt werden. Mit Hilfe der monoidalen Darstellung wurden die 
Kurven 4. und 5. Ordnung aufs neue bestimmt von Cayley, C. 
R. 54, 55, 396, 672 (1862), 58, 994 (1864), Papers V, p. 7, 
24, die der 5. und 6. Ordnung von Ed. Weyr, C. R. 76, 424, 
475, 555 (1873) (vgl. Halphen, ebenda, p. 558), die der 7. Ord- 
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nung von Ed. Weyr, Wien. Sitzungsber. 69, 399 (1874). Fiir 
die Kurven 5. und 6. Ordnung siehe noch Ed. Weyr, Diss. Got- 
tingen 1873, Prag. Abh. (6) 6 (1874), und fiir die 6. Ordnung 
Baule, Diss. Gottingen 1872. Aber in diesen Arbeiten sind die 
Typen der Kurven 6. und 7. Ordnung noch nicht vollstindig be- 
stimmt worden. 


Das allgemeine Problem, alle R? anzugeben, die auf einer 
gegebenen Flache liegen, und damit auch alle R?, die im Raume 
vorhanden sind, wurde fiir Kurven ohne mehrfache Punkte aus- 
fiihrlich behandelt von Halphen und Noether in ihren im 
Jahre 1882 mit dem Steinerpreis der Berliner Akademie gekrén- 
ten Arbeiten: Halphen, J. éc. pol. 52, 1 (1882), schon vorher 
kurz C. R. 70, 380 (1870); Noether, Berl. Abh. 1882, Auszug 
J. f. Math. 93, 271 (1882). In der Richtung von Halphen und 
Noether liegen die Arbeiten von Rohn, Leipzig. Ber. 46, 84 
(1894), 49, 631 (1897) der die Kurven auf den allgemeinen Fli- 
chen 3. und 4. Ordnung bestimmt hat, und von Haure, Ann. éc. 
norm. (3) 13, 115 (1896), der ausgehend von der Definition der 
Raumkurven als birationale Transformierten einer ebenen Kurve 
gewisse Klassen von Raumkurven untersucht hat. 

Halphen stiitzt sich wesentlich auf die monoidale Darstel- 
lung der Raumkurven und die Eigenschaften einer gewissen un- 
begrenzten Doppelreihe von Polynomen, die nach einem bestimm- 
ten Gesetz gebaut sind. So findet er insbesondere die Bedingungen 
dafiir, daB die gegebene Kurve auf einer Fliche von gegebener 
Ordnung liegt oder den vollstiindigen Schnitt zweier Flaichen bildet, 
auBferdem gibt er in vielen Fillen die Bestimmung der Konstan- 
tenzahl, von der die Kurven R? abhingen, sowie die im folgenden 
angefiihrten Sitze. 

Wihrend (§ 3) fiir einen gegebenen Wert von m der Mindest- 
betrag von h (Sy) 2 ist, hat Halphen gefunden, daB zwi- 
schen diesem Mirmum und dem Wert ae h nicht jeden 
belicbigen Wert annehmen kann, so daB die Folge der Werte von h 
fiir gegebenes n gewisse Liicken zeigt. 


—1 —2 
Alle Kurven, fiir dieh< (ee) 
Fliche 2. Ordnung (a. a. O. p. 126). 
Hingegen zeigt von dieser Grenze an die Folge der Werte h 


, liegen auf einer 


1) [k] soll die grdBte in & enthaltene ganze Zahl bezeichnen. 


926 Kapitel XXXVI. Allgem. Theorie der algebraischen Raumkurven. 


keine Lticken mehr, und fiir jeden gegebenen Wert von / existiert 
eine Kurvenfamilie, die auf einer /', liegt. Wahrend aber von der 
2 

Grenze = = = =] bis zu der neuen Grenze 3 E = Z ] (aus- 
schlieflich) diese Kurvenfamilien allgemeine Typen bedeuten, so 
daB diese Kurven zusammen mit den auf einer F’, liegenden fiir 
die gegebenen Werte von m, h die einzigen sind, bilden sie von 
der neuen Grenze der Zahl h an nur besondere Typen. 


Ein analoges, aber verwickelteres Gesetz besteht auch fiir 
noch gréBere Werte von h, es ist von Halphen allgemein for- 
muliert und durch viele Beispiele erliutert worden. 

Fiir den folgenden Satz iiber die Kurven auf einer F, (a. a. 
O., p. 56), hat Halphen, Bull. Soc. math. 1, 19 (1872) auch 
einen direkten Beweis gegeben: 

Die Flachen medrigster Ordnung, die durch eme auf einer F, 
gelegene Kurve hindurchgehen, schneiden die F’, auperdem in einer 
Gruppe von Regelstrahlen derselben Regelschar. 


Insbesondere ist jede algebraische Kurve von der Ordnung 
2k oder 2k + 1, die auf einem Kegel 2. Ordnung liegt, der voll- 
stindige Schnitt des Kegels mit einer Fliche von der Ordnung k 
oder mit einer beliebigen Seitenlinie des Kegels zusammen der 
vollstindige Schnitt des Kegels mit einer Flache von der Ordnung 
k +1. Daraus folgt, daB ldngs jeder auf einem Kegel 2. Ordnung 
gezogenen algebraischen Kurve sich dem Kegel eine algebraische 
Fldche wmschreiben lapt, die mit dem Kegel nur diese Kurve ge- 
mein hat (welche Higenschaft weder den allgemeinen Flachen 
2. Ordnung noch den Kegeln von einer Ordnung > 2 zukommt). 
Vgl. Humbert, Bull. Soc. math. 21, 3 (1893). 

Noether greift auch auf die Darstellung der Raumkurven 
als spezielle Flachenschnitte zurtick, stiitzt sich aber hauptsichlich 
auf die Theorie der linearen Scharen yon Punktgruppen auf einer 
Kurve und damit auf immer giiltige algebraisch-funktionentheore- 
tische Sitze. 

Er gibt zunichst (a. a.O. § 7) die ausreichenden Bedingungen 
dafiir an, daB eine Flache F’, von der Ordnung uw durch eine ge- 
gebene irreduzible A? hindurchgeht, und findet, indem er 


N= 5 (¢ +1) (w+ 2)(U+3)—-1 


setzt, daB, wenn der gripte ganzzahlige Wert A, welcher den Unglei- 
chungen 


(1) pn<2(N,— 4), p>un—N,+4 
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geniigt, nicht negativ ist, ein oo*-faches lineares System von ine 
durch die Kurve hindurchgeht (and im allgemeinen kein System 
von hdherer Dimension). 
Insbesondere gentigt es, damit durch R? eine J’, hindurch- 
geht, daB 
un<2N,, p2zun—N,+1 


wird, oder auch, daB 
en S2N,, poun—N,+1. 


Indem er darauf eine irreduzible Ff, die durch die irredu- 
zible R? geht, als bekannt voraussetzt, findet er in ihnlicher Weise 
(a.a.O. § 8), daB, wenn der Hochstwert der ganzen Zahl i, der 
den Ungleichungen 


yn <2(Wi~—4), povn— Wy, utd 


geniigt, nicht negativ ist, durch die Kurve ein oo’-faches lineares 
System von Fldchen EF, (wobei v > w — 3) hindurchgeht, die F 
nicht als Teil enthalten (und im allgemeinen auch keine anderen F’,). 

Hierbei bezeichnet W,,,, die Mannigfaltigkeit aller Kurven 
von der Ordnung vu, die auf der gegebenen F',, von allen /’, des 
Raumes ausgeschnitten werden, mithin wird 


ee WN, Ny 
= §(u — 1)(¢— 2) (4 — 3) + suv (y — at 4). 


Insbesondere ist, damit durch R? eine (F', nicht als Teil ent- 
haltene) F’, geht, hinreichend, dak 


(2) PONENT 6S PZ Moe ONL rsa a 


Wenn die zweite dieser Ungleichungen nicht befriedigt ist, 
so bedeutet die Existenz einer von I’, verschiedenen, durch die 
Kurve hindurchgehenden fF’, eine besondere charakteristische Higen- 
schaft der Kurve selbst. Wenn hingegen die zweite, aber nicht die 
erste Ungleichung (2) erfiillt ist, d. h. wenn 
(3) yn > 2 W. 


vi? 


so geht entweder durch R? eine von I’, verschiedene F’, hindurch 
oder die von den fF’, auf der Kurve ausgeschnittenen Punktgruppen 
bilden eine speziale Schar. Sind m und w gegeben, so liefert (3) 
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fiir v eine obere Grenze, wiihrend eine untere Grenze gegeben ist 
durch 
vu =n. 


Um zu erkennen, welcher der beiden vorstehenden Faille ein- 
tritt, hat Noether (a. a. O., § 9) zwei Methoden angegeben, von 
denen die eine, die ,,Restmethode“, auf dem Restsatz bei Raum- 
kurven (§ 10) beruht und das Problem auf die Untersuchung 
einer zu der gegebenen korresidualen Kurve zuriickfiihrt, so daB 
Untersuchungen iiber die Reduzibilitiit oder Irreduzibilitit der Rest- 
kurven benétigt werden, wiihrend die andere, die .,Methode des 
ebenen Schnittes, die in allen Fiillen die andere Methode erginzt 
und nicht jene Untersuchungen braucht, sich auf die Betrachtung 
der Punktgruppen stiitzt, die auf einer irreduziblen ebenen Schnitt- 
kurve von /", durch die R? enthaltenden Fiichen ausgeschnitten 
werden. 

Hierauf bestimmt Noether nun (a. a. O., § 10), um die Ge- 
samtheit aller im Raum existierenden irreduziblen A? zu finden, 
zuerst alle irreduziblen R?, die auf einer gegebenen irreduziblen 
F,, aber nicht auf Flichen von niedrigerer Ordnung liegen. Zu 
diesem Zweck nimmt er eine ganze Zahl v > w, die so groB ist, 
daB n’= wy —n nicht negativ wird. Auf Grund von (2) folgt 
dann, daB man v kleiner als die kleinste Zahl v), welche den Un- 
gleichungen 

es sw rH (% ms 1) ” aa > 0, 
MEN Aa = (y%—1)n>0 
gleichzeitig geniigt, annehmen kann. 

Indem man aufSerdem 


p=p— z(n—n)(utv—A4) 
setzt, nehme man auf F’,, 
a) wenn 
pS (u—3)—FZo(e— 1) —2) 44, 
alle Kurven R?,, durch die eine F’, geht, 
b) wenn 


py >n'(wu—3)—Fu(u—1)(— 2) +1, 


alle Kurven Re, durch die eine J’, geht, deren Ordnung v der 
Beziehung geniigt 
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(vy —1)[u(u — 8) — J >5(w— 1) (w— 2) (u — 8), 


aber keine F’, ie =u — 2), welche #,, auBerdem in einer irredu- 
ziblen Kurve "schneidet und deren Ordnung v, der Beziehung geniigt 


(»,— 1) [u(u — 3) — 2] <5 (u— 1) (@ — 2) (w— 8). 


Im einen wie im anderen Falle findet man auf F’ iw» indem 
man durch die gewonnenen F?, alle F', legt, als Restkurven die 
gesuchten R?. 

Die fiir die verschiedenen Werte von v erhaltenen R? sind 
im allgemeinen voneinander verschieden, und F’, bildet in “jedem 
Falle die Fliche niedrigster Ordnung, die durch "Re geht und I", 
nicht als Teil enthilt. Indessen Load einzelne besondere [? auf 
die angegebene Weise auch mehrfach erhalten werden, indem durch 
Re gleichzeitig auch eine F’,_, (i > 0) geht. Diese Falle lassen 
sich mit den oben zwei angegebenen Methoden erledigen. 

Um nun alle R? des Raumes zu erhalten, geniigt es, in der 
angegebenen Weise alle irreduziblen Aur 6 = 2,3)... 2m be= 
trachten, wobei nach (1) der hichste Wert, den man wu erteilt, der 
niedrigste Wert uy ist, der den Ureler teen geniigt 

2N,.— My > 9, Ni, — Mo + p > 0. 

Von den besonderen Resultaten, die Noether fiir die auf be- 
stimmten Flichen gezogenen Kurven erhilt, fiihren wir die fol- 
genden an (a. a. O. 8. 76, 78): 

Auf einer allgemeinen F liegen aufer ihren volistindigen 
Schnitten mit anderen Fldchen keine anderen Kurven als solche, 
deren Restkurven von der Ordnung wv’ cine Anzahl => Cae 
zon scheinbaren Doppelpunkten besitzen. 

Auf einer allgemeinen F', liegen auper den Kurven des Hichst- 
geschlechtes nur solche, fiir Ata auf F', Restkurven R?,, bei denen 
p <n — 8, existieren. 

Kin wichtiger allgemeiner Satz, den Noether (a.a. O., $11, 
12) abgeleitet hat, ist der folgende: 

Die Fldchen von der Ordnung u > 3, auf denen andere Kur- 
ven als vollstindige Schnittkurven enthalten sind, bilden im Raum 
eine Mannigfaltigkeit, deren Dimension geringer ist als die der von 
allen Flichen der Ordnung w gebildeten Mannigfaltigkeit, so dap 
die Kurven, die einer allgemeinen Fldche von der Ordnung u > 3 
angehéren, alle die vollstdndigen Schnitte dieser Fldche mit anderen 
Fldchen bilden. 


ni? 
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Zum Schlu8 bemerken wir, daB auf eimer von mehrfachen 
Punkten freien Fliche (und allgemeiner auf einer reguléren Fiche, 
vgl. 8. 757) jedes kontinuierliche System von algebraischen Kurven 
in eimem linearen System vollstindig enthalten ist, sodap auf einer 
solchen Fliche die Kurven einer gegebenen Ordnung sich immer 
auf eine endliche Zahl von linearen Systemen verteilen. 

Dieser Satz, welchen man Eniriques, Rend. Circ. mat. 13, 
95 (1899) verdankt, und den man auch, wie Severi, Torino Aitt 
39, 490 (1904) gezeigt hat, aus einem anderen allgemeineren ab- 
leiten kann, zeigt, welche Wichtigkeit die Behandlung der auf 
einer gegebenen F'lache liegenden linearen Kurvensysteme fiir die 
Untersuchung der Kurven im Raume hat. Vgl. dazu die neueren 
Arbeiten von Castelnuovo, Enriques, Severi und Picard, 
insbesondere Castelnuovo und Enriques, Amn. di Mat. (3) 6, 
165 (1901), und die auf S. 766 zitierten Arbeiten von Severi 
und Poincaré (ferner Poincaré, Archiv Math. Phys. (3) 18, 
28 (1911)) tiber die Gesamtheit aller algebraischen Kurven einer 
algebraischen Fliche. 

Wir beschriinken uns im vorliegenden besonderen Fall darauf, 
den folgenden Satz von Severi anzufiihren: Auf einer von mehr- 
fachen Punkten freien Fldche (allgemeiner auf einer reguldren 
Fiche) kann man alle algebraischen Kurven aus einer endlichen 
Anzahl von thnen durch Summation und Subtraktion (oder kiirzer 
durch rationale Operationen) ableiten. 

Abrisse dieser Untersuchungen finden sich bei Castelnuovo 
und Enriques, Math. Ann. 48, 241 (1896) und Note V in Pi- 
card und Simart, Théorie des fonctions alg. de deux variables 
indép. IT, Paris 1906, p 485. 


§ 13. Die Konstantenzahl der Raumkurven. 
Ein wichtiges Problem ist das, die Konstantenzahl der Ge- 
samtheit der Raumkurven bias bei gegebenem » und p zu bestimmen: 
' Aus einer Formel in Bd. II’, 8. 317, folgt zunichst fir r= 3, 
dab fiir die irreduzibeln Kurven R® mit allgemeinen Moduln (Bad. IP, 
8. 319), fiir dien > (p + 4), die Konstantenzahl 4n ist, wahrend 
fiir n<i (p+ 4), wenn solche Rawmkurven RP iiberhaupt exi- 
stieren, thre Konstantenzahl > 4n ist. 
Dieser Satz findet sich bei Brill und Noether, Math. Ann. 
7, 307 (1874) und wird wieder angefiihrt von Noether, Preis- 
schrift, S. 18. S. auch Picard, Traité d’ analyse IT, 2. Aufi., 
Paris 1905, p. 570. 
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Im tibrigen erlauben die Sitze tiber lineare Scharen von 
Punktgruppen, einige besondere Fille eingehender zu behandeln. 
Z. B. wird fiir 29 —2>n>p + 2 die Konstantenzahl der Fe, 
deren ebene Schnitte eine Spezialschar bilden, 3n + p+2 (Noether, 
aa. O.,S..20). 

Aber die Sitze der vorigen Paragraphen liefern nach Noe- 
ther, a.a. O. 8. 58ff., eine genaue Bestimmung der Konstanten- 
zahl auch fiir viele spezielle Arten von Raumkurven und ebenso 
fiir Falle von allgemeinen Raumkurven, deren Ordnung < } (p + 4) 
ist,, und fiihren in jedem Fall zu einer unteren Grenze fiir die Kon- 
stantenzahl, die gréBer als die vorstehende 4 ist. 

Angenommen, daf eine #? nur der Bedingung gentigt, den 
vollstindigen oder partiollen Schnitt einer £’, mit einer LF’, (v >t) 
zu bilden, so mégen A, und A, die Anzahlen der Bedingungen be- 
zeichnen, die einer unbestimmten F’, oder F’, dadurch auferlegt 
werden, daB sie durch eine gegebene dieser Re hinderchoctes 
sollen, and A, und A, die analogen Anzahlen fir “die Restschnitte 
R?, zweier solcher ak ye 

Nennen wir dann ~ und w die Dimensionenzahlen der R? 
und R?, dieser Art im Raume, so wird (Noether, a. a. O., 8. 60) 


u—w = A,+ A,— Al — A; 


so daB man, wenn man die Postulationen der R?, R2, fiir die Ns 
und F’, kennt, w aus w’ berechnen kann. 

Andere Ausdricke fiir w erhilt man, indem man die Anzahl 
S,,y der gemeinsamen Punkte einer FH? und der aus zwei durch 
diese Kurve gehenden Flichen F’,, F’, gewonnenen Restkurve ein- 
fihrt, und weiter die Anzahl o, , "der "Badinieungort denen eine fF", 
und eine F’, zusammen geniigen miissen, damit ihr Schnitt in zwei 
Kurven R?, R” mit Su , Sehnittpunkten zerfallt. Es ergibt sich 
in der Tat (Noether, "a. a. 0. 5,62) 
(1) 9 ee VIS Wis eee 


fey = ey? 

In gewissen Fillen kann man hieraus priizisere Resultate ab- 
leiten. So findet man, wenn die Kurve die allgemeinste A ist, 
fiir die n >? (p + 4), fiir alle Flachen von den Ordnungen u, v, 
die sie enthalten kénnen, 


2b, Sei lp ay V0 1 On Sy 9 


Hin Fall dagegen, in welchem fiir die erste der Beziehungen 
(1) das Ungleichheitszeichen gilt, wird durch die irreduziblen Kur- 
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ven des Héchstgeschlechtes 7, geliefert, die auf einer Flache von 
der Ordnung u(v >) ohne mehrfache Punkte liegen konnen 
(§ 11). Man findet in der Tat (Noether, a, a. O., 8. 68), daB in 
diesem Fall nur dann 6, ,= 5, , Wird, wenn die Ordnung der 
ebenen Restkurve < 3 ist. 

Noether hat auch, ebenso wie Halphen, die Kurven be- 
trachtet, die auf den Flichen von den Ordnungen 2, 3, 4, 5 liegen, 
indem er insbesondere feststellte (a a. O., 8. 75, 77), daB, wie in 
der Ebene, damit der volistindige Schnitt emer Fy, oder emer Fs 
mit einer F', in zwei Kurven mit 85 , oder sz , gemeinsamen Punk- 
ten cerfdllt, genau 8, ,, bzw. 83 , voneinander unabhingige Bedin- 
gungen erfiillt sein miissen. 

Uber die Bestimmung der Konstantenzahl vel. noch Rohn, 
Math. Ver. 5, 84 (1901), Verh. des dritten Intern. Math.-Kongresses, 
Heidelberg 1904 (1905), 8. 347. 


yy 


§ 14. Die irreduziblen, von mehrfachen Punkten freien 
Raumkurven der ersten sechs Ordnungen. 


Halphen und Noether haben in ihren Preisschriften die 
Klassifikation der #? ohne mehrfachen Punkte fiir viele besondere 
Werte von  ausgefiihrt. Der erstere hat die allgemeinen Typen 
bis zu m= 20 angegeben, der letztere alle Typen irreduzibler 
und reduzibler Kurven bis zu = 6, alle Typen der irreduzibeln 
Kurven fiir » = 7, 8,9 und die allgemeinen Arten der Kurven 
von den Ordnungen 10 bis 17. 

Die Preisschrift von Halphen ebenso wie die vorausgehende 
Note C. R. 70, 380 (1870) enthalten allerdings einige Ungenauig- 
keiten, die durch die im § 12 angefiihrten Arbeiten von Cayley, 
Noether und Rohn richtig gestellt wurden. 

Wir geben hier die Aufzihlung aller irreduziblen, von mehr- 
fachen Punkten freien Kurven der ersten sechs Ordnungen, indem 
wir fiir jede die Minimalordnungen (u,v) von zwei Flichen F,,, 
JF’, anfiihren, aus deren Schnitt sie hervorgeht, ferner die Art der 
Restkurve und auBerdem die Werte von p,h, 7, die Konstanten- 
zahl w und die Postulation A, fir die Flichen der Ordnung w. 

Kurven 1. Ordnung: 


Ri:n=1, p=0,h=0, n=0; (1,1); u=4, A i eiaae 
Kurven 2. Ordnung: 
Ro:n=2, p=0, h=O0, ™=0; (1, 2); 
u = 8, Al 2a 
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Kurven 3. Ordnung: 
a) Ro:n=8, p=0, h=1, n—=1; 
(2,2) und als Restkurve eine Gerade, die R,° in zwei Punkten 


schneidet; 
u = 12, A,= 38u4+1. 


b) Hitn=3, p=I1, h=0, n=0; (1,3); 
u=12, A, = 3p. 
Kurven 4. Ordnung: 
al Ri:n=4, p=0, h=38, n=2; 
(2, 3) und als Restkurve zwei windschiefe Gerade, deren jede zee 
in drei Punkten schneidet; 
Aires LO aA, eta I 
DY: tae pea tS hr 2 ee (242): 
Up LOA me il 
Oe as preide = Oy) w= 0; (1, 4): 
uw=17, A,=44—2 (aber A, = 3). 
Kurven 5. Ordnung: 
a) Ro:n=5, p=0, h=6, n=3; 
(8, 3) und als Restkurve eine vierfach schneidende Gerade und 


eine achtfach schneidende kubische Raumkurve &3, die miteinander 
keine Punkte gemein haben; 


u=20, A,=5u+1. 
a’) R° (Sonderfall von a): n=5, p=0, h=6, n=8; 


(2, 4) und als Restkurve drei paarweise windschiefe vierfach schnei- 
dende Gerade; 
u=18,A,—5u+1 (aber A, = 9). 


Wihrend die Kurve a) eine einzige Quadrisekante hat, be- 
sitzt die Kurve a’) co1, welche die eine Regelschar der F’, bilden. 
Durch beide Kuryenarten gehen oof, aber fiir die Kurven a’) 
zerfallen sie in die yorstehende F’, und eine beliebige Ebene. 
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b) Bi:n=5, pel, h=5, n=2; 
(3, 3) und als Restkurve eine Fi, die #5 in zehn Punkten schneidet; 
w= 20, A,= dy. 
c) Ri:m=5, p=2, h=4, n=2; 
(2, 3) und als Restkurve eine dreifach schneidende Gerade; 
u= 20, A,=5u—1. 
d) Ri:n=5, p=6, h=0, n=0; (1, 5); 
u= 23, A,=d5u—5 (aber A, = 3, A,= 6). 
Kurven 6. Ordnung: 
a) Ro:n=6, p=O0, h=10, n=4; 
(3, 4) und als Restkurve eine RO, welche die gegebene in 20 Punk- 
ten trifft; insbesondere kann die Restkurve bestehen aus vier der 
sechs Quadrisekanten und einem Kegelschnitt, der jede dieser vier 


Geraden in einem Punkt und die A? in vier Punkten schneidet, 


oder aus einer Quadrisekante von R2 und einer R2, welche diese 


Gerade in einem Punkte und die R2 in 16 Punkten schneidet; 
w= 24, A.=6u+1. 
a) R® (Sonderfall von a): m=6, p=0O, h=10, n=—A4; 


(3, 3) und als Restkurve zwei windschiefe Gerade, von denen eine 
doppelt zu zihlen ist, 2 in fiinf Punkten trifft und ihre einzige 
fiinffach schneidende Gerade bildet, wahrend die andere Gerade 
Fy in vier Punkten trifft (umgekehrt l4Bt sich jede R° mit einer 
einzigen fiinffach schneidenden Geraden aus dem Schnitt zweier 
Flichen 3, Ordnung gewinnen); 


u= 23, A,=6u+1 (aber A; = 18). 
a,’) R} (Sonderfall von a’): n=6, p=0, h=10, n= 4; 


(2, 5) und als Restkurve vier Regelstrahlen derselben Regelschar 
einer F’,, welche die Kurve in je fiinf Punkten treffen (jeder Regel- 
strahl dieser Regelschar ist eine fiinffach schneidende Gerade); 


u= 20, A,=6u+1 (aber d44=9, A,= 16). 
b) Ri:n=6, p=1, h=9, n=3; 
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(8, 3) und als Restkurve drei paarweise windschiefe Gerade, welche 
die Kurve in je vier Punkten treffen (und ihre einzigen Quadri- 
sekanten bilden); 

Wace A ==) 6 ft. 


Clea: Ven Daa. hw 8, m= 3; 


(3, 3) und als Restkurve eine Gerade und ein Kegelschnitt ohne 
gemeinsame Punkte, welche die Kurve in vier und in sechs Punk- 
ten treffen; 

U = 24, a= (Sy THe 


U)iekeo n= 6, p=—sy b= 1, 7 = 3; 


(3, 3) und als Restkurve eine R§, welche sie in acht Punkten 
schneidet; 
u = 24, Pp iti Ae 


d’) AR Sonderfall von d): n=6, p=3, h=T7, n=83; 


(2, 4) und als Restkurve zwei windschiefe Gerade, welche die 
Kurve in je vier Punkten schneiden; 


w= 23, A,=6u—2 (aber A,= 9). 
e) Ri:n=6, p=—4, h=6, n=2; (2,8); 
w= 24, A= 6y—3. 
fy RYin=6, p=10, h=0, n=—0; (4, 6); 
a= 30, A,—6y—9 (aber A, = 3, A,=6, A,=10). 
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Kapitel XXXVIL. 


Besondere algebraische Raumkurven. 


Von Luigi Berzolari in Pavia. 


§ 1. Einige besondere Klassen von Raumkurven. 


Unter den zahlreichen Klassen yon Raumkurven, die sich auf 
eine spezielle Art erzeugen lassen oder durch irgend eine Be- 
sonderheit gekennzeichnet sind, fiihren wir die folgenden an: 

a) De Jonquiéres, Giorn. di Mat. (1) 28, 48 (1885), der 
Académie des sciences im Jahre 1859 vorgelegt (s. C. R. 49, 542 
(1859)) und darauf im Auszug verdffentlicht Nouv. Ann. (2) 3, 
97 (1864), und Cremona, Bologna Mem. (2), 2, 621 (1863), 
5, 3 (1864), Giorn. di Mat. (1) 1, 305 (1863), 3, 269, 363 (1865) 
haben die Kurve untersucht, auf welcher die Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen zweier birational aufeinander bezogener Biindel 
liegen (Bd. II’, Kap. XVI). Ist die Korrespondenz von der Ord- 
nung ”, so ist die Kurve im allgemeinen von der Ordnung m + 2 
und dem Geschlecht m — 1. 

b) Die algebraischen oder nichtalgebraischen Raumkurven, 
deren Tangenten einem linearen Strahlenkomplex angehéren, wurden 
besonders von Appell, Ann. éc. norm. (2) 5, 245 (1876) und 
Picard, ebenda (2) 6, 329 (1877) untersucht, von denen der 
letztere gezeigt hat, daB ihre allgemeinen Gleichangen sich ohne 
Quadraturen erhalten lassen. Vgl auch Lie, Math. Ann. 5, 145 
(1872); Lie-Scheffers, Geometrie der Beriihrungstransforma- 
tionen I, Leipzig 1896, S. 230ff. 

Die Schmiegungsebene einer solchen Kurve in einem beliebigen 
Punkte ist die Nullebene des Punktes beziiglich des Komplexes 
(Appell). 

Im Beriihrungspunkt einer stationdéren Ebene hat die Tangente 
nut der Kurve cine dreipunktige Beriihrung, so dag, wenn die Kurve 
rational von der Ordnung n ist, die Anzahl dieser Punkte 2(n — 3) 
betrdgt (Picard). 
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Vgl. auch Steinmetz, Am. J. 14, 161 (1892); Autonne, 
J. ce. pol. 63, 79 (1893); Snyder, Am. J. 29, 279 (1907); 
Michel, Nouv. Ann. (4) 7, 539 (1907) und fiir den Fall, wo die 
Kurve rational ist, Snyder, Am. J. 28, 237 (1906). 

Die Untersuchung der rationalen Raumkurven yon der Ord- 
nung ”, deren Tangenten einem linearen Komplex angehéren, re- 
duziert sich auf die Bestimmung zweier Biischel binirer Formen 
von der Ordnung ”, welche dieselbe Jacobische Form besitzen, 
wie Darboux in Vorlesungen 1880—81 und Stephanos, Sav. 
étrang. 27, 53 (1882) gezeigt haben. 

Allgemeiner hat Egan, Dubl. Proc. 29, 33 (1911) die Kur- 
ven untersucht, fiir welche die Klasse jedes Zweiges der Ordnung 
gleich wird, Diese Kurven haben, wenn sie algebraisch sind, eine 
Klasse, die ihrer Ordnung gleich ist. 

c) De la Gournerie, Recherches sur les surfaces réglées 
tétraédrales symétriques, Paris 1867, p. 234 ff., hat die tetraedral- 
symmetrischen Raumkurven betrachtet, d. h. die Schnittkurven zweier 
tetraedral-symmetrischen Fldchen, die in homogenen Koordinaten 
durch Gleichungen von der Form 


a n n nr (2 
Oy 0 + Ag %5 + Ag%5 + a,%4 = 0, Dat + 0503 + b3 25 + b,25 = 0 


dargestellt werden. Diese Kurven sind algebraisch, wenn  ratio- 
nal (positiv oder negativ) ist. Ihre Tangenten treffen die Seiten- 
flichen des Grundtetraeders in Gruppen von vier Punkten, die ein 
konstantes Doppelverhiltnis haben, sie gehdren daher einem te- 
traedralen Strahlenkomplex an. 

Uber die Kurven, deren Tangenten einem tetraedralen Kom- 
plex angehéren, vgl. Lie, Gétt. Nachr. 1870, 8. 53; Lie-Schef- 
fers, a. a. O., Kap. VII und IX; Hiesland, Lend. Circ. Mat. 36, 
233 (1913). 

d) W. Stahl, J. f. Math. 99, 154 (1886) hat die algebra- 
ischen Raumkurven untersucht, die auf einer einzigen Flache 2. Ord- 
nung liegen und deren Schmiegungsebenen eine einzige andere 
Flache 2. Ordnung beriihren, so da ihre Tangenten diese beiden 
Flichen beriihren. Hin besonders bemerkenswerter Fall dieser 
Kuryen ist die Raumkurve 4. Ordnung 2. Art (§ 3). 

e) Voss, Math. Ann. 27, 364 (1886) hat die Paare von Kur- 
ven betrachtet, die vermége fiinf biquaterniirer Gleichungen auf- 
einander eindeutig bezogen werden, und von ihnen insbesondere 
die Ordnung, den Rang und das Geschlecht bestimmt. Z. B. lefern 
finf bilineare Gleichungen ein Paar von Kurven 10. Ordnung, 
10. Ranges vom Geschlecht 21. 

60* 
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f) Bei einer hyperelliptischen Rawmkurve von der Ordnung 
und dem Geschlecht p(m > p + 3) bilden die Verbindungslinien 
der Punktepaare ihrer linearen Schar g} (Bd. II’, 8. 309, 332) im 
allgemeinen eine rationale Regelfliche von der Ordnung n —p—1. 
Hierauf grtindet sich eine Hinteilung dieser Kurven in Arten, die 
durch die Mindestordnung charakterisiert werden, die eine auf der 
Regelfliche gezogene Kurve haben kann. Vgl. Segre, Math. Ann. 
30, 203 (1887). 

Uber den Fall p = 2 vgl. auch J. de Vries, Amsterdam 
Verslagen (4) 16, 871 (1907). 

Mit den besonderen hyperelliptischen R,,, die eine (n — 2)- 
fach schneidende Gerade besitzen, hat sich Bobek, Wien. Sitzungs- 
ber. 95, 349 (1887) beschiftigt. 

g) Satze iiber die elliptischen Kurven (d. h. vom Geschlecht 
p = 1), insbesondere iiber die der 5. und 6. Ordnung, hat Segre, 
Math. Ann. 2%, 296 (1886) geliefert in Verkniipfung mit den 
Regelflachen, die man erhalt, wenn man bei den beiden Arten 
von eindeutigen Transformationen in sich, welche die Kurve zulapt, 
die Paare entsprechender Punkte verbindet (Bd. II’, 8. 353). Fiir 
die cot Korrespondenzen erster Art (die alle involutorisch sind) 
erhilt man rationale Regelfliichen von der Ordnung n — 2, die 
durch die Kurve einfach hindurchgehen. Die drei Korrespondenzen 
zweiter Art, die involutorisch sind, liefern hingegen drei ellipti- 
sche Regelflichen von der Ordnung », die durch R, einfach hin- 
durchgehen. 

h) Zahlreiche besondere Kurven, Flichen und Verwandt- 
schaften haben untersucht Kantor, Wien. Denkschr. 46, 83 (1882) 
und Montesano, Ann. di Mat. (3) 1, 313 (1898), der erste bei 
der Betrachtung der linearen Systeme von linearen Transforma- 
tionen (in der Ebene und) im Raume, der zweite bei der Behand- 
lung des Problems der Projektivitit fiir Gruppen von linearen 
Strahlenkomplexen und Strahlenkongruenzen; ferner R. Sturm, 
Math. Ann. 12, 254 (1877) bei der Untersuchung von reziproken 
Biindeln. 

i) In Ergénzung von Kap. XXXI, § 1 fihren wir an, dab 
Stuyvaert, Liege Mém. (3) 7 (1907) in vielen besonderen Fillen - 
die Kurve untersucht hat, die man erhalt, wenn man die Deter- 
minanten der Ordnung / einer Matrix ||a,,|| von 7 horizontalen und 
4+ 1 vertikalen Reihen gleich Null setzt, wo a,, eine quaternire 
Form der Punktkoordinaten von der Ordnung »,+ p, ist. Die 
Kurve ist von der Ordnung 
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= ni +e Maa +2 DP (; n) (Sp) 
a a a 0 a 
und von dem Geschlecht 
r+ ou (Sn + 'p, ae 2) —S'nnjn, — Sp, pv; P; 
i i fhe ijk 
—i Loni n; trip, + (S'n,)? S'p; + (S'n,) CS'p,)?]. 
t=e4 iJ t a t t 


Wenn die a,, linear sind, erhilt man eine Kurve von der 
Ordnung }1(1 + 1), dies hatte schon Cayley, Cambr. and Du- 
blin Math. J. 4, 132 (1849), Papers I, p. 457, gefunden. 

Die von Stuyvaert betrachteten Kurven findet man, wenn 
man voraussetzt, da die a;, von der 1. oder 2. Ordnung sind, 
mithin werden sie durch projektive lineare Systeme von Hbenen 
und Flichen 2. Ordnung erzeugt, insbesondere sind darunter auBer 
der kubischen Raumkurve Kurven F?, R3, R5, RU, R28, Ri. Uber 
einige von diesen wollen wir nun noch weiter sprechben. 

Die Ri} mit der Konstantenzahl 40 war bereits auf geome- 
trischem Wege von Reye, J. f. Math. 108, 89 (1891) als Ort 
eines Punktes, in dem sich entsprechende Ebenen von fiinf kolli- 
nearen Raéumen schneiden, untersucht worden. Diese Riume be- 
stimmen ein lineares System von oo* kollinearen Raéumen, das 
cot Gebiische von solchen Riiumen enthilt. Die zu diesen Ge- 
biischen gehérenden co* Kernflichen 4. Ordnung gehen durch die 
Ri hindurch, und irgend zwei von ihnen haben auferdem eine R? 
gemein, welche die Rj} in 20 Punkten trifft und die Kernkurve 
des den beiden Gebiischen gemeinsamen Raumbiindels ist. 


Nach R. Sturm, Synthetische Untersuchungen iber Fldchen 
3. Ordnung, Leipzig 1867, S. 229 ff, ldBt sich auf jeder R® ein 
Punkt V. bestimmen, derart, dap die Kbenen durch Vy und nur 
diese die Kurve auperdem im sechs Punkten eimes Kegelschnittes 
ireffen. Diese Kegelschnitte sind die Restschnitte der oo? Flichen 
3. Ordnung, die durch die Kurve hindurchgehen, und bilden eine 
lineare Kongruenz, d. h. ein System von oo” Kurven der Art, daB 
durch jeden Punkt des Raumes eine einzige Kurve geht (vgl. 
Kap. XXXII, § 1). 

Diese Kongruenz wurde yon Montesano, Torino Atti 27, 
660 (1892) untersucht, der die Kegelschnitte als die Schnittkurven 
der Ebenen eines Ebenenbiindels mit den entsprechenden Flaichen 
eines dem Ebenenbiindel kollinearen Biindels von F’, fand; Napoli 
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Rend. (3) 1, 98, 155 (1895) hat er alle Typen von linearen 
Kegelschnittkongruenzen bestimmt, was zur Betrachtung anderer 
besonderer Raumkurven von den Ordnungen 5, 6,... fihrt. 


Die R® bietet sich auch bei der Untersuchung der bilinearen 
Kegelschnittkomplexe im Raume dar: Montesano, Napoli Atti 
(2) 15 (1913), Nr. 8. 

Durch Zerfillen der R? ergibt sich, daB der Sturmsche 
Satz auch fiir die R? und ihre (einzige) Quadrisekante (auf der Vy 
liegt) gilt, ferner fiir die A und eine ihrer Trisekanten (V, liegt 
auf Rj und indert sich mit der Trisekante), fir die R} und zwei 
windschiefe Trisekanten von ihr (V, liegt auf 23), endlich fiir 
die R3, ihre Quadrisekante und eine Trisekante (Vj, liegt dann 
auf der Quadrisekante, und es ergibt sich ein Satz, von dem in 
§ 4 gesprochen wird). 

Eine FR? besonderer Art hat Stuyvaert, Diss. Gand. 1902, 
Chap. 3, erhalten als Ort der Beriihrungspunkte aller Tangenten, 
die man von einem festen Punkte P an die oo” kubischen Raum- 
kurven legen kann, die durch zwei gegebene Punkte A und B 
gehen und drei gegebene Gerade zu Bisekanten haben. Die Kurve 
geht durch A, B und P einfach hindurch und hat zu Tangenten 
in A und B die Geraden AP und BP. 


Hine speziellere R? findet man als Ort der Beriihrungspunkte 
aller Tangenten, die von einem Punkte P an die durch fiinf ge- 
gebene Punkte A,, A,, A,, A,, A; gehenden kubischen Raum- 
kurven gelegt werden. Dieses System von kubischen Raumkurven, 
das schon Reye, Zschr. Math. Phys. 18, 521 (1868) und Koe- 
nigs, Nowv. Ann. (3) 2, 301 (1883) betrachtet hatten (vgl: auch 
Stuyvaert, a. a. O.), wurde von Humbert, Jowrn. éc. pol. 64, 
123 (1894) insbesondere in Bezichung zu der daraus hervor- 
gehenden speziellen R? und der allgemeinen Flache 3. Ordnung 
untersucht. Der Sturmsche Punkt V, fallt mit P (dem Pol der 
Kurve) zusammen. Die Kurve geht durch P, A,,A,,-A3, 44, As 
einfach hindurch und hat zur Tangente in A, die Gerade at 
auBerdem geht sie durch jeden der zehn Punkte hindurch, in denen 
die Verbindungslinien je zweier der Punkte A, die jedesmalige Ver- 
bindungsebene der drei tibrigen Punkte treffen. Diese Higenschaft 
ist fiir die in Rede stehende 2? charakteristisch, d. h. jede R?, 
die durch fiinf gegebene Punkte A; und die zehn in der ange- 
gebenen Weise aus ihnen abgeleiteten Punkte hindurchgeht, liBt 
sich wie angefiihrt.erzeugen. Durch die Kurve gehen co? Flichen 
3. Ordnung, insbesondere liegt sie auf fiinf kubischen Kegeln, deren 
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Spitzen in den Punkten A, liegen und deren Seitenlinien die Kurve 
dreifach schneiden. Umgekehrt ist jede Fliche F, der Ort der 
R®, von denen der Pol auf einer Geraden von Ff’, liegt und fiir 
welche die Punkte A, die Beriihrungspunkte der durch die Gerade 
gelegten Tangentialebenen sind. 

j) Andere bemerkenswerte Kurven findet man bei der Be- 
stimmung der birationalen (insbesondere involutorischen) Trans- 
formationen des Raumes, bei welchen die Verbindungslinien der 
Paare entsprechender Punkte besondere Komplexe bilden. 

So hat Montesano, Rom. Acc. Lincei Rend. (4) 41, 207, 
277 (1888) alle involutorischen Transformationen angegeben, 
welche einen nicht speziellen linearen Strahlenkomplex liefern, 
und gefunden, daB die allgemeinste solche Transformation durch 
eine besondere Rj} bestimmt wird, welche die charakteristische 
Eigenschaft hat, von jeder Ebene des Raumes in zehn Punkten 
einer Kurve 3. Ordnung geschnitten zu werden. Durch eine be- 
sondere Zerfillung dieser Kurve findet man aufs neue die oben 
genannte Rj. 

Ebenso wird nach Montesano, Rom. Acc. Lincei Rend. (4) 
51, 497 (1889) die allgemeinste involutorische Transformation, 
welche einen tetraedralen Komplex liefert, durch eine R{{ bestimmt 
(die mit einer sie in 18 Punkten treffenden 2; zusammen die Grund- 
kurve eines Biischels von F, bildet) und nach Pieri, Rend. Cire. 
Mat. 47, 296 (1893) wird die allgemeinste Transformation, bei 
welcher die Verbindungslinien entsprechender Punkte einen nicht 
ausgearteten Kegelschnitt I" treffen, durch eine Rj} bestimmt, von 
der 13 Punkte auf I’ liegen, die aber nicht auf einer durch I” dop- 
pelt hindurchgehenden F', enthalten ist. 

k) Kurven (und Flachen) 5. und héherer Ordnung kommen 
auch in kinematischen Untersuchungen vor. Vgl.z.B. Thévenet, 
These, Paris 1886; Schoenflies, J. f. Math. 98, 265 (1885), 
Bull. se. math. (2) 124, 18 (1888), Geometrie der Bewegung in 
synthetischer Darstellung, Leipzig 1886, S. 140; Mannheim, Prin- 
cipes et développements de géometrie cinématique, Paris 1904, p. 166, 
249, 381. 


§ 2. Allgemeine Higenschaften der rationalen 
Raumkurven. 


Die in Bd. II’, S. 326 auseinandergesetzten allgemeinen Higen- 
schaften gelten auch mit leicht erkennbaren Modifikationen fiir 
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die rationalen Kurven in einem Raume von drei oder mehr Di- 
mensionen. Insbesondere wird die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dap eine irreduzible Kurve in einem beliebigen Raum 
rational ist, d. h. auf die Punkte einer Geraden algebraisch und 
wechselweise eindeutig bezogen werden kann, die, dap ihr Geschlecht 
p = 0 ist. 

Wenn man dann die homogenen Koordinaten eines Kurven- 
punktes ganzen Funktionen eines Parameters 1 ohne gemeinsame 
Faktoren proportional setzt, so wird die Kurve rational, und man 
kann immer, notigenfalls nach einer rationalen Transformation 
des Parameters, annehmen, daB die Beziehung zwischen den Wer- 
ten von 4 und den Punkten der Kurve wechselweise eindeutig ist. 

Wenn die Kurve allgemein und von der Ordnung n ist, so 
geht aus den Formeln in Kap. XXXVI, § 6 hervor, daB sie von 
der Klasse 3 (m — 2) und dem Range 2(m — 1) ist; durch einen 
ean) ae = Bisekanten 
und 2 (7 — 2) (m — 8) doppelt berithrende Ebenen von ihr; jede ihrer 
Tangenten trifft 2(m — 3) andere; es existieren 4(m — 3) statio- 
nire Ebenen und 6 (nm — 3) (m— 4) Schmiegungsebenen, die in 
einem anderen Punkte bertihren, 2 (m — 2)(m — 3) Tangenten, 
welche die Kurve in einem anderen Punkte schneiden, 


£(n—8)(n—D(n 5) 


dreifach beriihrende Ebenen, 


is (% — 2) (n — 3)? (n — 4) 


vierfach treffende Gerade, wiihrend die Regelfliiche der Trisekanten 
von der Ordnung - 


} i (n — 1)(n—2)(n — 8) 
ist. 


Uber diese Zahlen vgl. auch z. B. Em. Weyr, Giorn. di 
Mat. (1) 9, 217 (1871), Wien. Sitewngsber. 79, 680 (1879); 
W. Stahl, Math. Ann. 40, 1 (1892); Genty, Bull. Soc. math. 
20, 106 (1892); W. F. Meyer, Monatsh. f. Math. 4, 229, 331 
(1893); Math. Ann. 43, 286 (1893); F. Deruyts, Belg. Bull. 
(3) 35, 287 (1898); Salmon-Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 111, 
662; R. Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verw. I, Leipzig 1908, 
8. 348. 

Auch die allgemeinen Eigenschaften, die mit der Theorie der 
Kombinanten und der Apolaritit verkniipft sind (Bd. II’, 8. 328), 
lassen sich auf die Raumkurven R&, ausdehnen, fiir welche man 


alloemeinen Punkt des Raumes gehen 
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vier direkte und vier indirekte erzeugende Funktionen G’, G’, Gy’, 
G, und I”, Ty’, Ty’, I's findet, die entweder allein binire Ver- 
dinderliche oder mit diesen zusammen auch Koordinaten von Punk- 
ten, Geraden und Ebenen enthalten. Sie liefern wie in der Ebene 
die clementaren Kombinanten von f.,, die entweder rein binair oder 
einfach, zweifach, dreifach geraindert sein kinnen. Und es zeigt sich: 

Alle algebraischen Formen, welche in der Theorie einer ratio- 
nalen Raumkurve auftreten und mvariant sind beziiglich der line- 
aren Transformationen des Parameters sowie beziiglich der linearen 
Transformationen des Rawmes, sind bindre simultane In- oder Ko- 
varianten der elementaren Kombmanten und umgekehrt. Dazu kom- 
men noch Ausdriicke vom Typus (ax ax”), (aa'yz), (yeye), 
Uy, = Uy Ug ®@y + Ughg + UyLy. 

Die Gleichungen G’ = 0, G,’= 0, G,’= 0, G; = 0 liefern 
die Bedingung dafiir, daB die vier Punkte2, w, v, 9 von &, in einer 
Ebene liegen, oder die Gleichung der Ebene, die durch die Punkte 
1, u,v von F&, geht, resp. die Gleichung des speziellen linearen 
Strahlenkomplexes, dessen Achse die Verbindungslinie der Punkte 
1, w von R, ist, oder die Gleichung des Punktes 1 von R,, in Ebenen- 
koordinaten. 

Das Verschwinden von I” liefert die Gleichung der Funda- 
mentalinvolution von R,,, d. h. der Involution von der Ordnung x 
und Stufe n — 4, deren Punktgruppen apolar sind zu allen ebenen 
Punktgruppen von R, (ftir m = 4 reduziert sie sich auf eine ein- 
zige Punktgruppe, niimlich die Bertihrungspunkte der stationiren 
Ebenen), wahrend I,’ = 0, I,’ = 0, I’; = 0 die Involutionen von 
der Ordnung 7 und den Stufen 2 — 3, m — 2, nm — 1 darstellen, 
(welche die Fundamentalinvolution enthalten und) deren Punkt- 
gruppen apolar sind zu den Punktgruppen von #,, die in den 
durch einen gegebenen Punkt oder eine gegebene Gerade gehenden 
Ebenen oder in einer gegebenen Ebene liegen. 

Uber alles dies vgl. Berzolari, Amn. di Mat. (2) 20, 101 
(1892), 21, 1 (1893), wo die vorstehenden Involutionen auch mit 
Hilfe der Oskulanten und der Uberriume konstruiert werden. 


Mit den vorstehenden algebraischen Prozessen steht in enger 
Verbindung die Erzeugung einer rationalen #,, als Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Schmiegungsebenen dreier zueinander pro- 
jektiver rationaler Raumkurven oder der Schnittpunkte der Schmie- 
gungsebenen einer rationalen Raumkurve mit den entsprechenden 
Erzeugenden einer auf die Kurve projektiv bezogenen rationalen 
Regelfliche, mithin die Aufsuchung der zur gegebenen L2,, perspek- 
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tiven rationalen Ebenengewinde und Regelscharen (bei denen die 
Ebenen oder Strahlen durch die ihnen entsprechenden Kurven- 
punkte gehen). Uber diese Fragen vgl. Brill, Miinch. Ber. 1885, 
8. 276 = Math. Ann. 36, 230 (1890); Schumacher, Math. Ann. 
38, 304 (1891); W. Stahl, Math. Ann. 40, 1 (1892); vom geo- 
metrischen Standpunkte aus auch Segre, Torino Atti 21, 95(1885), 
der im tibrigen das Problem der projektiven Erzeugung einer Raum- 
kurve auch fiir Kurven von beliebigem Geschlecht p gelost hat: 
Math. Ann. 34, 1 (1889); vgl. auch Ann. di Mat. (2) 22, 136 
(1894). 

Es ergibt sich z. B., daB& sich die allgemeine rationale fi, 
durch den Schnitt entsprechender Ebenen von drei eindeutig auf- 
eimander bezogenen rationalen Ebenengewinde niederer Klasse k er- 
zeugen lupt, wo 

k= = oder Hee) Bes oder ey 


ist, je nachdem n von der Form 3u, 3u —1, 3u— 2 (Brill). 

Uber die Raumkurven, welche perspektive Kegel 2. Ordnung 
besitzen, s. R. Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Linien- 
geometrie II, Leipzig 1893, 8. 343. 

Eine allgemeine Erzeugungsweise ebener und réumlicher ratio- 
naler Kurven, die von den vorstehenden vdéllig verschieden ist 
und sich auf den harmonischen Mittelpunkt eines Systems von 
Punkten beziiglich einer Ebene griindet, hat Fouret, C. R. 101, 
1241 (1885) angegeben. 

Von der Parameterdarstellung ausgehend hat Brill, Math. 
Ann. 3, 456 (1871) in Form einer Determinante die Bedingung 
fiir das Auftreten eines Doppelpunktes bei einer rationalen Raum- 
kurve abgeleitet. 


Korndérfer, Math. Ann. 3, 415 (1871) hat mit Hilfe des 
Abelschen Theorems fiir eine rationale Raumkurve, die den voll- 
stindigen Schnitt; zweier Flichen bildet, die den von Clebsch, 
J. f. Math. 64, 43 (1865) fiir die ebenen rationalen Kurven be- 
handelten analogen Berithrungsprobleme gelést. 

Siitze tiber die ein- und umschriebenen Polygone gab F. De- 
ruyts, Belg. Bull. (3) 36, 553 (1898). 

Unter den besonderen Fillen rationaler Raumkurven R,, ist 
besonders beachtenswert der Fall, wo R,, vier Hyperoskulations- 
punkte W,, W,, W3, W, besitet, d. h. vier einfache Punkte, in 
denen von der Schmiegungsebene e,, v2, 3, a, alle m Schnittpunkte 
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mit der Kurve im Beriihrungspunkte zusammenfallen. Die Tan- 
genten einer solchen Kurve gehiren alle dem tetraedralen Strahlen- 
komplex an, dessen Fundamentaltetraeder a, va; «, ist und dessen 
absolute Invariante die absolute Invariante der die vier Punkte W, 
auf der Kurve liefernden Form 4. Ordnung ist. 

Nach Berzolari, Lomb. Ist. Rend. (2) 39, 419 (1906) be- 
sitzt die Kurve fiir » > 4 umendlich viele (m — 1)-fach schnei- 
dende Gerade dann und nur dann, wenn hoéchstens zwei von diesen 
vier Ebenen verschieden sind. 

Unter der Annahme, daB w,, a, 3, a, verschieden sind, ist 
die Kurve mit der Erweiterung auf den Uberraum von Marletta, 
Rend. Circ. Mat. 21, 192 (1906), 24, 32 (1907), 25, 376 (1908) 
untersucht worden, wo auch andere besondere Fille behandelt sind; 
ferner von Berzolari, ebenda 22, 214 (1906), 24, 1 (1907); 
Ciani, ebenda 26, 315 (1908). 

Die Haupteigenschaften der Kurve hingen von der Existenz 
dreier gescharter Involutionen ab, welche die Kurve in sich trans- 
formieren. Nennen wir 7, 7, 3 die Verbindungslinien der Punkte- 
paare von #,, die der Reihe nach W,, W, und W,, W,; W5, 
W, und W;, Wy; W,, W, und W,, W, harmonisch trennen, 
so sind fiir gerades die Achsen der drei Involutionen die Paare 
von Gegenkanten eines Haupitetraeders T, von dem r,, 1y, 73 drei 
von demselben Eckpunkt ausgehende oder drei in derselben Seiten- 
fliche legende Ecken sind, je nachdem » durch 4 teilbar ist 
oder nicht, wihrend fiir ungerades m die Achsen dieser Involutionen 
drei paarweise harmonische Paare von Regelstrahlen einer Regel- 
schar sind, die zu Transversalen 7,, 7,, 73 hat. 

Fiir gerades » sind 7,, 7%, 73 Hauwptsehnen von R, (vel. 
Kap. XXXVI, § 8), auBerdem sind die Tangenten von RF, in den 
oo! Punktgruppen der Involution 4. Ordnung, die auf &, durch 
die Punktgruppe W, und ihre Hessesche Gruppe festgelegt wird, 
Erzeugenden der einen Regelschar eines Hyperboloids, von dem 7’ 
ein Poltetraeder ist. 

Berzolari, Palermo Rend. Circ. mat. 24, 1 (1907) hat 

auBerdem gezeigt, wie die Untersuchung der Kurve fiir gerades n 
mit der Figur der vierfach perspektiven (desmischen) Tetraeder 
und fiir ungerades » mit der Kummerschen Konfiguration ver- 
kniipft ist. Die vier auftretenden Tetraeder sind die Tetraeder 
W, W, W; W,undo, ow, a; o4, ferner eines, welches zu Ecken die 
Schnittpunkte von a, c, v3, 0, mit den Tangenten in W,, W,, 
W,, W, hat, und eines, welches zu Seitenflichen die Ebenen hat, 
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die aus denselben Tangenten die Ecken des Tetraeders a, 0 03 ay 
der Reihe nach projizieren. Fiir gerades n ist jedes der vier Tetra- 
eder dem Tetraeder T' vierfach perspektiv, fiir ungerades n bilden 
die Spitzen und Seitenflichen der vier Tetraeder eime Kummer- 
sche Konfiguration. 

Der Fall der kubischen Raumkurve (m = 3) ist von Berzo- 
lari, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 161, 726 (1907) besonders 
untersucht worden. 


§ 3. Rationale Raumkurven vierter Ordnung, 


Die rationalen Raumkuryen 4. Ordnung fallen unter die so- 
eben besprochenen Kurven. 


Die ersten Andeutungen tiber diese Kurve (die nach Cre- 
mona, Lomb. Ist. Atti 2, 299 (1860), Opere I, Milano 1914, 
p. 274, im Gegensatz zu der Schnittlinie zweier F, als Raumkurve 
4. Ordnung 2. Art bezeichnet wird) finden sich bei Salmon, Cambr. 
Dublin Math. J. 5, 23 (1850) und Steiner, J. f. Math. 53, 133 
(1857), Werke IT, 8.649, waihrend mit der ihr dual entsprechenden 
abwickelbaren Fliche sich schon Cayley, J. f. Math. 34, 150 
(1847), 39, 15 (1850), Papers I, 8.354, 533 und Salmon, 
Cambr. Dubl. Math. J. 3, 171 (1848) beschiftigt hatten. 


Salmon und Steiner verdankt man den Satz, daB eine 
Fliche 2. Ordnung und eine Fliche 3. Ordnung, die einen irredu- 
ziblen oder zerfallenden Kegelschnitt gemein haben, sich auperdem 
in einer Kurve 4. Ordnung erster Art schneiden, wihrend, wenn sie 
zwer windschiefe Gerade gemein haben, der Restschnitt eine R, zwei- 
ter Art ist. 

Hiervon ausgehend hat Cremona, Ann. di Mat. (1) 4, 71 
(1861), Opere I, Milano 1914, p. 279, die Kurve auf geometri- 
schem Wege ausfiihrlich behandelt, indem er sie u. a. als Restschnitt 
einer Regelfliiche 3. Ordnung mit einer durch ihre Doppellinie hin- 
durchgehenden F, erzeugte. 


Wir wollen W, die Beriithrungspunkte der vier stationiren 
Ebenen, B, die Bertthrungspunkte und S, die Schnittpunkte der 
vier bertihrenden Trisekanten nennen. Die Tangentenflache von R, 
ist dann von der 6. Ordnung und 6. Klasse und hat eine rationale 
Doppellinie D, 6. Ordnung, die auf einer F, liegt und deren 
Schmiegungsebenen eine andere F, berithren; die Tangentenflache 
von D, besitzt eine Knotenlinie, die wieder von der 4. Ordnung 
und zweiten Art ist. Die Kurve D, trifft R, in den Punkten W, 


a 
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und S;, hat in den letzteren jedesmal eine Spitze und zu Schmie- 
gungsebenen die Schmiegungsebenen von F, in den Punkten B,. 

Die doppelt beriihrenden Ebenen von &, berihren alle die 
Flache 2. Ordnung M, welche die Tangenten von R, in den Punk- 
ten W, enthalt. Die abwickelbare Fliche der doppelt bertihrenden 
Ebenen ist von der 6. Ordnung und 4. Klasse und hat zur Riick- 
kehrkante eine Kurve A, 6. Ordnung, die auf einer Fy liegt und 
vier Spitzen in den Punkten B; hat, indem sie dort die beriihrenden 
Trisekanten von Ff, beriihrt. 

Der Tangentenfliche von A, sind einbeschrieben die Stei- 
nersche Fliche S 3. Klasse, die von den #, in vier harmonischen 
Punkten treffenden Ebenen umhiillt wird, und die Fliche # 2. Ord- 
nung, welche zugleich von den f, in vier iquianharmonischen Punk- 
ten schneidenden Ebenen umhiillt wird und den Ort der Geraden 
bildet, durch welche drei Schmiegungsebenen von RR, gehen. 

Diese und andere Sitze stammen von Cremona, a. a. O. 
Einige wurden analytisch bewiesen von Em. Weyr, Wien. 
Sitzungsber. 63, 493 (1871), wahrend die geometrische Behand- 
lung der Kurve fortgefitthrt wurde von Em. Weyr, ebenda 72, 
686 (1875), 73, 203 (1876), 75, 458 (1877); Adler, ebenda 
86, 919, 1201, 1212 (1883) mit Hilfe der Abbildung auf einen 
Kegelschnitt, ferner von Jolles, Diss. Dresden 1883; W. Stahl, 
J. f. Math. 101, 73 (1887); Eberhardt, Ztschr. Math. wu. Phys. 
32, 65, 129 (1887); Griinwald, Wien. Sitzwngsber. 108, 1009 
(1899); Timerding, J. f. Math, 121, 188 (1900). 

Von jedem Punkt P der Kurve lassen sich an sie drei anderswo 
beriihrende Schmiegungsebenen legen: Cremona hat bewiesen, daB 
die Verbindungsebene der drei Beriihrungspunkte durch P geht und, 
wenn man P die Kurve durchlaufen lapt, einen Kegel 2. Grades B 
umhiillt (dessen Spitze wir mit O bezeichnen). Berzolari, Lomb. 
Ist. Rend, (2) 23, 96 (1890), 25, 950 (1892) hat bewiesen, dab 
das durch die Tangenten in den drei Berithrungspunkten bestimmte 
Hyperboloid die Kurve R, noch in zwei Punkten schneidet, die P 
in einer symmetrischen Korrespondenz (2, 2) entsprechen. 

Die Ebenen, welche A, in vier Punkten eines Kreises schneiden, 
umhiillen eine Fliche 4. Klasse, die von Sturm, Amn. di Mat. (2) 
4, 73 (1870) und Cremona, ebenda, S. 85, untersucht wurde. 

DaB drei Hauptsehnen existieren, die im Punkte O zusammen- 
laufen (Kanten des Haupttetraeders 7':§ 2), fanden Bertini, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 5, 622 (1872) und Laguerre, Nouv. Ann. (2) 11, 
319, 337, 418 (1872), 12, 55 (1873), Hwores IZ, p. 281, von 
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denen der erste dies benutzt hat, um die Parameterdarstellung der 
Kurve auf die folgende einfache Form zu bringen (die immer gilt, 
auBer wenn die Kurve eine Spitze hat): 


Usha the Wy Lk — 0 pe Ane eee hy 


wo a” eine fiir die Kurve charakteristische Konstante bedeutet. 
Die Bedingung dafiir, daB vier Punkte 1,, 2), 43, 44 von R, in 
einer Ebene liegen, lautet 


AyAgdgdg tt Agha + Aas +--+ +434, + a= 0. 


Es ergibt sich, da& O der dreifache Punkt und die Haupt- 
sehnen die Doppelgeraden der Steinerschen Fldche S bilden, auf 
der Ri, eine Haupttangentenkurve ist. 

Bertini erkannte ferner das Bestehen einer einstufigen In- 
volution J 4. Ordnung auf #,, in welcher die irgendeinem Punkte 
konjugierten Punkte die weiteren Schnitte von R, mit den aus dem 
Punkt die Hauptsehnen von FR, projizierenden Ebenen sind. Zu J 
gehéren die drei Gruppen W,, B, und S;, wihrend die sechs Dop- 
pelpunkte der Involution die Treffpunkte der Hauptsehnen sind. 

Formentheoretisch wurde die #, untersucht von Armenante, 
Giorn. di Mat. (1) 11, 221 (1873), 12, 250 (1874) und W. F. 
Meyer, Apolaritat und rationale Kurven, Tibingen 1883, 8. 19, 
180ff. Liefert die Gleichung w =O die Gruppe der Punkte W, 
und ist H die Hessesche Form der Form w, 7 ihre Kovariante 
6. Ordnung, i und 7 ihre quadratische und ihre kubische Invariante 
(Bd. I, 8. 363), so wird die Involution J durch w + 1H = 0 dar- 
gestellt, und lefern die Gleichungen H = 0, 31H — 2jw =O die 
Punkte B, und S, und 7’ = 0 die Schnittpunkte der Hauptsehnen. 
Die Bedingung dafiir, daB R, einen Doppelpunkt hat, wird j = 0; 
wird ¢ = 0,7 = 0, so hat R eine Spitze. Das Verschwinden von ¢ 
kennzeichnet eine Kurvengattung, die Bertini dquianharmonisch 
nannte und als Schnitt (auer der Doppellinie) einer kubischen 
Regelfliche mit einer ersten Polare bestimmte. Das identische Ver- 
schwinden von 7’ driickt die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir aus, dai die Tangenten von R, einem linearen Strahlen- 
komplex angehéren, d. h. R, von der 4. Klasse wird. 


Mit Hilfe der Oskulanten wurde R, untersucht von Bel- 
trami, Bologna Mem. (3) 10, 233 (1879), Opere IIT, Milano 1911, 
p. 168; Study, Leipzig. Ber. 38, 3 (1886); Jolles, Habilitations- 
schrift Aachen 1886; W. Stahl, a. a. O. und J. f. Math. 104, 
38 (1887). 
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Die kubischen Oskulanten oskulieren die stationiiren Ebenen «,, 
liegen auf der Tangentenfliche von 2, und haben mit R, jede einen 
Punkt, die zugehérige Tangente und die Schmiegungsebene gemein 
Thre Tangenten und Achsen liegen in dem tetraedralen Komplex K, 
dessen Haupttetraeder o, a, ws a, ist und dem die Tangenten der 
Kurve angehéren, ihre Schmiegungsebenen umhiillen die Steiner- 
sche Flache S. Zwei beliebige der Oskulanten werden durch R, 
projektiv aufeinander bezogen, indem zwei entsprechende Tan- 
genten in derselben Schmiegungsebene von R, liegen. 

Salmon (s. Salmon-Fiedler, Rawmgeom. IT, 8. 322) hatte 
bemerkt, daB in einem besonderen Koordinatensystem die Gleichung 
der Tangentenfliche einer 2, in die Gleichung der desmischen Fliche 
12. Ordnung 4. Klasse tibergeht (welche kollinear verwandt ist 
mit der Zentrafliche einer Fliche 2. Grades), wenn man die Punkt- 
koordinaten durch ihre Quadrate ersetzt. Diese Beziehung zwischen 
den beiden Flachen wurde von W. Stahl, J. f. Math. 101, 73 
(1887) geometrisch beleuchtet. Hs gibt cot Flaichen F, 2. Grades, 
fiir die a, a,0,a, ein Poltetraeder ist und der Punkt O zur Polare 
eine Schmiegungsebene von f, hat. Diese F, umhiillen eben eine 
desmische Fliche w,,, die Brennfliche yon drei Strahlensystemen 
6. Ordnung 2. Klasse, von denen zwei aus den Regelscharen der 
verschiedenen F’, bestehen und die dritte in dem tetraedralen Kom- 
plex A enthalten ist. Wenn man nun das Gebiisch der Flaichen 
2. Grades, die a, a,a,a, zum Poltetraeder haben, projektiv auf die 
Ebenen des Raumes bezieht, indem man jeder dieser Flachen die 
Polarebene von O beziiglich ihrer entsprechen liBt, so entspricht 
der Tangentenfliche von &, die Flache 7. 

Mit Hilfe spezieller Parameterdarstellungen wurde die Kurve 
aufs neue untersucht von R. A. Roberts, London M. 8. Proc. 14, 
22, 308 (1883), 17, 25 (1885) und von Rohn, Leipzig. Ber. 42, 
208 (1890), 48, 1 (1891), von denen der zweite vier Korrela- 
tionen angegeben hat, welche die Punkte und Schmiegungsebenen 
von &, den Schmiegungsebenen und Punkten von D, oder Rg zu- 
ordnen, ebenso die Realititsfragen gelist (vgl. auch Adler, a. a. O. 
und W. F. Meyer, Wiirttemberg. math. naturw. Mitt. 4,99 (1891)) 
und sie zur Konstruktion von Modellen benutzt hat (Math. Ver. 
1, 43 (1892), vgl. auch den Dyckschen Katalog mathematischer 
Modelle, Miinchen 1892, S. 269). 

Vom Standpunkt der darstellenden Geometrie finden sich die 
Kurven behandelt bei W. Fiedler, Die darstellende Gcometrie LI, 
Leipzig 1885, S. 451; Ch. Wiener, Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie, IT, Leipzig 1887, 8. 458. 
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W. F. Meyer, Math. Ann. 29, 447 (1887) hat die alge- 
braischen Prozesse entwickelt, welche mit der Erzeugung der Ry, 
mittels der Schnittpunkte entsprechender Schmiegungsebenen dreier 
projektiver rationaler Kurven verkniipft sind. 

In Verbindung mit der Theorie der Kombinanten und der 
Apolaritét wurde die R, untersucht von Berzolari, Ann. di Mat. 
(2) 20, 101 (1892). Dabei wurde gezeigt, dal in den Punkten W, 
ein Biischel von F', die R, beriihrt, fiir den das Haupttetraeder T 
ein Poltetraeder ist und dem der Kegel B, die Fldchen E und M, 
die durch die Kurve gehende Fliche H (der Ort ihrer Trisekanten) 
und die Fliche, die [nach einem Satze von Cremona, J. f. Math. 
63, 315 (1864)| die vier singuldren Kegelschnitte der Steiner- 
schen Fltche S enthdlt, angehiren. Zwei beliebige Flaichen des 
Biischels werden von allen Tangenten von f, in vier Punkten ge- 
troffen, die dasselbe Doppelverhiltnis haben, insbesondere ergibt 
sich, daB die Tangenten von R, allen Battaglinischen quadrati- 
schen Komplexen angehiren, die durch zwei Flachen festgelegt werden, 
welche in dem Biischel in der Involution einander zugeordnet sind, 
bei der H und E die Doppelelemente bilden. 

Mit den Kollineationen, welche die Kurve in sich tiberfiihren 
(fiir die allgemeine FR, sind dies nur die drei friiher, am Ende von 
§ 3, erwibnten gescharten Involutionen) haben sich beschiftigt 
Brambilla, Lomb. Ist. Rend. (2) 20, 780 (1887); Ciani, ebenda 
37, 341 (1904); ferner del Re, Torino Atti 22, 901 (1887), Na- 
poli Rend. (2) 1,167 (1887), 2, 37 (1888) mit weitergehenden 
Untersuchungen fiir den Fall einer R, mit zwei Wendepunkten. 

Den gréften Teil der bekannten Siitze tiber die allgemeine R, 
und ihre besonderen Fille hat auf geometrischem Wege Mar- 
letta, Ann. di Mat. (3) 8, 97 (1903) abgeleitet, indem er R, als 
die Projektion der Kurve 4. Ordnung im vierdimensionalen Raume 
ansah. 

Besondere Fille der R, hat auBer den angefiihrten Autoren 
u. a. behandelt Brambilla, Ven. Ist. Atti (6) 3, 1471 (1885), 
Napoli Rend. 24,279 (1885); die R, mit Doppelpunkt Em. Weyr, 
Math. Ann. 4, 243 (1871), Wien. Sitzeungsber. 75, 168 (1877), 
78, 891 (1879); W. Wirtinger, ebenda 98, 28 (1886); Zecca, 
Giorn. di Mat. (1) 25, 333 (1887); Brambilla, Lomb. Ist. Rend. 
(2) 17, 857 (1884), Napoli Atti (2) 9 (1898), Nr. 10; die R, mit 
Spitze Em. Weyr, Wien. Sitzwngsber. 71, 400 (1875), 78, 396 
(1879). Vgl. auch Salmon-Fiedler, Rawmgeom. II, 8. 134 ff. 
Die aquianharmonische R, fand Lie, Math. Ann. 14, 388 (1879) 
als Minimalkurven, deren Tangentenfliche dreimal durch den 
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Kugelkreis geht; die R, mit Wendepunkt Clebsch, J. f. Math. 67, 
1 (1867) und Cremona, Lomb. Ist. Rend. (1) 4, 15 (1867) als 
Haupttangentenkurven der besonderen Steinerschen Fliche, fir 
welche zwei der Doppelgeraden zusammenfallen. Fiir die R, mit 
zwei Wendepunkten, die auch dadurch charakterisiert werden, da 
ihre Tangenten einem linearen Komplexe angehiren, und welche 
die Haupttangentenkurven einer kubischen Regelfliche bilden 
(Kap. XXXIV, § 16), vgl. Cayley, Quart. J. 7, 105 (1865), 
Papers V, p.511; Cremona, Lomb. Ist. Rend. (2) 1, 199 (1868); 
Hm. Weyr, ebenda (2) 4, 144 (1871); Appell, C. R. 83, 1209 
(1876), Arch. Math. u. Phys. 62, 175 (1878); Lie, Math. Ann. 
14, 389 (1879); Frauenfelder, Diss. Ziirich 1903, Monatsh. f. 
Math. u. Phys. 15, 299 (1904); Michel, Nowv. Ann. (4) 7, 289 
(1907). Vgl. auch Salmon-Fiedler, Raumgecom. II, 8. 139. 

Wir wollen kurz die Haupteigenschaften angeben. 

Hat R, einen Doppelpunkt O, so existieren zwei Punkte A 
und B, aus denen die Kurve durch einen Kegel 2. Grades proji- 
ziert wird, den wir mit (A) bzw. (B) bezeichnen wollen. Die 
Tangenten in O schneiden die Gerade AB. Von den drei Haupt- 
sehnen ist eine die Schnittlinie r der Schmiegungsebene in O, die 
Treffpunkte der anderen beiden bilden die Ecken eines vollstiin- 
digen ebenen Vierecks, von dem zwei Diagonalpunkte A und B 
sind. Die Kurve wird in sich transformiert durch zwei involuto- 
rische perspektive Kollineationen (Homologien), deren Zentren A 
und B und deren Kollineationsebenen die Polarebenen @ und 
von A und B beziiglich (B) und (A) und auch beziiglich des Kegels 
2. Grades, der R, aus O projiziert, sind. Die doppelt beriihrende 
abwickelbare Fliche wird offenbar von den Tangentialebenen der 
Kegel (A) und (B) gebildet. Die Doppelkurve der Tangentenfliiche 
setzt sich aus zwei ebenen Kurven 3. Ordnung, die in « und 6 
liegen, zusammen, sie haben einen Wendepunkt in B oder A und 
eine Spitze in O, in der die Tangente fiir beide Kurven die Ge- 
rade r ist. 

Wird O eine Spitze, so fallen von den vier stationiiren Ebenen 
drei in eine einzige m zusammen, von der anderen wollen wir 
den Beriihrungspunkt mit O’ bezeichnen. Die Tangentenfliche 
(5. Ordnung 4. Klasse) hat einen Doppelkegelschnitt, der in der 
Ebene liegt, die aus 0’ die Rtickkehrtangente projiziert, derselbe 
Kegelschnitt beriihrt ’ in O’ und in O die Riickkehrtangente. Die 
Ebene des Kegelschnittes ist der Ort eines Punktes, von dem vier 
Schmiegungsebenen ausgehen, deren Beriihrungspunkte in einer 
Ebene liegen. 

Pascal, Repertorium II 2. 2. Aufl, 61 
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Eine diquianharmonische Kurve R, wird sowohl dadurch cha- 
rakterisiert, daB die vier Punkte W, in einer Ebene z liegen, als 
auch dadurch, daB sie mit den Punkten S, zusammenfallen. Die 
Doppelkurve der Tangentenfliiche reduziert sich auf einen drei- 
fachen Kegelschnitt in w. Dieser Kegelschnitt wird auch von den 
Ebenen umhiillt, die #, in iquianharmonischen Punkten schneiden, 
er geht durch die Punkte W, und bertihrt in ihnen die Spuren 
der stationiren Ebenen. &, und ihre doppelt berithrende abwickel- 
bare Flache sind reziproke Polaren beziiglich einer Fliche 2.Ordnung. 

Hat R, zwei Wendetangenten t,t, so ist die Tangentenfliche 
von der 4. Klasse und besitzt eine Knotenkurve 4. Ordnung, die 
t,t’ zu Wendetangenten hat mit denselben Beriihrungspunkten 
wie R,. Es existieren oc1 Hauptsehnen, diese bilden eine kubische 
Regelfliche, die auch der Ort aller Punkte ist, von denen vier 
Schmiegungsebenen in vier harmonischen Punkten ausgehen, und 
die Hiillfliche einer Ebene, welche R, in vier harmonischen Punk- 
ten schneidet. Die /,, die durch die Kurve geht, ist der Ort aller 
Punkte, von denen vier Schmiegungsebenen in vier iquianharmo- 
nischen Punkten ausgehen. Auch hier sind die Kurve und ihre 
doppelt beriihrende abwickelbare Fliche reziproke Polaren beziig- 
lich einer Fliche 2. Ordnung. 

Fiir die ersten beiden Falle und den letzten nimmt die Pa- 
rameterdarstellung der Kurve der Reihe nach folgende einfache 
Formen an: 

Git y i gs Hp D vA ek ie a hes 


Bi Meee eee de dd 
at ML ae ate aay Ghee Sart 
und die Bedingung, da vier Punkte d,, 4,, 43, 4, in einer Ebene 
liegen, wird der Reihe nach gegeben durch 
Ay dg dg hy = fe, 
Ay + dy + Ag+ dy= 0, 
Ay dg + Ay ag + Ayag tt Agdg + Agdy +t dgd, = 0. 


§ 4. Rationale Raumkurven fiinfter, sechster und 
siebenter Ordnung. 


Projektive Konstruktionen der rationalen R; (ebenso wie der 
rationalen und elliptischen R,) rithren her yon Chasles, GC. R. 
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538, 767 (1861), der die R; von der ersten oder zweiten Art 
nannte, je nachdem sie eine einzige oder unendlich viele Quadri- 
sekanten besitzen. Hine rationale F; 1aBt sich auch erzeugen als 
Ort der Schnittpunkte entsprechender Ebenen dreier projektiv 
einander zugeordneter Biischel, von denen, wenn R; von der ersten 
Art ist, in einem die einfachen Ebenen und in zweien die Ebenen- 
paare einer Involution, und wenn R, von der zweiten Art ist, in 
zweien die einfachen Ebenen und im dritten die Ebenentripel 
einer Tripelinvolution zu nehmen sind. 


Hine RF, 2. Art ist mithin auch der Restschnitt der yon ihren 
Quadrisekanten gebildeten F, mit einer geradlinigen F’,, die eine 
der Quadrisekanten zur dreifachen Geraden hat. 


Durch eine R, 1. Art gehen co’ kubische Regelfliichen, die 
einen Biischel bilden: sie haben zur gemeinsamen doppelten Leit- 
linie die Quadrisekante von F, und zu einfachen Leitlinien die 
Trisekanten von R,. Die Kurve lift sich deshalb als Restkurve 
zweier solcher F’; betrachten. In dem Biischel sind vier Cayley- 
sche Flichen enthalten. 


Die durch die R; gehenden F bilden ein homaloidisches 
System, das eine kubische Raumtransformation liefert, deren in- 
verse Transformation von derselben Art ist. 


Mit der allgemeineren rationalen #,, d. h. der erster Art, 
haben sich in geometrischer Behandlung beschiftigt R. Sturm, 
Synthetische Untersuchungen tiber Flachen 3. Ordnung, Leipzig 1867, 
Kap. V, bei der Untersuchung der verschiedenen Arten, auf die 
die Schnittkurve zweier F, zerfallen kann, und darauf Bertini, 
Collectanea math. in mem. D. Chelini, Milano 1881, p. 313. Beide 
haben gezeigt, da& zwischen den Trisekanten von R; und den 
Punkten der Quadrisekanten eine eindeutige Beziehung besteht, 
wobei jede Ebene, die durch einen Punkt der Quadrisekante geht, 
die Kurve und die entsprechende Trisekante in sechs Punkten 
eines Kegelschnitts trifft (s. § 1, i). 

Die Regelfliche der Trisekanten (8. Grades, mit der R, als 
dreifacher und der Quadrisekante als vierfacher Geraden) ist mithin 
rational, und Bertini hat ihre Abbildung auf die Ebene untersucht. 
Er hat auBerdem die die Kurve in fiinf Punkten treffenden Kegel- 
schnitte und die ebene Abbildung der Flache (Kap. XXXVI, § 8), 
die der Ort der durch einen Fixpunkt gehenden fiinffach treffenden 
Kegelschnitte ist, behandelt. 

Andere Arbeiten tiber die rationale 2, riihren her von Nug- 
teren, Diss. Groningen 1901, und Colpitis, Am. J. 29, 309 
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(1907), von denen der zweite auch viele Spezialfille betrachtet 
hat. Weitere Spezialfialle findet man behandelt bei Ciani, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 37, 341 (1904), 38, 442 (1905); Marletta, 
Rend. Cire. Mat. 19, 94 (1905), 21, 56 (1906); Berzolari, 
Lomb. Ist. Rend. (2) 38, 446 (1905). Einen metrischen Spezial- 
fall (eine R, mit einem dreifachen Punkte) untersuchte Schmitz, 
Diss. Miinchen 1887. 

Die allgemeine rationale R, und die mit 1, 2, 3, 4 Doppel- 
punkten hat Johannes, Diss. Tiibingen 1889, behandelt, indem 
er sie aus einem Kegelschnitt durch eine besondere kubische bi- 
rationale Transformation ableitete; die R, mit vier Doppelpunkten 
untersuchte analytisch Sauerbeck, Diss. Tiibingen 1889. 


Uber die sechs Quadrisekanten einer allgemeinen rationalen 
R,, welche das eine Sextupel einer Doppelsechs auf der einzigen 
durch die Kurve gehenden F bilden, vgl. Em. Weyr, Lomb. Ist. 
Rend. (2) 15, 250 (1882); F. Deruyts, Belg. Bull. (3) 35, 
421 (1898). 

Mit Hilfe der Oskulanten untersuchte die rationalen R;, R,, 
R, W. Stahl, J. f. Math. 104, 38 (1887), der die Punktgruppen 
der Fundamentalinvolution der Reihe nach auf eine kovariante 
kubische Raumkurve #,, auf eine kovariante F, und auf den 
ganzen Raum abbildete, derart, daB jeder Punkt im Bilde einer 
einzigen Punktgruppe angehért. Die zu der R, gehérende F’, ist 
der Ort der den co’ Oskulanten R, von R, zugeordneten R;, und 
ebenso gelangt man zu der Darstellung der Fundamentalinvolution 
auf A, durch die Punkte des Raumes, indem man die den Osku- 
lanten A, von R, zugeordneten F, betrachtet. 


Fiir die A; erhilt man auSerdem eine besondere Scharschar 
von Fl&chen 2. Klasse, durch welche die Beziehung zwischen R, 
und der kubischen Raumkurve R, vermittelt wird. 

Zu denselben Gebilden und anderen Higenschaften der R, ge- 
langte Berzolari, Rom. Acc. Lincei. Mem. (4) 7, 303 (1893) 
mit Hilfe der Kombinanten und auch (a. a. O., p. 328) durch eine 
Parameterdarstellung des laufenden Punktes vermittelst der dritten 
Derivierten einer Binarform 8. Ordnung. 

Uber die R; in Zusammenhang mit der Apolaritat vgl. auch 
Coble, Am. J. 31, 358 (1909). 

Die durch eine endliche Anzahl von Raumkollineationen in 
sich tibergehenden A; und R, hat Ciani, Lomb. Ist. Rend. (2) 3%, 
580 (1904), 39, 359 (1906) angegeben. 

Kine besondere, aber bemerkenswerte rationale R, fand 
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F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Leipzig 1884, S. 167 
und darauf Geiser, Vierteljahrsschr. Naturf. Ges. Ziirich 50, 306 
(1905) und Ciani, Rend. Circ. Mat. 21, 322 (1906) bei der 
Untersuchung der Konfiguration, die aus einem vollstiindigen Penta- 
eder entsteht. Nach Ciani sind sie und eine andere Kurve, 
welche mit ihr projektiv identisch ist, die einzigen irreduziblen 
rationalen R,, die beztiglich der alternierenden Untergruppe G,, 
(aber nicht der ganzen Gruppe G)) der das Pentaeder in sich 
tiberfiihrenden Kollineationen invariant sind; die Kurve besitzt 
auBerdem sechs Doppeltangenten und unendlich viele dreifach be- 
riihrende Ebenen. Ciani, Rend. Cire. Mat. 22, 287 (1906) hat 
auch bewiesen, daf abgesehen von dem Fall des Schnittes einer FP’, 
mit einem Kegel 2. Grades dies die einzige irreduzible Raum- 
kurve R, mit unendlich vielen dreifach beriihrenden Ebenen ist. 


§ 5. Rationale abwickelbare Flachen, insbesondere 
solche der sieben ersten Ordnungen. 


Die Abbildung der rationalen abwickelbaren Flichen auf die 
Ebene hat Clebsch, Math. Ann. 5, 16 (1872) als besonderen Fall 
der Abbildung der rationalen Regelfliichen untersucht. 

H. A. Schwarz, J. f. Math. 64, 1 (1865), Abh. IT, Berlin 
1890, 8. 8, hat die abwickelbaren Fldchen der ersten sieben Ord- 
nungen untersucht und gezeigt, daB sie alle rational sind. Fiir 
ihre Abbildung vgl. Lazzeri, Pisa Scuola norm. Ann. 3,79 (1883). 

Die abwickelbaren Flichen der drei ersten Ordnungen sind 
Kegel, die der 4. Ordnung haben zur Riickkehrkante eine kubische 
Raumkurve. 

Die der 5. Ordnung haben zur Riickkehrkante eine R, mit 
Spitze, d. h. den Schnitt zweier F,, die eine stationiire Beriih- 
rung haben. Sie wurden behandelt von Cayley, Cambr. Dublin 
Math. J. 5, 46, 152 (1850), Quart. J. 6, 108 (1864), Papers I, 
p. 486, 500, V, p. 267; Chasles, C. R. 64, 317, 418, 715 (1862); 
Cremona, ebenda 604. Die von Cremona nur ausgesprochenen 
Siitze wurden dann bewiesen von Dino, Giorn. di Mat. (1) 3, 
100, 133 (1865) analytisch und von d’ Ovidio, ebenda 107, 184, 
214 geometrisch. 

Die abwickelbaren Flachen 6. und 7. Ordnung wurden zum 
Teil bereits von Cayley und Chasles, a.a. 0. und von Sal- 
mon, Cambr. Dublin Math. J. 5, 23 (1850) betrachtet, vollstiindig 
bestimmt wurden die der 6. Ordnung von Chasles, C. R. 54, 718 
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(1862), die der 7. Ordnung von Schwarz, a.a.O. Fiir die der 
6. Ordnung vgl. noch Cayley, Phil. Mag. (4) 27, 437 (1864), 
Quart. J.%7, 105 (1866), 9, 129, 373 (1868), Ann. di Mat. (2) 
2, 99, 219 (1868), Cambr. Phil. Trans. 11°, 507 (1871), Papers V, 
p. 135, 511, VJ, p. 87, VI, p.116, 118, 99 und auferdem fiir die 
Konstruktion eines Modelles Quart. J. 14, 229, 235 (1877), 
Papers X, p. 68, 73. 

Von den abwickelbaren Flachen 6. Ordnung liegt die Rtick- 
kehrkante auf einer F,, sie sind von drei Arten, je nachdem die 
Riickkehrkante eine allgemeine f,, eine Rk, mit zwei stationaren 
Ebenen und zwei Spitzen oder eine A, mit vier Spitzen ist. 

Die abwickelbaren Flichen 7. Ordnung bilden auch drei Arten, 
je nachdem die Riickkehrkante eine #, mit fiinf stationiren Ebenen 
und einer Spitze, eine R, mit drei stationiren Ebenen und drei 
Spitzen oder eine R, mit einer stationiren Ebene und finf 
Spitzen ist. 

Uber das Vorstehende vgl. auch Salmon-Fiedler, Rawm- 
geom. IT, 8. 135 ff. 


§ 6. Die Raumkurven fiinfter Ordnung von den 
Geschlechtern p=1 und p=2. 


Mit den R} haben sich besonders Em. Weyr, Wien. Sitzungs- 
ber. 90, 206 (1884), 92, 498 (1885), 97, 592 (1888) und Monte- 
sano, Napoli Rend. (2) 2, 181 (1888) beschiftigt, von denen der 
erste hauptsichlich die auf der Kurve enthaltenen Involutionen 
untersucht hat. Beide haben erkannt, daB die Rj einen linearen 
Strahlenkomplex I’ festlegt, fiir den jeder Punkt von R} zur Null- 
ebene die durch die zwei von ihm ausgehenden Trisekanten be- 
stimmte Ebene hat. Es gehéren so dem Komplex alle Trisekanten 
von Ri an (die eine elliptische Regelfliche 5. Ordnung bilden), und 
beztiglich des Komplexes sind immer zwei Gerade konjugiert, welche 
dieselben fiinf Trisekanten von RF; treffea und mithin mit R} auf 
derselben /’, liegen. Aus einer hieraus sich ergebenden perspektiven 
eindeutigen Abbildung der Strahlen von I" auf die Punkte des 
Raumes hat Montesano einige Siitze iiber die Kegelschnitte, 
die A} in fiinf Punkten schneiden, abgeleitet, insbesondere, daB 
jeder solche Kegelschnitt durch den Nullpunkt seiner Ebene bezitig- 
lich I’ hindurchgeht. . 


Durch zwei elliptische Raumkurven 5. Ordnung, deren Trise- 
kanten demselben nicht speziellen linearen Komplex I’ angehéren, 
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wird die allgemeinste birationale Raumtransformation festgelegt, 
bei der jeder Strahl von I’ ein einziges Paar entsprechender Punkte 
enthalt (sie ist wie ihre Umkehrung von der 6. Ordnung). Hs gibt 
co Ri, deren Trisekanten einem gegebenen linearen Strahlenkom- 
ae pugelGxen, und zwei belichige von ihnen liegen auf derselben 
Fliche 4. Ordnung, welche dann einen Biischel von ibnen enthilt. 
Damit von zwei FR; die Trisekanten demselben linearen Strahlenkom- 
plex angehéren, ist notwendig und hinreichend, daB8 sie auf der- 
selben F', liegen und auf dieser korresidual sind. Vgl. Monte- 
sano, a. a. QO. und Pieri, Rend. Circ. Mat. 6, 235 (1892), von 
denen der zweite alle birationalen Transformationen des Raumes 
bestimmt hat, die einen speziellen linearen Komplex liefern. 

Uber die Ris. noch London, Math. Ann. 45, 545 (1894); 
J. de Vries, Aimster dein Verslagen (4) 8, 451 (1898); Col- 
pitts, Am. ‘ 29, 309 (1907); Marietta. Catania Acc. Gio- 
enia Atti (5) 1, 1908, Nr. XIV, von denen der dritte auch auf die 
R2 zu sprechen kommt. 

Eine R hegt auf einer F,, und auf dieser bestimmen die 
Regelstrahlen der einen Regelschar eine Involution 2. Grades mit 
sechs Doppelpunkten. Einige Higenschaften dieser Involution fand 
auf geometrischem Wege Caporali, Rom. Acc. Lincei Mem. (3) 
2, 749 (1878), Memorie di Geom., Napoli 1888, p. 54, der die R? 
als Fundamentalkurve bei der eindeutigen Abbildung eines all- 
gemeinen quadratischen Strahlenkomplexes auf die Punkte des 
Raumes erhielt. Es ergibt sich u. a., daB zwei gegentiberliegende 
Seitenflachen des durch die vier von einem Punkte ausgehenden 
Sehnen gebildeten Vierkants die Kurve auferdem in zwei konju- 
gierten Punkten der Involution schneiden. Vgl. auch R. Sturm, 
Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie III, Leipzig 
1896, S. 272 ff. 

Bei dieser Abbildung entspricht der Gruppe der 32 involu- 
torischen linearen Verwandtschaften (die Identitét einbegriften), 
welche den Komplex in sich transformieren, eine Gruppe von 32 
involutorischen birationalen Transformationen des Raumes, von 
denen eine die Identitét ist und die 31 tibrigen vom 3. Grade 
sind und die R2 zur Fundamentalkurve haben. Umgekehrt bestimmt 
die R? die Gaye vollstiindig. 8. dartiber Montesano! Veneto 
Istit. “Atti (6) 6, 1425 (1887). 

Besonders in Beziehung 2u den Abelschen Funktionen wurde 
die R? noch untersucht von Timerding, J. f. Math. 128, 284 
(1901). 
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§ 7. Die Raumkurven sechster Ordnung der Geschlechter 
p=Il, 2, 3, 4. 


Kine Rj besitzt drei Quadrisekanten 4, dy, 4s- Konstruktionen 
der Kurve aus gegebenen Elementen, z. B. aus q,, qo, qs und sechs 
Punkten hat Petot, C. R. 102, 805 (1886), Ann. éc. norm. (3) 
5, suppl. (1888) angefiibrt. 

Die FR} bildet zusammen mit q,, 4,4, die Grundkurve eines 
Biischels von F,. Em. Weyr, Wien. Sitzwngsber. 99, 932 (1890), 
100, 457 (1891) hat bewiesen, da8 auBer den 12 F, des Biischels, 
relok in den Schnittpunkten der Kurve mit 4,, qd, 4, je elmen 
Doppelpunkt haben, in dem Biischel noch acht Flichen mit Dop- 
pelpunkt existieren, und daB yon diesen Doppelpunkten vier auf 
dem durch q,, q, ¢3 bestimmten Hyperboloid legen, wiahrend die 
anderen vier, S,, S,, S;, S,, die nicht auf dem Hyperboloid legen, 
durch die Higenschaft gekennzeichnet sind, da jeder der Schnitt- 
punkt von drei Trisekanten der Rj ist. 

London, Math. Ann. 45, 545 (1894) hat die Kurve als Ort 
der Schnittpunkte entsprechender Ebenen von drei miteinander 
durch zwei trilineare Beziehungen verkniipften Ebenenbiischeln 
untersucht. Die vier Hauptpunkte S; werden dann bestimmt durch 
die vier singuliren trilinearen Beziehungen des durch jene zwei 
festgelegten Biischels von solchen Beziehungen. 

Nach einem Satz von Rosanes, J. f. Math. 88, 270 (1880) 
gibt es bei drei trilinearen Korrespondenzen sechs gemeinsame 
Elementetripel, die assoziiert heiBen, weil sie die Eigenschaft haben, 
da8 alle trilinearen Korrespondenzen, die fiinf von ihnen enthalten, 
auch die letzte enthalten. London sagt nun, daB sechs Punkte 
von Rj assoziiert sind, wenn die sechs Ebenentripel, die sie aus 
91> %> Y3 projizieren, ein assoziiertes System bilden, und beweist, 
da, wenn man fiinf von ihnen willkirlich annimmt, das letzte be- 
stimmt ist. Die Betrachtung solcher Systeme ist von Wichtigkeit 
fiir die Untersuchung der Punktinvolutionen auf Ri}. 

London zeigt noch, daB durch die Ri vier Steinersche Fla- 
chen gehen, die zu dreifachen Punkten die Punkte S, und zu Dop- 
pellinien die von ihnen ausgehenden Trisekanten haben, auBerdem 
da Ri 16 dreifach beriihrende Ebenen besitzt, welche die Doppel- 
ebenen der angefiihrten Steinerschen Flachen bilden. Zu diesen 
Steinerschen Flichen gelangten auch Rosati, Lomb. Ist. Rend. 
(2) 35, 407 (1902); Veneroni, ebenda (2) 38, 523 (1905); 
Marletta, Catania Acc. Gioenia Atti (5) 1, 1908, Nr. XIV, mit 
Hilfe der heraae 
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_ Die besonderen Higenschaften der R? sind noch wenig unter- 
sucht. Fano, Lomb. Ist. Rend. (2) 39, 1071 (1906) und Severi, 
Rend. Circ. Mat. 30, 265 (1910) haben die allgemeinste durch 
eine Rj gehende Flache 4. Ordnung behandelt (vgl. 8. 779). Der 
erste bewies, daB es eine unendliche diskontinuierliche Gruppe von 
birationalen Transformationen gibt, welche eine solche Fliche in 
sich tiberfiihren; der zweite hat alle auf der Fliche liegenden 
Kurven bestimmt und bewiesen, daB die Fliche weder rationale 
noch elliptische von mehrfachen Punkten freie Kurven enthilt. 
Die vollstindige Untersuchung der erwihnten Gruppe hat Severi 
durch Benutzung zahlentheoretischer Sitze erledigt. 

Vgl. noch Snyder, Amer. Math. Soc. Trans. 11, 15 (1910). 

Eine besondere, sechs Punkte des Kugelkreises enthaltene Rj 
hat Stuyvaert, C. R. 147, 232 (1908), Amsterdam Verslagen (4) 
17, 346 (1908), Géiorn. di Mat. (3) 3, 67 (1912) behandelt. 

Die R} ist der Restschnitt zweier durch eine kubische Raum- 
_ kurve gehenden kubischen Flachen, und wurde zuerst bei der Unter- 
suchung der kubischen birationalen Transformation des Raumes, 
die durch drei bilineare Gleichungen festgelegt wird, behandelt 
(vgl. Kap. XXXVII, § 4). Es bildet dabei eine A? die Funda- 
mentalkurve in dem urspriinglichen und in dem transformierten 
Raum. Die Kurve la8t sich auch auf unendlich viele Arten als Ort 
der Punkte erzeugen, durch die vier entsprechende EKbenen von vier 
kollinearen Biindeln gehen, und auch als Ort der Punkte, in denen 
die Achsen entsprechender Ebenenbiischel dreier kollinearer rium- 
licher Ebenensysteme zusammenlaufen. Die erste dieser Erzeugungen 
findet sich schon bei R. Sturm, Synthetische Untersuchungen iiber 
Flichen 3. Ordnung, Leipzig 1867, 8. 204. 

Mit Hilfe dieser Erzeugungsweise wurde die Kurve weiter 
untersucht von F. Schur, Math. Ann. 18, 1 (1881) und von 
Reye, J. f. Math. 104, 211 (1889) (vgl. auch Reye, Geometrie 
der Lage, 3. Abt. 4. Aufl., Leipzig 1910, 8. 143 ff. und R. Sturm, 
Die Lehre von den geom. Verwandtsch. ITT, Leipzig 1909, 8. 549); 
diese haben die ganzen linearen Systeme 3. und 2. Stufe von kol- 
linearen Ebenenbtindeln und Ebenenriumen, welche die Kurve 
liefern, betrachtet. Schur hat daraus u. a. die Existenz gewisser 
Punktquadrupel auf der Kurve abgeleitet, die eine Involution J 
4. Ordnung 2. Stufe bilden. Diese Quadrupel werden gebildet von 
den Doppelpunkten zweier beliebiger Riume des erzeugenden 
Biindels kollinearer Raume: zwei beliebige Punkte von RF? gehéren 
einer einzigen Punktgruppe an, ein Punkt oot Gruppen. Jedes 
Tripel, das mit einem gegebenen Kurvenpunkt zusammen eines 
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der Quadrupel bildet, liegt in einer Ebene, die durch eine bestimmte 
Trisekante hindurchgeht, und die Trisekanten werden derart in 
eindeutiger Weise den Punkten der Kurve zugeordnet. Die Zuordnung 
148+ sich auch so formulieren, da8 die von einem Punkte der Kurve 
ausgehenden Trisekanten die Kanten eines Dreikants bilden, von 
dem jede Seitenfliche die Kurve auBerdem in einem Punkte 
schneidet, fiir welchen die zugehérige Trisekante die gegentiber- 
liegende Kante des Dreikants ist. 

Diese Higenschaften hat Montesano, Lomb. Ist. Rend. (2) 
25, 795 (1892) aufs neue abgeleitet, indem er die 23 als Funda- 
mentalkurve der eindeutigen perspektiven Abbildung eines tetra- 
edralen Strahlenkomplexes auf den Punktraum betrachtete. 


Schur hat auch die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafiir angegeben, daB das Gebiisch der kollinearen Biindel 
oder der Biindel der kollinearen Riume, welche die FR} erzeugen, 
sich als das Gebiisch der Polarbiindel einer Ebene z in bezug auf 
die Flachen 2. Ordnung eines Gebiisches G oder als der Biindel 
der Polarensysteme der Punkte des Raumes in bezug auf die Flachen 
2. Ordnung eines Biindels betrachten lassen. Im ersten Falle ist 
die Ri der Ort der Punkte, welche Punkten von x beziiglich aller 
Flachen von G konjugiert sind (diese Punkte erfiillen in 7 eine 
Kurve 4. Ordnung). Die zu erfiillende Bedingung besteht dann darin, 
daB die Ri von m in den Ecken eines vollstindigen Vierseits ge- 
troffen wird; wenn sie erfiillt ist, gibt es co* Gebtische G, und 
die Schnittlinien der zehn Ebenenpaare, die jedes von ihnen enthilt, 
werden Trisekanten von R}. Diese besondere R? hat die Konstan- 
tenzahl 23 (statt 24 wie die allgemeine). 


Im zweiten Falle ist R% die Kernkurve eines F,-Biindels, — 
d. h. der Ort der Spitzen der in dem Biindel enthaltenen Kegel. 
Die Bedingung hierftir besteht darin, daB irgend zwei Quadrupel 
der Involution J acht assoziierte Punkte bilden. In der kubischen 
Transformation (die offenbar involutorisch ist) entsprechen sich 
die beztiglich aller Flichen 2. Ordnung des Biindels konjugierten 
Punkte (so da die zugehdrigen bilinearen Gleichungen symme- 
trisch werden). Diese besondere R? hat die Konstantenzahl 21. 

Wenn die beiden vorstehenden Bedingungen gleichzeitig er- 
fillt sind, findet man eine RA} mit der Konstantenzahl 20, welche 
die Kernkurve des Biindels der Polarflichen aller Punkte einer 
Ebene beztiglich einer Fliche 3. Ordnung bilden. 


Der zweite der genannten beiden Fille war schon von Mag- 
nus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsitzen aus der analyti- 
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schen Geometrie des Raumes, Berlin 1837, § 75, 76, 83 und darauf 
von Hesse, J. f. Math. 49, 279 (1855), Werke, 8. 845 bei seinen 
_ Untersuchungen iither die Doppeltangenten einer ebenen Kurve 
4, Ordnung, ferner von vielen anderen untersucht worden; vgl. be- 
sonders Steiner, J f. Math. 53, 133 (1857), Werke IT, S. 649; 
Geiser, J. f. Math. 69, 197 (1868); R. Sturm, Synth. Unters. 
iib. Fldchen 3. Ordnung, Leipzig 1867, 8. 28ff., J. f. Math. 70, 
212 (1869); Reye, Die Geometrie der Lage, 4. Aufl. 3. Abt., 
Leipzig 1910, 8.134 ff; Montesano, Zorino Atti 27,1053 (1892), 
Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 1°, 77 (1892), Bologna Mem. (5) 3, 
549 (1893); in der letztgenannten Arbeit wird die Kurve insbe- 
sondere in Beziehung zu dem kubischen Komplex aller Regelstrahlen 
der I’, des Biindels betrachtet. 

Als Ort der singuliiren’Punkte einer der sechs linearen Kon- 
gruenzen von kubischen Raumkurven wurde die R? von Stuy- 
vaert, Belgique Bull. 1907, p. 470 untersucht. 

Die Fé, welche den vollstindigen Schnitt einer I, mit ciner F, 
bildet, ist die Normalkurve der p (Bd. IL’, 8. 318) fiir p = 4 und 
als solche besonders von Clebsch, J. f. Math. 63, 237 (1864) 
untersucht worden, der fiir sie mit Hilfe des Abelschen Theorems 
die Schnittpunktprobleme und das Problem der Berithrungsfliichen 
behandelt hat. Die Kurve besitzt 120 dreifach bertihrende Ebenen. 
Es gibt 255 Systeme von F’,, welche die Kurve in sechs ver- 
schiedenen Punkten berihren, und die Beriihrungspunkte zweier I, 
desselben Systems liegen wieder auf einer /,. In jedem dieser 
Systeme sind 28 Flachen enthalten, welche in zwei dreifach be- 
riihrende Ebenen zerfallen, und die 12 Bertihrungspunkte zweier 
solcher Ebenenpaare liegen auf einer R}. Solche Rj gibt es 32130. 
Es gibt ferner 3° = 6561 Kurven R{, welche mit Rg in vier ver- 
schiedenen Punkten eine dreipunktige Bertihrung haben; jede F,, 
welche durch die Beriihrungspunkte von zweien dieser Rj hin- 
durchgeht, trifft R§ auBerdem in den Bertihrungspunkten einer 
dritten Beriihrungskurve. 

Uber die Konfiguration der 120 dreifach berithrenden Ebenen 
und ihrer Beriihrungspunkte vgl. Pascal, Ann. di Mat. (2) 20, 
163 (1892), Rom. Acc. Lincei Rend. (5) 21, 120, 204, 239 (1893), 
welcher eine geometrische Darstellung der ungeraden Charakte- 
ristiken fiir p = 4 und ihre Substitutionsgruppen (vgl. Brill- 
Noether, Math. Ver. 3, 471 ff. (1895)) mit Hilfe der Ebenen, die 
je drei von zehn Punkten des Raumes enthalten, benutzt. 

Die gleichen Aufgaben fiir die dreifach beriihrenden reellen 
Ebenen, die eine reelle Rt in den verschiedenen méglichen Fallen 
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besitzen kann, fallen unter die allgemeinen Aufgaben, welche fiir 
beliebiges p von F. Klein, Math. Ann. 42, 1 (1893) gelést wurden 
(Bd. II’, 8. 305), und wurden von Klein, Riemannsche Flichen 
(lith.) IL, Gottingen 1892, 8. 151, und mit Hilfe der vorstehenden 
Methode von Pascal, Lomb. Ist. Rend. (2) 38, 579 (1905) be- 
handelt. Vgl. auch Comessatti, Math. Ann. 73, 48 (1913). 

Die gleiche Kurve fanden Caporali, Rom. Ace. LTincei Mem. 
(3) 2, 769 (1878), Memorie di Geom., Napoli 1888, p. 84 und 
vollstindiger Montesano, Lomb. Ist. Rend. (2) 25, 795 (1892) 
bei der eindeutigen Abbildung der allgemeinen quadratischen 
Strahlenkomplexes auf den Punktraum als Ort der Punkte, welche 
auf den ihnen entsprechenden Geraden liegen. Diese Kurve und 
die R2, welche bei der Abbildung die Fundamentalkurve bildet, 
haben neun Punkte gemein und bilden zusammen eine Ausartung 
der Ri4, von der wir in§ 1 (8S. 941) bei Gelegenheit der involutori- 
schen Transformationen, welche einen tetraedralen Komplex liefern, 
gesprochen haben. Im vorliegenden Fall sind in der Involution zwei 
Punkte einander konjugiert, welche in jeder einzelnen Ebene des 
Raumes die Bilder zweier Geraden des Komplexes, die in der Ebene 
selbst liegen, bilden (Montesano). 

Uber die Rt vgl. noch Roth, Monatsh. Math. Phys. 22, 64 
(1911); in oe ne die Gruppe Se 120 Kollineationen, die die 
Kurve in sich iiberfulren: s. Fricke, Acta math. 17%, 366 (1893). 


Kapitel XXXVI. 


Rationale Transformationen des Raumes. 
Von H. E. Timerding in Braunschweig. 


§ 1. Rationale Transformationen des Raumes im 
allgemeinen. 


Bei einer rationalen Transformation des Raumes gehen die 
Ebenen tiber in die algebraischen Flichen eines linearen Systems 
3. Stufe, eines Fldchengebiischs oder Flichenkomplexes. Sind x,, Be, 
#3, 2, die Koordinaten eines Punktes vor der Transformation, y,, 
Y2> Yap Ya die Koordinaten des transformierten Punktes, so wird 


(1) Uy > Lyi Uys Hy—= My? Po? Pz? Pa, 


WO 1, Po, P3, Y, homogene Funktionen einer gewissen Ordnung » 


VON Ys, Yo, Y3» Y, bedeuten. 
Ist v der Grad des Flachengebiischs 


(2) Uy Py + Ug Pe + Ug 3 + Ug Py = O 


im Raum (y), das den Ebenen des Raumes (%) zugeordnet ist, 
d. h. die Anzahl der verinderlichen Schnittpunkte von drei Fli- 
chen des Gebiischs (s. S. 668), so entspricht jedem Punkte des 
Raumes (y) ein Punkt des Raumes (x), aber umgekehrt sind jedem 
Punkt des Raumes (~) v Punkte des Raumes (y) zugeordnet. Nur 
wenn der Grad v = 1, das Flachengebiisch also homaloidisch wird, 
ist die Beziehung der beiden Riiume wechselweise eindeutig, wir 
sprechen dann von einer birationalen (oder Cremonaschen) Zrans- 
formation des Raumes. In diesem Falle wird auch 


(3) Yy 2 Yo? U3? Ys Wr? Voi Wzi We, 


wenn W,, We, V3, YW, ganze homogene Funktionen einer Ordnung m 
VON %,, Zp, U3, #4, bezeichnen. Die birationale Transformation kann 
durch die Charakteristik (7, m) gekennzeichnet werden; m und m 
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sind nicht nur die Ordnungen der Flichen, die den Ebenen des 
einen Raumes im anderen Raume entsprechen, es entspricht auch 
einer Geraden des Raumes (y), weil sie von den Flachen des Fla- 
chengebiisches (m) in m Punkten getroffen wird, eine rationale 
Kurve 8 n‘* Ordnung im Raume (#), und umgekehrt einer Geraden 
des Raumes (a) eine rationale Kurve 2 m‘** Ordnung im Raume (y). 
Diese Kurven miissen die Higenschaft haben, da® von ihren m-m 
Schnittpunkten mit den Flichen des Gebiisches, das zu demselben 
Raum gehort, alle bis auf einen in die Grundelemente des Ge- 
biuisches fallen. 

Greift man aus dem Gebiisch (p) im Raum (y) eine Fliiche p 
heraus, so wird diese auf eine Ebene x des Raumes (x) eindeutig 
abgebildet. Den ebenen Schnittkurven der Flache entsprechen die 
Kurven m‘** Ordnung eines linearen Komplexes, von dem zwei 
allgemeine Kurven  veriinderliche Schnittpuukte haben. Hat der 
Kurvenkomplex o, i-fache Grundpunkte (i = 1, 2, 3,...m — 1), 
so wird demnach 


(4) m? — 25,0 =n. 


Die Kurven des Komplexes sind selbst die Schnittkurven der 
Ebene x mit den Flaichen wy des Raumes (x), die den Ebenen des 
Raumes (y) entsprechen. Die ebenen Schnittkurven der Flichen 
und w haben dasselbe Geschlecht, weil sie paarweise eindeutig 
aufeinander bezogen sind. Dieses Geschlecht heiBt nach Loria, 
Lomb. Ist, Rend. (2) 238, 824 (1890), der daran eine Klassifi- 
kation der birationalen Transformationen ankniipfte, das Ge- 
schlecht der birationalen Transformation. 

Jedem der 7-fachen Grundpunkte entspricht auf @ eine ratio- 
nale Kurve i** Ordnung C,, die auch zu der Jacobischen Flache 
des Gebtisches gehdrt. Die o, i-fachen Grundpunkte sind aber die 
Schnittpunkte der Ebene wz mit einer i-fachen Grundkurve von 
der Ordnung 6, des Flichengebiischs (wy). Jedem Pumnkte einer 
Grundkurve im Raume (x), der i-fach fiir alle Fliichen des Ge- 
biischs (a) ist, entspricht demnach eine rationale Kurve von der 
Ordnung i, deren geometrischer Ort einen Teil der Jacobischen 
Fldche des Gebiischs (g) bildet. 

Nach einem Satz auf 8. 682 muB eine i-fache Grundkurve 
des Gebiischs (wy), wenn sie von den Kurven S, die im Raum (@) 
den Geraden des Raumes (y) entsprechen, getroffen wird, fiir die 
Jacobische Flache des Gebiischs (44 — 1)-fach sein, dagegen ist 
sie fiir diese Fliiche 47-fach, wenn sie von den Kurven S nicht 
getroffen wird. 
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Nach einem anderen Satz, der ebenfalls auf S. 682 steht, 
muf jeder Grundpunkt im Raume (x), der fiir die Flichen des 
Gebiisches (w) J-fach ist, fiir die Jacobische Flache (47 — 2)- 
fach sein. 

Kiner Grundkurve im Raum (a), die von den Kurven S nicht 
getroffen wird, ist eine Grundkurve im Raume (y) derart zugeord- 
net, dafS jedem Punkte der einen Kurve alle Punkte der anderen 
Kurve entsprechen. Die Beziehung zwischen den beiden Kurven 
ist durchaus wechselseitig. Ist die erste Kurve i-fach ftir die Fla- 
chen y und von der Ordnung i’, so ist die zweite Kurve i’-fach 
fiir die Fliichen g und von der Ordnung i. 

Hiner allgemeinen Grundkurve C,, der Ordnung r des Raumes 
(a), die fiir die Flichen w i-fach ist, entspricht im Raume (y) 
eine Fliiche, die einen Teil der Jacobischen Fliche bildet und 
jede Flache » aufer in Grundkurven des Raumes (y) inv Kurven der 
Ordnung 7 schneidet; diese letzteren entsprechen den Punkten, in 
welchen die Grundkurve C,, von der der Fliche m entsprechenden 
Ebene des Raumes (x) geschnitten wird. Hingegen hat der Teil 
der Jacobischen Fliche, der einem Grundpunkt O des Raumes (x) 
entspricht, mit einer beliebigen Fliche m auBer den Grundkurven 
des Raumes (y) keine Punkte gemein. 


Bei der birationalen Transformation des Raumes wird jede 
der Flachen m und jede der Flichen yw auf eine Ebene abgebildet. 
Umgekehrt ist es leicht, wenn eine Fliche g,—= 0 auf eine Ebene 
abgebildet ist, eine Raumtransformation zu finden, bei der g, der 
Ebene x entspricht. Man nehme die homaloidischen F lichen, welche 
dieselben mehrfachen Punkte und Linien besitzen wie g,. Die 
Schnittkurven dieser Flachen mit g, liefern in w als Bilder ein 
Kurvensystem &. Man bestimme nun in m ein homaloidisches 
Netz von Kurven K, die mit einer festen (im allgemeinen redu- 
zibeln) Kurve L zusammen je eine Kurve des Systems & bilden. 
Dann bestimmen irgend drei Kurven K,, K,, K; des Netzes, die 
keinem Biischel angehéren, die Schnittkurven dreier Flichen 


%=0, o%=9, 9 =9 


mit y,= 0, und die vier Flichen g,, 2, 93, 4 legen ein homa- 
loidisches Flichengebtisch fest, das eine birationale Raumtrans- 
formation bestimmt. Man sieht, daB man auf diese Weise alle 
Raumtransformationen erhalten kann, bei denen gy, einer Ebene 
entspricht, 

Auf die birationalen Raumtransformationen kam, ausgehend 
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von den Arbeiten Cremonas tiber die birationalen Ebenentrans- 
formationen, zuerst Gayley, Proc. Lund. Math. Soc. 3, 171 (1870) 
und kurz darauf Noether, Math. Ann. 3, 547 (1871), vgl. ebenda 
2, 293 (1870), 4, 213 (1872), 8, 495 (1875), Ann. di Mat. (2) 
5, 163 (1878), fast genau gleichzeitig behandelte sie auch Cre- 
mona, Géttinger Nachrichten 1871, 129, Ist. Lomb. Rend. (2) 4, 
269, 315 (1871), Math. Ann. 4, 213 (1871) und Annali di Mat. 
(2) 5, 131 (1873). Eine merkwiirdige besondere Transformation 
(5,6) behandelte Cremona, Lond. Math. Soc. Proc. 15, 242 
(1884). S. weiter Reye, J. f. Math. 94, 312 (1883); Pannelli, 
Rom. Acc. Line. Rend. (5) 19, 449 (1909). 

Vgl. Salmon-Fiedler, Anal. Geom. des Rawmes ITI (3. Aufl. 
1880), S. 545ff.; R. Sturm, Die Lehre v. d. geom. Verwandtsch. IV, 
Leipzig 1909, 8. 339ff.; K. Doehlemann, Geometrische Trans- 
formationen LI, Leipzig 1908, Il. Abschnitt. 

Die nihere Bestimmung der homaloidischen Flaichengebiische, 
welche die birationalen Transformationen begriinden, hat sich 
Beloch, Ann. di Mat. (3) 16, 27 (1909) zum Ziel gesetzt. Es 
ergibt sich, daB, wenn die Ordnung der Flichen » = 4k + 9 
(o = 0, 1, 2,3) ist, entweder eine Basiskurve von einer Multi- 
plizitit i >k + 1 und einer Ordnung < 15 vorhanden ist oder 
ein Basispunkt von einer Multiplizitit « >2k-+ 0 + 1. Ausgenom- 
men ist dabei nur, wenn 9g > 0, das Auftreten mehrerer Basis- 
punkte von bestimmten Multiplizitiiten > 2k -+ 1. 

Die durch eine birationale Transformation des Raumes (z. B. 
als Verbindungslinien entsprechender Punkte) bestimmten Strahlen- 
komplexe untersuchte allgemein Pannelli, Giorn. di Mat. 27, 
245 (1890). Die birationalen Transformationen mit gegebenem 
Komplex der Verbindungslinien entsprechender Punkte behandelte 
z. B. fiir den Fall eines tetraedralen Komplexes Montesano, 
Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 51, 497 (1889), fir den Fall eines 
speziellen linearen Komplexes Pieri, Rend. Circ. mat. 6, 254 
(1892), fir den Fall eines Hirstschen Komplexes Pieri, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 25, 1037 (1892), fiir den Fall, daB die Verbindungs- 
linien einen Kegelschnitt treffen, Pieri, Rend. Circ. mat. 7, 296 
(1893), fiir den Fall, daB sie eine kubische Raumkurve treffen, 
Caldarera, Rend. Circ. mat. 18, 205 (1904). Montesano, 
Lomb. Ist. Rend. (2) 25, 795 (1892) hat bewiesen, daB ein all- 
gemeiner quadratischer Strahlenkomplex nicht auf die angegebene 
Weise durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte gebildet 
werden kann. 

Die kontinuierlichen Gruppen von birationalen Transforma- 
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tionen des Raumes behandelten Enriques und Fano, Amn. di 
Mat. (2) 26, 59 (1897), indem sie sie auf Gruppen von Kolli- 
neationen und Inversionen reduzierten, ferner 8. Kantor, Acta 
math. 21, 1 (1897); Fano, Torino Atti 38, 480 (1898), Monatsh. 
f. Math. 9, 17 (1898), Verh. des I. Math.-Kongresses 1897, I, 
254, Torino Mem. (2) 48, 221 (1898), Torino Atti 38, 480 (1898), 
Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 7, 302, 332 (1898), Rend. Circ. Mat. 
10, 1, 16 (1896), 11, 240 (1897). Es ergeben sich neun typische 
primitive Gruppen, von denen acht aus den bereits von Lie, 
Theorie der Transformationsgruppen, III, Leipzig 1898, 8. 139f. 
gefundenen hervorgehen. Fano zeigte, daB jede endliche konti- 
nuierliche Gruppe von Cremonaschen Transformationen sich als 
eine projektive Gruppe auf einer hdheren Manniefaltigkeit in 
einem Raume von bestimmter Dimensionenzahl auffassen liBt. 

Die kontinuierlichen Gruppen von quadratischen Transfor- 
mationen bestimmte Noether, Math. Ver. 5, 68 (1896). 

Die birationalen Reziprozitaten (d. h. Zuordnungen der Punkte 
und Ebenen des Raumes), insbesondere solche, bei denen jeder 
Punkt in der ihm zugeordneten Ebene liegt (Nullsysteme) wurden 
in einzelnen besonderen Fallen von R. Sturm, Math. Ann. 19, 
461 (1882); Ameseder, Wien. Sitzwngsber. 83°, 385 (1881), 
J. f. Math. 97, 62 (1884) und allgemein von Montesano, Rom. 
Ace. Linc. Rend. (4) 4, 583 (1888) behandelt. Vgl. Kap. XXXIX. 


§ 2. Lineare Transformationen (Kollineationen und 
Korrelationen). 


Der einfachste Fall einer Raumtransformation ist der einer 
linearen Transformation, wo g,, 9; 93, 94 lineare Formen von 
Y1> Yo» Y3» Y, Sind. Den Ebenen und Geraden des einen Raumes 
entsprechen dann wieder Ebenen und Gerade des anderen Raumes. 

Damit die Ebenen 9,= 0, g2=0, gs = 0, gy= 0 nicht 
einem Biindel angehdren, ist notwendig und hinreichend, daf die 
Determinante 4 der Koeffizienten von 9,, 92, 93, P4 nicht ver- 
schwindet. 

Wenn die Determinante 4 verschwindet, aber nicht mit allen 
ihren Unterdeterminanten, so erhalt man eine Beziehung des 
Raumes (y) zu einer Ebene w des Raumes (x), die als Zentral- 
projektion (Zentralperspektive) resp. Parallprojektion bezeichnet 
wird, und bei der den Punkten von z die Strahlen eines Biindels 
im Raume (y) zugeordnet sind. Vgl. u. a. Rohn und Papperitz, 
Lehrb. der darst. Geom. IT, 3. Aufl. Leipzig 1906, 8. 72¢f. 

Pascal, Repertorium II 2. 2. Aufl. 62 
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Ist 4+ 0, so entsprechen den Ebenen (oder Strahlen) eines 
Biischels oder eines Biindels im Raum (y) die Ebenen (oder Strah- 
len) eines Biischels oder eines Biindels im Raum (w). Diese Raum- 
verwandtschaft lat sich auch deuten als eine Beziehung zwischen 
zwei Ebenenrdumen. Sie ist vollstindig bestimmt, wenn zu fiinf 
Punkten oder Ebenen des einen Raumes die entsprechenden Punkte 
oder Ebenen des anderen Raumes bekannt sind. 

Das Doppelverhiltnis yon irgend vier Punkten einer Ge- 
raden ist gleich dem entsprechenden Doppelverhiltnis der zugehé- 
rigen vier Punkte des anderen Raumes. Die einander zugeord- 
neten geraden Punktreihen sind projektiv aufeinander bezogen; 
irgend zwei einander entsprechende ebene Fehler sind kollinear 
verwandt. 


Der Begriff und die Bezeichnung der Kollineation stammt 
yon Moebius, Der baryzentrische Kalkul, Leipzig 1827, Werke J, 
Leipzig 1885, S. 266 ff. 

Wenn die unendlich fernen Ebenen beider Riume einander 
entsprechen, wird die Kollineation zu einer Affinitdt. Es ergibt 
sich dann, daB die Volumina entsprechender Raumteile in einem 
konstanten Verhiltnis stehen. Irgend zwei einander entsprechende 
Ebenen sind affin aufeinander bezogen, und irgend zwei einander 
entsprechende Geraden sind zueinander ihnlich (d. h. das Ab- 
standsverhiltnis von irgend drei Punkten der einen ist gleich dem 
entsprechenden Abstandsverhiltnis der zugehérigen drei Punkte 
der anderen). 

Besondere Falle der Affinitit sind die Ahnlichkeitstransfor- 
mation und die Kongruenz. 

In kartesischen Koordinaten a, y, 2 und 2’, y’, 2’ wird die af- 
fine Transformation durch lineare Gleichungen von folgender Form 
dargestellt: 

@ = Ay + Ay, @ + Aygy’ + Ayg2’, 
Y = My + Ay, ® + Aggy’ + Ag32’, 
£ = Ag+ As + Asyy’ + Agge’. 
Diese Gleichungen liefern eine Abnlichkeitstransformation, wenn 


2 2 2 2 
Aig O24 + O38; = W", © A504, + Ge,Ag,+ A3,43,—= 0 
; (,k=1, 2,3, ih) 
wird, woraus auch 
1 


2 2 2 
air + Ajo + a3 = aaa + G55 Oy5 + G3 Ag = O 


a 

: 

i. 2 5 B 
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folgt, und eine Kongruenz, wenn noch 
w= 1 


wird. Vgl. L. Euler, Novi Comm. Ac. Petrop. 15, 1770 (1771), 
p. 76ff.; Lagrange, Berlin. Nowy. Mém. 1773, Ciueres IU, 
p. 580ff.; Lexell, Novi Comm. Ac. Petrop. 20 (1776), p. 246. 


Bei einer allgemeinen Kollineation entspricht der unendlich 
fernen Ebene des einen Raumes eine im Endlichen gelegene Ebene, 
die Fluchtebene, des anderen Raumes. 


Wenn zwei zueinander senkrechten Ebenen des einen Raumes 
wieder zwei zueinander senkrechte Ebenen des anderen Raumes 
entsprechen, so sind diese jedesmal konjugiert beziiglich einer 
Schar konfokaler /’,, von welchen die Fluchtebene des betreffenden 
Raumes eine Symmetrieebene bildet. Jede dieser Ebenen beriihrt 
eine der konfokalen F',, und die ihr konjugierten normalen Ebenen 
gehen durch den Bertihrungspunkt hindurch. 

Den konfokalen Flichen des einen Raumes entsprechen in 
der Kollineation die konfokalen Flichen des anderen Raumes der- 
art, daB die Kriimmungslinien auf jeder dieser Fliichen und ihre 
Normalen einander zugeordnet sind. 

Bezieht man auf die Hauptachsen der konfokalen Flichen in 
beiden Riiumen kartesische Koordinaten x, y,z und wy’, 2’, so 
stellt die Kollineation sich dar durch die Gleichungen 


aus denen umgekehrt 
rie 
x 


g=—, yY=b 
folgt, wenn bb’ = cc’ = A ist. 
Die konfokalen Flichen sind dann durch die Gleichungen ge- 
geben: 
Be a2 


| tea y* a? t y? i 
| oer at ra ae 1 b’?—p Ne Ct —w 1s 


Vgl. Henry Smith, Lond. Math. Soc. Proc. 2, 196 (1869), Coll. 
Papers I, Oxford 1894, p. 545; Kilbinger, StraSburger Diss. 
| 1880; Reye, Math. Ann. 46 (1895) 423. 
Setzt man die homogenen Punktkoordinaten x, in dem einen 
Raum als lineare Formen von homogenen Ebenkoordinaten w, im 
62* 
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anderen Raume an, so erhiilt man eine reziproke Transformation | 
oder Korrelation. Den Punkten des ersten Raumes entsprechen — 
dann Ebenen des zweiten Raumes, den Punkten einer Geraden die | 


Ebenen eines Biischels, den Punkten einer Ebene die Ebenen eines 
Biindels. So aber entsprechen auch wieder den Punkten des zwei- 
ten Raumes Ebenen des ersten Raumes. 

Wenn der unendlich fernen Ebene des einen Raumes ein un- 


endlich ferner Punkt im anderen Raum entspricht, so entspricht — 


auch wieder der unendlich fernen Ebene dieses Raumes ein un- 


endlich ferner Punkt im anderen Raume. Die Korrelation ist dann — 


parabolisch und laBt sich in rechtwinkligen kartesischen Koordi- 
naten darstellen wie folgt: 


A z 
und, onal, ward, 
wenn die Ebenenkoordinaten durch die Ebenengleichung 


ux +oy +we=1 
definiert werden. 


In jedem anderen Falle ergibt sich in beiden Riumen je ein | 


Mittelpunkt, der im Endlichen liegt und der unendlich fernen 
Ebene des anderen Raumes entspricht, und durch diese Mittel- 
punkte lassen sich immer je drei zueinander senkrechte Achsen 


ziehen, die einander paarweise entsprechen und auf die bezogen 


die Darstellung der Korrelation die Form annimmt: 
U=at, V=BY, w= Ye. 


La8t man zwei kollinear aufeinander bezogene Raéume in- 
einander fallen, so da jeder Punkt zum einen oder zum anderen 
Raum gerechnet werden kann, so erhebt sich zunichst die Frage 
nach den Doppelpunkten, d. h. den Punkten, die mit ihren ent- 
sprechenden Punkten zusammenfallen. Setzt man die Kollineation 
in der Form an 


Ox; =a, Yrs (¢,k=1, 2) 55a 
i 


so ergibt sich zur Bestimmung der Doppelpunkte aus x, = y, die 


biquadratische Gleichung 


ay4 — @ Ay ays Ay4 
Ay 422 — Q M3 Ao4 Ee 
i ee 

Ag 39 A33 — O M34 
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deren vier Wurzeln im allgemeinen vier Doppelpunkten entsprechen ; 
diese kénnen aber auch paarweise konjugiert imaginir werden 
oder teilweise oder alle zusammenfallen. 


Es kann auch der Fall eintreten, daB unendlich viele Dop- 
pelpunkte vorhanden sind, falls nimlich alle ersten Unterdeter- 
minanten der vorstehenden Determinante fiir einen bestimmten 
Wert von g verschwinden. Dieser Wert ist dann notwendigerweise 
mindestens eine Doppelwurzel der Gleichung und es ergibt sich 
eine Gerade, deren simtliche Punkte Doppelpunkte sind. 


Findet man zwei solche Gerade, so spricht man von einer 
gescharten Kollineation. Alle Strahlen, die die beiden Geraden 
treffen, entsprechen sich selbst, und mit ihren Treffpunkten bilden 
alle Paare entsprechender Punkte, die auf den Strahlen liegen, 
ein konstantes Doppelverhaltnis. Die beiden Geraden kénnen im 
besonderen auch zusammenfallen. 


Wann fiir einen Wert von 0 alle zweiten Unterdetermiuanten 
der Determinante verschwinden, in welchem Falle dieser Wert 
von g eine mindestens dreifache Wurzel der Gleichung ist, sind 
alle Punkte einer Ebene, der Kollincationsebene, Doppelpunkte. 
Dann ist die Kollineation zentral ; alle Paare entsprechender Punkte 
legen auf einem Strahl durch den ttbrigbleibenden isolierten Dop- 
pelpunkt (das Kollineationszentrum) und bilden, falls dieser nicht 
in die Kollineationsebene fallt, mit ihm und dem Schnittpunkt 
ibrer Verbindungslinie mit der Kollineationsebene ein konstantes 
Doppelverhiltnis. Diese Kollineation wird auch als Reliefperspek- 
tive bezeichnet. Vgl. u. a. R. Staudigl, Grundziige der Relief- 
perspektive, Wien 1868; H. Hertzer, Die Grundprinzipien der 
Zentral-Raumprojektion, Berlin 1875; L. Burmester, Grundziige 
der Reliefperspektive, Leipzig 1883. 

Bei einer Kollineation ineinander fallender Raume entspre- 
chen im allgemeinen einem Punkte zwei verschiedene Punkte, je 
nachdem man ihn zum ersten oder zweiten Raum rechnet. Ent- 
spricht aber auBer den Doppelpunkten einmal einem Punkte der- 
selbe Punkt, gleichgiiltig zu welchem Raume man ihn rechnet, so 
gilt das gleiche fiir alle anderen Punkte des Raumes. Die Kolli- 
neation besteht dann in einer Paarung der Raumpunkte zu Paaren 
und heiBt imvolutorisch. In diesem Falle ist die Kollineation not- 
wendigerweise entweder geschart oder zentral und wird entspre- 
chend als eine gescharte oder eine gzentrale Involution bezeichnet. 


Wihrend die involutorischen Kollineationen nach einmaliger 
Wiederholung zur Identitét fithren, liefern die allgemeinen gykli- 
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schen Kollineationen nach einer bestimmten Anzahl von Wieder- 
holungen die Identitét. Uber diese Kollineationen vgl. Reye, 
Geom. d. Lage IIT, 4. Aufl. Leipzig 1910, 8. 182 ff. 

Bei einer Korrelation zwischen zwei ineinander fallenden | 
Riumen kann man nach den Punkten des ersten Raumes fragen, — 
die in den ihnen entsprechenden Ebenen des zweiten Raumes liegen. © 
Als Ort dieser Punkte ergibt sich, wenn die Gleichungen 


U, => Ui My oder t= Ay, Ui; (é,k=1, 2, 3, 4) 
k k 
die Korrelation festlegen, die Fliiche 2. Ordnung 
a te Lo, = 0 
i ok 


und als Umhitllungsgebilde der Ebenen die andere quadratische — 
Flache, deren Tangentialgleichung lautet 


X DAH, m= 05 
i ok 
die Punkte der ersten Fliche liegen auch als Punkte des zweiten 
Raumes in den ihnen entsprechenden Ebenen des ersten Raumes, 
die wieder dieselbe quadratische Fliche umbhiillen wie vorher. 

Die beiden Flichen fallen zusammen, wenn @,,= a,, und | 
damit auch A,,— A,, wird. In diesem Falle entspricht jedem 
Punkte dieselbe Ebene, gleichgiiltig zu welchem Raum wir ihn 
rechnen, und die Zuordnung der Punkte und Ebenen wird als ein ~ 
Polarsystem bezeichnet (vgl. S. 578 ff.). 

Es kann auch geschehen, daB jeder Punkt in der ihm ent- 
sprechenden Ebene legt. Dies tritt ein, wenn a,;,—=— da,,; Im 
diesem Falle spricht man nach Moebius yon einem Nullsystem. 
Jede Ebene hat einen Nwllpunkt, der in ihr liegt, jeder Punkt 
eine Nullebene, die durch ihn geht. Die Strahlen, die in jeder 
Ebene durch den Nullpunkt gehen, bilden einen linearen Strahlen- 
komplex, und die Theorie des Nullsystems ist so aufs engste mit 
der Theorie der linearen Strahlenkomplexe verkniipft. Das Null- 
system fand Moebius von der Mechanik ausgehend: Jowrn. f. 
Math. 10, 317 (1833), Werke I, 8. 489. 

Uber Fragen, welche die linearen Transformationen betreffen, 
vgl. u. a. R. Sturm, Math. Ann. 1, 533 (1869), 6, 513 (1873), 
15, 407 (1879), 19, 461 (1882), 22, 569 (1883), 28, 268, 277 
(1886); Stephanos, ebenda 22, 320 (1883) (tiber ,harmonische 
Kollineationen“); Pasch, ebenda 23, 419 (1884); Muth, ebenda 
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33, 493 (1889), 40, 89 (1892), 55, 594 (1902); Reye, ebenda 
43, 145 (1893), der hier das Problem der vertauschbaren Kol- 
lineationen behandelt. S. auch H. Wiener, Leipz. Ber. 42, 13, 
71, 245 (1890), 43, 424, 644 (1891), und die zusammenfassenden 
Darstellungen: R. Sturm, Die Lehre von den geometrischen Ver- 
wandtschaften ITI, Leipzig 1909; Reye, Die Geometrie der Lage 
IT, 4, Aufl. Stuttgart 1907; Doehlemann, Geometrische Trans- 
formationen I, Leipzig 1902; Reye, Die Geometrie der Lage IT, 
A, Aufl. Stuttgart 1907. 

Segre, J. f. Math. 100, 318 (1886) fiihrte Btschel von 
Kollineationen ein; Reye, ebenda 104, 299 (1889), 106, 30, 
315 (1890), 107, 162 (1891), 108, 89 (1891) untersuchte weiter 
die linearen Systeme von Kollineationen und Korrelationen. 

Die Kollineationen, welche eine Fliche 2. Ordnung in sich 
transformieren, bestimmte Vo, Math. Ann. 18, 320 (1878); 
R. Sturm, Math. Ann. 26, 465 (1886). Vgl. auch Clebsch- 
Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie II, Leipzig 1891, 
8. 356ff.; auBerdem Rosanes, J. f. Math. 80, 67 (1875); Zeu- 
then, Math. Ann. 18, 33 (1881), 26, 247 (1886). 

Lie, Archiv for Math. og naturv. 7, 179 (1882) hat sich die 
Aufgabe gestellt, alle Flichen zu bestimmen, welche eine konti- 
nuierliche mindestens dreigliedrige Gruppe von linearen Trans- 
formationen in sich gestatten. Als solche ergaben sich, von den 
Ebenen und Kegelflichen abgesehen: 

1. die nicht ausgearteten Fliichen 2. Grades, deren jede eine 
sechsgliedrige projektive Gruppe zulaBt, 

2. die abwickelbare Flaiche einer Raumkurve 3. Ordnung, 
welche dieselbe dreigliedrige Gruppe gestattet wie diese Raumkurve. 

Dazu muBte spiter die damals iibersehene Cayleysche 
Regelfliche 3. Grades gefiigt werden, die ebenfalls eine dreigliedrige 
projektive Gruppe zulaBt, s. Lie, Theorie der Transformations- 
gruppen, IIT, Leipzig 1893, 8. 190ff. 

Fano, Rom. Linc. Rend. (5) 4, 149, 325 (1895), Rend. 
Cire. Mat. 10, 1, 16 (1896) hat die Frage nach den Flichen mit 
unendlich vielen projektiven Transformationen in sich allgemein 
mit den Methoden der projektiven Geometrie behandelt und ge- 
funden: 

1. Jede algebraische Flache mit unendlich vielen projektiven 
Transformationen in sich l4Bt sich eindeutig umkehrbar auf eine 
Regelfliiche abbilden. 

2. Gestattet eine algebraische Fliche eine transitive projek- 
tive Gruppe, so ist sie rational. 
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§ 3. Quadratische Transformationen. 


Die eindeutigen quadratischen Transformationen lassen sich 
alle auf die oben angegebene Weise aus der Abbildung einer 
Flache 2. Ordnung auf eine Ebene ableiten. Wir wollen uns aber 
damit begntigen, von den einzelnen Arten homaloidischer F, -Ge- 
b&sche auszugehen. 

1. Hine erste Art solcher Gebiische wird gebildet von den F,, 
die einen festen Kegelschnitt m und auBerdem einen festen Punkt O 
auferhalb der Ebene von w gemein haben. Die Flaichen schneiden 
sich paarweise auBer in dem festen Kegelschnitt in einem ver- 
tinderlichen Kegelschnitt, und diese Kegelschnitte entsprechen 
den geraden Linien des anderen Raumes, wenn die Flachen des 
Geblischs selbst den Ebenen dieses Raumes zugeordnet werden. 
Nur den Geraden, die durch O gehen oder o treffen, entsprechen 
wieder gerade Linien. Die Transformation hai sonach die Charak- 
teristik (2, 2). 

Wahlt man y,= 0 als Ebene des festen Kegelschnittes o, 
(0, 0,0, 1) als den festen Punkt O, so wird die Gleichung des 
Kegels 2. Grades, der w aus O projiziert, von der Form 


9 (%; Y2) Y3) = 0, 


und die Transformation li8t sich, abgesehen von einer hinzutretenden 
kollinearen Transformation, in der Form darstellen: 


yt yt Wy y= YyY gt YoYa? Ysa? P Yr» Yor Ys) 


woraus umgekehrt auch 
Yr? Ya? Ygt Ys = Wy Hy? NyWq? Xz Hy? P (Hy, Vy, Ls) 


folgt. Die Jacobische Fliche des F',-Gebtisches besteht in diesem 
Falle jedesmal aus der zweimal gezihlten Ebene des festen Kegel- 
schnitts und dem Kegel, der den festen Kegelschnitt aus dem festen 
Punkt projiziert. 

Bezieht man die Koordinaten und y auf dasselbe Koordi- 
natensystem, so kann man nach den Punkten fragen, die mit ihren 
entsprechenden Punkten zusammenfallen. Man erkennt sofort, da 
sie die Fliche 2. Ordnung 


@p (235 3) = wi 
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erfiillen, welche der den Kegelschnitt « aus O projizierende Kegel 
langs w bertihrt. Je zwei einander entsprechende Punkte liegen 
auf einem Strahl durch O und sind konjugiert beziiglich der so- 
eben gefundenen Fliche 2. Ordnung. 

Besonders bemerkenswert ist der Fall, wo der Kegelschnitt @ 
der unendlich ferne Kugelkreis wird. Bedeuten dann x, y, 2 und 
a ,y',2 die kartesischen Koordinaten zweier einander entsprechender 
Punkte, bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit 
dem Ursprung O, so ergibt sich 


2:y:f:1l—atsay:a¢: 07+ y 2+ 2/2 

, 

ery:¢:1—anrayrag:27 +y? + 2? 
und daraus, wenn wir mit 


(25) ae ee 


und 


Y =Voe t+ yf 2 gf? 
die Entfernungen der beiden Punkte von O bezeichnen, 
a 
[Pes 
Ui 


Man spricht deshalb von einer Transformation durch reziproke 
Radienvektoren oder kiirzer einer Inversion. Den Ebenen entspre- 
chen Kugeln, die durch O gehen, jeder anderen Kugel ist wieder eine 
Kugel zugeordnet. Daraus folgt, dai aus einer Reihe nacheinander 
angewendeter Inversionen, abgesehen von einer orthogonalen Trans- 
formation (Kongruenz), wieder eine Inversion resultiert. 

Vgl. Liouville, Journ. de Math. 12, 265 (1847), der im 
Anschlu8 an zwei Briefe von W. Thomson tiber die von ihm 
gefundenen elektrischen Bilder (Jowrn. de Math. 10, 364 (1845), 
12, 256 (1847)) die allgemeinen Higenschaften der Transforma- 
tion durch reziproke Radienvektoren entwickelte, ferner u. a. 
Moutard, Now. Ann. 3, 306, 536 (1864); Pirondini, Giorn. 
di Mat. 27, 168 (1889), ferner K. Doehlemann, Geometrische 
Transformationen, IT, Leipzig 1908, § 201—286. 

Den Flachen 2. Ordnung entsprechen bei der allgemeinen bira- 
tionalen quadratischen Transformation Flichen 4. Ordnung, die 
durch den Kegelschnitt m und den Punkt O doppelt hindurchgehen 
und deren Gleichung sich auf die Form bringen laBt: 


pg? + 2upy,+ py, = 9, 
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wenn w ebenso wie p eine quadratische Form und w eine lineare | 
Form von y;, 2, Ys bezeichnet. ~ = 0 ist die Gleichung des Tan- 
gentialkegels der Fliiche in ihrem Doppelpunkt und gleichzeitig — 
des Tangentialkegels der zugehérigen F,. Die vier Schnittlinien der 
Kegel mp = 0, w = O gehéren der F’, an, ebenso die acht Geraden, 
welche den den Kegelschnitt w treffenden Regelstrahlen der F’, ent- 
sprechen. Bei besonderen Lagenbeziehungen der beiden Kegel er- 
geben sich speziellere Flachen. 

Liegt der Punkt O auf dem Kegelschnitt w selbst, so laBt 
sich die quadratische Transformation darstellen in der Form 


ae ; : 2 
y+ Let Lys Hy = Yt = YxYo* Yrs * YoYs— Y3> 
woraus umgekehrt 
otek os ahaa fen ae 2 
Ya? Yo? Ygt Y4 = Oy My? Wy? Wy Hy? Hy Hy + Le 


folgt. Dann wird der Punkt O ein uniplanarer Knotenpunkt der 
den F, des einen Raumes entsprechenden F,, durch den vier in 
einer Ebene liegende Gerade der F', gehen. 

Die allgemeine Transformation (2, 2) li8t sich auch zur 
Untersuchung der Flichen 4. Ordnung mit einem Doppelkegel- 
schnitt und ohne weitere Doppelpunkte verwenden. Hine solche 
Fliche entspricht einer allgemeinen Flache 3. Ordnung, die den 
Kegelschnitt @ einfach enthalt. Den 16 Gernden der F, die diesen 
Kegelschnitt treffen, entsprechen die 16 Geraden der F',. Die Glei- 
chung der F’, ergibt sich so unmittelbar in der Form 


gp? + 2Upy,+ Py = 9, 


wo W eine quadratische und U eine lineare Form von y,, 2, Ys, Yq 
bedeutet. 


2. Nehmen wir im Raume (y) die F,, die eine Gerade o 
und auBerdem drei Punkte O,, O,,0, gemein haben, so bilden diese 
wieder ein homaloidisches Gebiisch. Irgend zwei von ihnen haben 
auBer o eine kubische Raumkurve gemein. Die zu dem F,-Ge- 
biisch gehdrige quadratische Transformation hat also die Charak- 
teristik (2, 3). Durch die Geraden, welche o treffen, gehen unend- 
lich viele F’, des Gebtisches, die einen Biischel bilden. Diesen Ge- 
raden entsprechen also wieder Gerade, und da in jeder Ebene 
unendlich viele von ihnen enthalten sind, entsprechen die Ebenen 
des Rawumes (y) kubischen Regelfldchen R, des Raumes (x), und 
nur den Ebenen durch o entsprechen wieder die Ebenen eines Bii- 
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_schels. Die Achse a dieses Biischels ist die gemeinsame Doppel- 
linie der Regelflachen R,. Den ebenen Schnitten dieser Regelfliichen 
entsprechen die ebenen Schnitte der F, des Gebtisches im Raume 
(y), also Kegelschnitte, und diese Kegelschnitte zerfallen in zwei 
Gerade, wenn der entsprechende ebene Schnitt der R, in eine Ge- 
rade und einen Kegelschnitt zerfallt. Daraus ist wieder zu sehen, 
daB emer allgemeinen Geraden des Raumes (y) ein Kegelschnitt im 
Rawm (x) entspricht. Von diesen Kegelschnitten liegt in einer all- 
gemeinen Ebene ein Biischel, die Grundpunkte dieser Biischel 
werden ausgeschnitten durch die Achse a und drei Gerade 9, , Jo, 93, 
welche drei gemeinsame Regelstrahlen aller [’, bilden. Den Punk- 
ten der Geraden 0 entsprechen die geraden Linien, welche 9,, 92, gs 
treffen, der Geraden o selbst also die durch diese drei Geraden 
bestimmte Regelfliche R,. Den Grundpunkten O,, O,, O; entspre- 
chen die drei Ebenen, welche a mit g,, 9,, g, verbinden. 

Entsprechend den verschiedenen Lagen, welche die Punkte 
gegen einander und gegen die Gerade 0 einnehmen kénnen, sind 
viele besondere Fille méglich. Fiir alle diese hat Cremona, Ann. 
di Mat. (2) 5, 148 (1873) die analytische Darstellung angegeben. 
Fiir den ,,allgemeinen Fall“ hatte schon Cayley gefunden: 


yt My? Dy? y= YpYs* Yos? Yr Yo + Ys) 2 Yo + %); 
Vy? Yo? Yu? Yu = Uy (21H, — %qXy) 2 p(w, Xp — Ly Xs) 
z (ay — Mp) Wy y+ (ty — Wy) Hp 


Die Jacobischen Flichen in den beiden Riumen werden 
Ys 9243 (Y — Yg) = 0 und = xi a3 (2%, — _)* CA 7 og) =O; 


d. h die eine besteht aus den Ebenen 00,,00,,00; und O,, O,, 03, 
die andere aus den doppelt geziihlten Ebenen ag,,ag,, ag, und 
der Regelfliiche Ay. 

3. Ein homaloidisches Gebtisch im Raume (y) bilden auch 
die F,, die vier Punkte 0, O,, O,, O, gemein und in O eine 
gemeinsame Tangentialebene t haben. Irgendeine von ihnen wird 
in der Tat von irgend zwei anderen in Raumkurven 4. Ordnung 
1. Art geschnitten, die einen Doppelpunkt und drei einfache Punkte, 
also nur noch einen verinderlichen Punkt gemein haben. Die Trans- 
formation hat die Charakteristik (2, 4). Den Ebenen des Raumes (y) 
entsprechen Flichen 4. Ordnung F', im Raum (x). Diese Flachen 
gehen durch drei in einem Punkt A zusammenlaufende Gerade 
d,,d,, ds, doppelt hindurch (deren Punkte den durch je zwei der 
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Punkte 0,, 0,, O, gehenden und die Ebene t in O beriihrenden 
Kegelschnitten, die also selbst den Ebenen 00,0,, O0,0,, OO, 0, 
entsprechen, wihrend die Ebenen durch ihren gemeinsamen Punkt A 
den durch die Strahlen 00,, OO,, OO, hindurchgelegten Kegeln ent- 
sprechen). Die F', sind demnach Steiner sche Fldachen. Sie haben 
auBer den Doppelgeraden d,, d,, d; noch einen Kegelschnitt k ge- 
mein, der d,, d,, d, schneidet, dessen Ebene dem Paar der Ebenen t 
und 0, 0,0, und dessen Punkte den in t durch O gehenden Strahlen 
zugeordnet sind. Den Geraden einer Ebene des Raumes (y) ent- 
sprechen die Kegelschnitte auf der zugehdrigen Steiner schen Fldche. 
Diese Kegelschnitte treffen die Geraden d,, d,, d, und den Kegel- 
schnitt k. 

Fiir den ,,allgemeinen Fall“ la8t sich den Transformations- 
gleichungen die Form geben: 


Wy 2 Vy > Wy Le YoYs 2 Y3Y1* YWzYo: Ys + Ye + Ys)s 
12 Yo2Yg Ya= f(a) yy: f(&) tyr, f (&) a Xg? Hy Ay Hy My, 
wobei 
f (&) = qq + yX, + 1, He. 
Die Jacobischen Flaichen werden 
YsYo4s (Ys + Yg + Ys) = 0 und WU} U5 Ws (ag arg + 3%, + Wi, Ly)* = 0; 


d. h. die eine besteht aus den Ebenen rt, OO, O,, OO, 0,, OO, O,, die 
andere aus den doppelt geziihlten Ebenen d,d,, d3d,, d,d, und 
dem dreifach geziihlten Kegel, der k aus A projiziert. Cremona 
hat Ann. di Mat. (2) 5, 153 (1873) noch fiinf Spezialfalle auf- 
gezihlt und behandelt. Vgl. auch Cremona, Bologna Mem. (3) 
1, 365 (1871). 

Hs kann geschehen, daB die den Ebenen zugeordneten Fy, 
stimtlich Kegel werden. Diese ,,konischen Transformationen“ wurden 
untersucht von del Pezzo, Napoli Rend. (3) 2, 288 (1896). Von 
solcher Art ist z. B. die Transformation : 


Uys My t zs Ly —= Ys > YYo* YoY3* YoY: 


§ 4. Kubische Transformationen. 


Unter den kubischen Transformationen sind am wichtigsten 
diejenigen, die man erhalt, indem man von drei keinem Biischel 
angehérenden Korrelationen ausgeht und jedem Punkt den Schnitt- 
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punkt der drei ihm in diesen Korrelationen zugeordneten Ebenen 
zuweist. Die den Punkten einer Ebene in den Korrelationen zu- 
geordneten Ebenenbiindel sind kollinear aufeinander bezogen und 
erzeugen eine Fldche 3. Ordnung, deren Punkte den Punkten der 
Ebene in der so begriindeten Punkttransformation zugeordnet sind. 
Irgend zwei der auf diese Weise gewonnenen F', haben eine feste 
Kurve 6. Ordnung R, und auperdem eine kubische Raumkurve ge- 
mein, deren Punkte den Punkten der Schnittlinie der beiden den F, 
bei der kubischen Transformation zugeordneten Ebenen entsprechen. 
Die Transformation hat demnach die Charakteristik (3, 3). 

Die drei Korrelationen bestimmen einen ganzen Biindel von 
Korrelationen. Die Punkte des Raumes sind die Mittelpunkte von 
kollinearen Biindeln des Raumes (y), und entsprechende Ebenen 
dieser Biindel werden jedesmal in einer Korrelation den Punkten 
des Raumes (x) zugeordnet. Ist P ein Punkt dieses Raumes, P’ 
der Mittelpunkt des entsprechenden Biindels im Raume (y), so 
gehen umgekehrt die Ebenen, die P’ bei den oo? Korrelationen 
im Raume (#) entsprechen, durch P hindurch, und die Ebenen- 
biindel, die so im Raume (x) entstehen, sind wieder kollinear. 
Derart erkennt man, daB die Beziehung zwischen den beiden Riumen 
durchaus wechselseitig ist. Im Raume (#) existiert auch eine Fun- 
damentalkurve 6. Ordnung R,’, durch welche die den Ebenen des 
Raumes (y) entsprechenden F hindurchgehen. Die Kurven R, 
und Ff,’ haben das Geschlecht 3. 

Die Jacobischen Fliachen in den beiden Raumen sind Regel- 
fldchen 8. Grades. Sie werden gebildet von den Trisekanten der 
zugehérigen Fundamentalkurve 6. Ordnung und haben diese zur 
dreifachen Kurve. Die Trisekanten sind in der kubischen Ver- 
wandtschaft jedesmal den Punkten der Fundamentalkurve des an- 
deren Raumes zugeordnet. Diese Punkte haben nimlich die Eigen- 
schaft, daB die ihnen in den Korrelationen zugeordneten Ebenen 
durch eine und dieselbe Gerade gehen. 

Durch die kubische Transformation wird jede der auftre- 
tenden F, auf eine Ebene z abgebildet. Die sechs Schnittpunkte 
dieser Ebene x mit der Fundamentalkurve des betreffenden Raumes 
bilden die Fundamentalpunkte der Abbildung, denen auf der F, 
gerade Linien zugeordnet sind. Den ebenen Kurven 3. Ordnung, 
die durch die sechs Fundamentalkurven gehen, entsprechen wieder 
ebene Kurven 3. Ordnung, welche die Fundamentalkurve ihres 
Raumes in sechs Punkten schneiden. 

Den Geraden, welche in der Ebene x durch einen Fundamen- 
talpunkt A gehen, entsprechen auf der zugehdrigen F, Kegel- 
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schnitte k, welche die Fundamentalkurve in je fiinf Punkten tref- 
fen und deren Ebenen sich in einer Geraden a, schneiden, diese 
trifft die Fundamentalkurve ihres Raumes in einem Punkte A,, 
ihr entspricht in « der Kegelschnitt x, der die fiinf von A, ver- 
schiedenen Fundamentalpunkte enthilt. La8t man a, sich um A, 
drehen, so veriindert sich der Kegelschnitt x so, daB seine Ebene 
bestiindig durch A geht und er die Fundamentalkurve des Raumes 
in fiinf Punkten schneidet. Ebenso schneiden auch die Kegelschnitte x, , 
die den Strahlen durch A entsprechen, die Fundamentalkurve ihres 
Raumes in fiinf Punkten und ihre Ebene geht durch A,. Derart 
sind die beiden Fundamentalkurven punktweise eindeutig auf- 
einander bezogen, und jedem Punkte A der einen ist gleichzeitig 
eine Trisekante ¢ derselben Kurve zugeordnet als die dem zugehé- 
rigen Punkt A, der anderen Fundamentalkurve entsprechende Linie. 


Hin bemerkenswerter Spezialfall ist der, wo die Korrelationen 
durch die Zuordnung der Punkte und Ebenen als Pole und Polaren 
beziiglich der F, eines Biindels ersetzt werden. Dann fallen die 
beiden Fundamentalkurven in die Kernkurve des F,-Biindels, auf 
welcher die Spitzen der in diesem Biindel enthaltenen Kegel liegen. 
Jedem Punkte dieser Kurve ist eine Trisekante zugeordnet, in 
der sich die Polarebenen des Punktes schneiden. Jeder Sehne der 
Kurve ist eine andere Sehne zugeordnet. Die Endpunkte dieser 
beiden Sehnen bilden die Ecken eines Poltetraeders fiir die Flichen 
eines Biischels in dem Biindel. 


Als noch speziellere Fille kénnen wir anfiihren: 


1. den Fall, wo die F, des Biindels ein gemeinsames Poltetra- 
eder T haben. Die Kernkurve besteht dann aus den Kanten dieses 
Tetraeders, und wenn wir auf dasselbe die Punktkoordinaten x 
und y beziehen, so wird die kubische Transformation durch die 
einfache Beziehung dargestellt: 


Ble 0 okie aan 
PEE VO at Y Ys Ys Ys 

Die F, welche den Ebenen entsprechen, haben die vier Ecken des 
Tetraeders Z' zu Doppelpunkten. 


2. Wenn die F, des Biindels alle dieselbe kubische Raum- 
kurve y; euthalten, so liegen je zwei einander zugeordnete Punkte 
auf einer Bisekante der kubischen Raumkurve y, und bilden auf 
ihr eine Involution, von der die Schnittpunkte der Bisekante mit 
der Kurve die Doppelpunkte sind. Zwei derart einander zugeord- 
nete Punkte hei®en konjugiert beztigl. der kubischen Raumkurve Vg 
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Die Kernkurve reduziert sich in diesem Falle auf die (doppelt zu 
zihlende) Kurve y,. Stellt man y, in der Form dar 


Wy 2 Hg? 2 y= EF: ET: 5: &B, 
so 1éBt sich die Transformation dadurch geben, da die Form 
g, ae Saar e. ef ig Sree + Oye. 
der kubischen Kovariante der kubischen Binirform 
Y e io Byes Be BU ae ~ Ta 
proportional wird, d. h. 
Wy By? My? y= (YP yy— 84, 42Y3 + 2Y3)? (YsYo¥s — 24, y2 +y2ys) 
= (YzYsYa— 245Ye+ Yo¥s) ? YYE — 3Y2Y3¥4+ 248). 


Den Ebenen entsprechen Flachen 3. Ordnung, welche eimander und 
die Tangentenfliche der Kurve y, léngs dieser selbst beriihren, ferner 
die Tangenten von y, zu Haupttangenten haben und in den Schnitt- 
punkten der Ebene mit der kubischen Raumkurve drei Doppelpunkte 
besitzen. Sie enthalten die drei Verbindungslinien dieser Punkte 
als quaterniire Gerade, die drei Tangenten der kubischen Raum- 
kurve in ihnen als bin’re Gerade und noch sechs weitere unire 
Gerade. Drei davon sind Schmiegungsstrahlen durch die drei Dop- 
pelpunkte und drei die Polaren der Ebene beziiglich der Kegel, 
die aus den Doppelpunkten die Kurve y, projizieren. Den Schmie- 
— gungsebenen der Kurve y; entsprechen insbesondere kubische Regel- 
_ fltichen mit einer Riickkehrkante (der Tangente von y,, die im der 
— Schmiegungsebene liegt). 
Es ist nimlich einer geraden Linie g im allgemeinen eine 
_ kubische Raumkurve zugeordnet; nur wenn die Gerade g die Fun- 
— damentalkurve y, trifft, scheidet sich von der kubischen Raum- 
kurve die Tangente in dem Treffpunkte P ab, und es bleibt ein 
 Kegelschnitt tibrig, dessen Ebene die Polarebene von g beztiglich 
des die Kurve y, aus P projizierenden Kegels 2. Grades ist. Liegt 
die Gerade g aber auBerdem in der Schmiegungsebene ihres Treff- 
punktes P, so gehért die Tangente in P zu dem Kegelschnitt, der 
demnach in diese Tangente und eine andere Gerade g’ zerfillt. 
- Diese Gerade g’ schneidet wieder die Kurve y, in einem Punkte Q 
und liegt in der Schmiegungsebene dieses Punktes Q; g und g’ 
liegen mit der Kurve y, auf einer Regelfliiche 2. Grades, deren 
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eine Regelschar aus Sehnen von y, besteht. Vgl. Sturm, J. f- 
Math. 10, 212 (1869); Cantone, Napoli Rend. 15, 181 (1886); 
Schoute, Nieww Archief voor Wisk. (2) 4, 90 (1899); Reye, 
Geom. d. Lage IT, 4. Aufl. 1907, 8. 181ff. 

Die kubische Raumtransformation wurde zuerst von Magnus, 
Aufgaben aus der anal. Geom. des Raumes I, Berlin 1837, 8. 408, 
gefunden und weiter behandelt von Cremona, Journ. f. Math. 
68, 72 (1868), Gétt. Nachr. 1871, 8.129, Math. Ann. 4, 213 
(1871), Grundziige einer geometrischen Theorie usw. 8. 175 ff.; 
Cayley, Lond. Math. Soc. Proc. 8, 174 (1870), Papers VII, 
p. 233; Noether, Math. Ann. 3, 552 (1871); R. Sturm, Math. 
Ann. 19, 480 (1882). Vgl. Reye, Geom. d. Lage II, 4. Aufl. 
Leipzig 1910, 8. 140 ff. 


Die kubischen Transformationen (3, 3), bei denen die Kern- 
kurve aus sechs Geraden besteht, bestimmte Hudson, Lond. Math. 
Soc. Proc. (2) 9, 51 (1910). 

Hine Raumtransformation (3, 3) entsteht auch aus drei Paaren 
projektiver Ebenenbiischel, wenn man durch jeden Punkt die Ebenen 
dreier dieser Biischel legt und ihm den Punkt zuweist, in dem 
sich die entsprechenden Ebenen der zu diesen drei Biischeln pro- 
jektiven Biischel schneiden. Vgl. v. Krieg, Zschr. Math. Phys. 
29, 38 (1884); Doehlemann, Miinchen Akad. Sitzungsber. 24, 
41 (1884). 

Viele weiteren Falle haben behandelt Cremona, Gétt. Nachr. 
1871, 8.129, Math. Ann. 4 (1871) 213; R. Sturm, D. Lehre 
v. d. geom. Verw. IV, Leipzig 1909, 8. 362 ff. 

Allgemein behandelten die kubischen Transformationen Loria, 
Torino Atti 26, 275 (1890); Bonicelli, Giorn. di Mat. 40, 184 
(1902); Sturm, Math.- Ver. 14, 18 (1905). Periodische kubische 
Transformationen untersuchte S. Kantor, Amer. J. of Math. 19, 
1, 382 (1897). 


§ 5. Involutorische Verwandtschaften. 


Eine Reihe der bereits besprochenen Verwandtschaften ist 
involutorisch, d. h. einem Punkte ist derselbe Punkt zugeordnet, 
gleichgiiltig, ob man jenen zum Raume (x) oder zum Raume (y) 
rechnet. So ist die projektive Inversion involutorisch, ebenso die 
durch die kubische Raumkurve vermittelte kubische Transformation. 

Eine weitere solche Transformation von der 7. Ordnung ist 
mehrfach behandelt worden. Sie besteht darin, da® man zwei 
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Punkte P, P’ einander zuweist, die mit sechs festen Punkten 0,, 
O,, O;, O4, O;, Og zusammen acht assoziierte Punkte (die Grund- 
punkte eines /’,-Biindels) bilden. Vgl. Geiser, Journ. f. Math, 
67, 83 (1867); Sturm, Math. Ann. 1, 564 (1868); Eberhardt. 
Diss. Breslau 1885. 


Man kann die Verwandtschaften auch so definieren, daB die 
acht Punkte O,, 0,, 0;, 0, und O;, O,, P, P’ die Ecken zweier 
Poltetraeder eines riiumlichen Polarsystems bilden sollen. Hieraus 
findet man sofort die einfachste analytische Darstellung der Ver- 
wandtschaft. Bezieht man die Koordinaten w,, #, 7, %, und y,, 
Yo, Y3» Y, Von P und P’ auf das Tetraeder 0,0,0,0, und seien 
hierbei (1, 1, 1, 1) und (c,, a, «3, «,) die Punkte O; und O,, so 
gehe man aus von den quadratischen Formen 6,, 0,, 9,, 6,, von 
denen z. B. 


i= (ws a or) Oy Yg 44 + (a, — Oy ) 3 Yn Yq (cg mn; Ot) 4 Y2 Ys» 


und den linearen Formen w,, Ug, Ug, U4, von denen z. B. 


Uy = (03 — &4) Ye + (a — Oty) Yg ++ (ely — Og) Y49 


so da 0,= 0 den Kegel darstellt, der aus O, die tibrigen Punkte O 
projiziert und w,— 0 die Ebene, die aus O; die Punkte O;, O, pro- 
jiziert, dann wird die Transformation durch die Proportion gegeben: 


Wy: Ly? Hy > Hy = U, 0, 0,0, : Uy O,0,0, 2 te 0,0, Oy: 4,4, Oy O5. 


Hieraus ist sofort zu sehen, daB den Hbenen des einen Rawmes 
Flichen 7. Ordnung des anderen Rawmes entsprechen, von denen 
die durch die sechs Punkte O,,...O, gelegte kubische Raumkurve yz 
eine dreifache Kurve und die 15 Verbindungslinien dieser Punkte 
einfache gerade Linien sind. Den geraden Linien des einen Raumes 
entsprechen Kurven 7. Ordnung des anderen Raumes, die durch die 
sechs Punkte 0,,...0, doppelt hindurchgchen. Die Jacobische 
Flache des F',-Gebiisches besteht aus den doppelt gezihlten sechs 
Kegeln, die aus je einem der sechs Punkte O,, ...O, die fiinf tibrigen 
projizieren. Die Raumkurve y, und die 15 Verbindungslinien O; 0, 
bilden die 16 Fundamentallinien der Transformation. Alle Punkte 
einer von ihnen sind jedem Punkte dieser Geraden als entspre- 
chende zugeordnet, denn durch jede dieser Linien geht ein F’,- 
Biindel, der die sechs Punkte O,,... O, unter seinen Grundpunk- , 
ten enthilt. 


Die Verbindungslinie irgend zweier entsprechender Punkte 
Pascal, Repertorium II 2. 2. Aufl. 63 
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P, P’ bildet cine Bisckamte der kubischen Raumkurve y,, diese Bise- 
kanten sind so sich selbst zugeordnet, und auf ihnen begriinden die 
Paare entsprechender Punkte je eine Involution, deren Doppelpunkte 
auf der durch die Punkte 0,,...0, bestimmten Weddleschen 
Fliche W, (Kegelspitzenfliche) 4. Ordnung liegen. Die Punkte 
dieser Fliche entsprechen sonach sich selbst. Diese Fliche enthalt 
die 16 Fundamentallinien und hat die sechs Grundpunkte 0,,... 0, 
zu Doppelpunkten. 


Die F,, die durch die sechs Grundpunkte gehen, schneiden 
die Fliche W, in einer Raumkurve 8. Ordnung R, mit sechs Dop- 
pelpunkten. Jede dieser Flichen F, entspricht sich selbst, und 
auf ihr wird durch die Bisekanten von y, eine involutorische Punkt- 
verwandtschaft begriindet, bei der die Punkte der Kurve R,, die 
sich selbst entsprechenden Punkteund Beriihrungspunkte von Sehnen 
der y, bildet. 


Die involutorischen Transformationen, die bis jetzt besprochen 
sind, haben alle die Higentiimlichkeit, da8B die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte eine Strahlenkongruenz bilden, auf deren 
Strahlen dann jedesmal unendlich viele Paare entsprechender Punkte 
liegen. Im einfachsten Falle besteht diese Kongruenz aus den 
Strahlen eines Biindels, wie es bei den quadratischen Transfor- 
mationen der Fall war. Solche Transformationen kann man als 
zentrale bezeichnen. Man erhialt z. B. eine derartige Transforma- 
tion aus einer Flache n‘** Ordnung mit einem (n — 1)-fachen Punkt, 
indem man auf jedem Strahl durch diesen Punkt die Punktepaare 
sucht, welche die zwei weiteren Schnittpunkte des Strahles mit 
der Flaiche harmonisch trennen. Die Flaichengleichung ist von der 
Form 


Pr aie OR Ris P2993 a 0, 


WO Day Pn—1> Pn—g Formen der Koordinaten y,, yy, y; von der 
durch ihren Index angegebenen Ordnung bezeichnen. Die zentrale 
Transformation stellt sich dann in der Form dar: 


Wy 2 Ug? Ly? Ly = Yy2 Yo? Yg: — rat Pate 
Sie ist von der '*" Ordnung, und die Flachen x‘** Ordnung, die 
den Kbenen entsprechen, haben in dem Zentrum der Transformation 
einen (m — 1)-fachen Punkt: Martinetti, Lomb. Ist. Rend. (2) 
- 18, 132 (1885). Vgl. dazu de Paolis, Giorn. di Mat. 18, 282 
(1875); die involutorischen Transformationen, bei denen den Ebenen 


§ 5. Involutorische Verwandtschaften. 985 


Monoide entsprechen, bestimmte allgemein Montesano, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 21, 579, 684. 

Tnsbesondere tiber die involutorische Verwandtschaft, die durch 
eine allgemeine JF’; begriindet wird, wenn man die Strahlen durch 
den Schnittpunkt zweier Geraden auf ihr zieht, vgl. Montesano, 
Ist. Veneto Atti (2) 6 (1888). 

De Paolis, Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 17, 735, 754 (1885) 
hat allgemein die Frage nach den involutorischen Transformationen 
beantwortet, bei denen die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
eine Strahlenkongruenz und nicht einen Strahlenkomplex bilden. 
Er hat drei Klassen von solchen Transformationen gefunden: bei 
der 1. Klasse bilden die Verbindungslinien einen Strahlenbiindel, 
bei der 2. Klasse bilden sie die Sehnen einer kubischen Raum- 
kurve, bei der 3. Klasse treffen sie eine Raumkurve n°" Ordnung 
und eine Gerade, welche die Raumkurve in » — 1 Punkten schneidet. 

Auer den hier behandelten Transformationen gibt es noch 
zahlreiche andere; man vgl. z. B. tiber involutorische Verwandt- 
schaften, bei denen den Ebenen Flachen * Ordnung mit einer 
(n — 1)-fachen Geraden entsprechen, Montesano, Lomb. Ist. 
Rend. (2) 21, 688, und solche, bei denen den Ebenen Flichen 
n'* Ordnung mit einer (— 2) -fachen Geraden entsprechen, Monte- 
sano, Rom. Ace. Linc. Rend. (4) 5”, 123 (1889). Zwei invo- 
lutorische Transformationen 4. Ordnung vom Geschlecht 0, bei 
denen jeder Ebene eine Steinersche Fliche entspricht, bestimmte 
Montesano, Lomb. Ist. Rend. (2) 30, 563 (1897). 

Noch andere inyolutorische Transformationen findet man be- 
handelt bei Sturm, D. Lehre v. d. geom. Verw. IV, Leipzig 1909, 
S. 401 ff. Hine ziemlich allgemeine involutorische Transformation 
vom Geschlecht m und der Ordnung 2” + 1 untersuchte Monte- 
sano, Giorn. di Mat. 31, 36 (1893). Die involutorischen Trans- 
formationen, bei denen die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
einen linearen Strahlenkomplex bilden, bestimmte Montesano, 
Rom. Ace. Line. Rend. (4) 4, 207, 277 (1888). 


§ 6. Allgemeine quadratische Transformationen. 


Die birationalen Transformationen bilden nur einen besonderen 
Fall der allgemeinen rationalen Transformationen, bei denen wieder 


Suc CLACTON ae ea 
wird, wenn 9, ®2, 93, ~, ganze homogene Funktionen einer Ord- 
63* 
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nung % VON Y;5 Yo, Ys, Y4 bezeichnen, aber ¥;, Yy, Yg, Y4 nicht not- 
wendigerweise umgekehrt rationalen Funktionen von 2,,%,%3,%4 
proportional werden. Eine solche Transformation ist im allge- 
meinen nur nach der einen Seite eindeutig. 


Der nichstliegende besondere Fall solcher Transformationen 
ist der Fall der allgemeinen quadratischen Transformationen (n= 2). 
Wir erhalten dann im Raume (y) ein F,-Gebiisch, das den Ebenen 
des Raumes (#) zugeordnet ist. Den Geraden des Raumes (2) ent- 
sprechen Raumkurven R, 4. Ordnung 1. Art im Raume (y), jedem 
Punkte (x) sind im allgemeinen acht assoziierte Punkte (y) zu- 
geordnet, jedem Punkte (y) aber nur ein Punkt (x). Irgend drei 
Gruppen assoziierter Punkte (y) liegen auf einer F, des Gebiischs. 

Fallen zwei Punkte (y) aus einer Gruppe assoziierter Punkte 


in einem Punkte zusammen, so bildet dieser die Spitze eines Kegels, 
der dem F,-Gebtisch angehért. Diese Punkte (y) liegen auf der 
Kernfldche K, 4. Ordnung (Jacobischen Flache) des F,-Gebtischs 
und dieihnen entsprechenden Punkte (x) aufeiner Fliche 4. Klasse D,. 
Im allgemeinen sind in dem F,-Gebiisch zehn Ebenenpaare ent- 
halten. Ihre Doppelgeraden liegen auf K, und ihnen entsprechen 
zehn singuliire Beriihrungsebenen yon @®,, welche lings Kegel- 
schnitten bertihren. 

Nennt man Havupistrahlen die Verbindungslinien von irgend 
zwei assoziierten Punkten (y), so ergibt sich, daB im allgemeinen 
ein Hauptstrahl unendlich viele solche Paare assoziierter Punkte 
enthilt, die eine Involution bilden. Die Doppelpunkte dieser In- 
volution sind zwei konjugierte Punkte P, P’ der Kernfliche. Dem 
Hauptstrahl s’ entspricht im Raume (#) wieder eine gerade Linie s, 
welche die Fliche doppelt beriihrt, und die Strahlen s, die man 
so erhilt, bilden eine Strahlenkongruenz 28. Ordnung 2. Klasse, 
deren Brennfliiche ®, ist. 

Durch jeden Hauptstrahl s’ gehen die Flichen eines Biischels 
im F,-Gebiisch, die Grundkurve dieses Biischels bestebt aus s’ und 
einer kubischen Raumkurve, welche s’ in zwei Punkten Q, Q’ 
schneidet. Diese Punkte Q, Q’ liegen auf der Kernfliche und bilden 
mit P, P’ zusammen deren simtliche vier Schnittpunkte mit s’, 


Hiner allgemeineu Geraden g des Raumes (y) entspricht im 
Raume (#) ein Kegelschnitt r. Diese Kegelschnitte berithren in 
vier Punkten, niimlich in den Punkten, die den Schnittpunkten 
von g mit K, entsprechen. Die Ebene des Kegelschnitts k ent- 
spricht der einzigen Fliche des F,-Gebiischs, die durch g geht. 

Hiner allgemeinen Ebene w des Raumes (y) entspricht eine 
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Fliche S, 4. Ordnung im Raume (#), den Geraden der Ebene ent- 
sprechen die Kegelschnitte, die auf 8, liegen. Die Flaiche S, ist 
von der 3. Klasse, weil die Ebene von drei Flichen des F’, - Gebiischs 
bertihrt wird, und deshalb eine Steinersche Fliche. 

Den drei Doppelgeraden der Flache S, entsprechen drei Haupt- 
strahlen in w. Die Ecken des von diesen gebildeten Dreiecks sind 
assoziierte Punkte und entsprechen dem dreifachen Punkte von 8. 
Man sieht so, daB die von den Hauptstrahlen gebildete Kongruenz 
von der 3. Klasse ist. Sie ist ferner von der 7. Ordnung, weil durch 
jeden Punkt seine sieben Verbindungslinien mit den ihm asso- 
zilerten Punkten gehen. 


Den vier singuliren Beriihrungsebenen der Steinerschen 
Flache entsprechen vier Kegel des /, - Gebiisches, welche die Ebene x 
lings einer Seitenlinie berithren. Den Kegelschnitten, welche dem 
von den vier Beriihrungslinien gebildeten Vielseit einbeschrieben 
sind, entsprechen die Haupttangentenkurven der Steinerschen 
Flache. Diese sind sonach rationale Raumkurven 4. Ordnung, 
welche die Beriihrungskegelschnitte der vier singuliiren Ebenen 
beriihren. 

Die Steinersche FlicheS, beriihrt die Fliche @®, lings einer 
Raumkurve 8. Ordnung. 

Vgl. Reye, Math. Ann. 48, 113 (1896), Geom. d. Lage III, 
4. Aufl. Leipzig 1910, S. 143 ff. 

Ein sehr spezieller Fall der ein-achtdeutigen quadratischen 
Transformation wird durch das Gebtisch der F’, mit gemeinsamem 
Poltetraeder gegeben. Die Kernfliche X, zerfallt dann in die Seiten- 
flichen dieses Tetraeders, und die Transformation laBt sich, von 
einer Kollineation abgesehen, in der einfachen Form darstellen: 


ELEN CR Ba Ree 
My > Hy? Hy Ly Ys 2 Ya 2 Ys 2 Ya: 


Vgl. Painvin, J. f. Math. 63, 58 (1864); Veronese, Rom. Ace. 
Line. Mem. (3) 9, 265, 306 (1881); Segre, Giorn. di Mat. (1) 
21, 355 (1883); Timerding, Amn. di Mat. (3) 1, 95 (1898); 
Reye, Geom. d. Lage III. 4, Aufl. 1910, 233. 

Ein bemerkenswerter Fall, in dem die quadratische Trans- 
formation ein-vierdeutig wird, ist der, wo das I’,-Gebiisch eine 
Basisgerade a besitzt, durch die alle Flichen gehen. Das Gebiisch 
enthilt dann unendlich viele Ebenenpaare, die Kernfliche wird also 
eine Regelfliche 4. Grades, von der a eine dreifache Leitlinie bildet. 
Den Ebenen des Raumes (y) entsprechen kubische Regelflachen 
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des Raumes (#), den Geraden des Raumes (#) kubische Raum- 
kurven des Raumes (y). Vgl. Rich. Krause, Diss. Strabburg 
1879; Reye, Geom. d. Lage Id, 4. Aufl. 8.168 ff. 

Der interessanteste Sonderfall der mehrdeutigen quadratischen 
Transformationen ist aber der Fall der ein-zweideutigen Trans- 
formation, wo das F’,-Gebiisch durch sechs feste Grundpunkte 
bestimmt ist. Die Kernfliche wird dann die Weddlesche Flache W,, 
die Fliche ®, ist nicht blo& von der 4. Klasse, sondern auch von 
der 4. Ordnung. Sie hat 16 singuliire Ebenen, von denen zehn 
den Ebenenpaaren des F’,-Gebiischs und sechs den Kegeln ent- 
sprechen, die aus je einem der Grundpunkte die ftinf tibrigen pro- 
jizieren. Die Flache hat auch 16 Knotenpunkte; einem von diesen, O, 
entspricht die durch die sechs Grundpunkte des Raumes (y) ge- 
legte kubische Raumkurve y,, die 15 anderen lassen sich den 
15 Verbindungslinien der sechs Punkte zuordnen. Die 120 Ver- 
bindungslinien der Knotenpunkte sind mit den 120 Schnittlinien 
der singuliren Ebenen identisch. Die Fliche ist die bekannte 
Kummersche Fléche. 

Lassen wir 6,, wu; (i = 1, 2, 3, 4) dieselben Formen bedeuten 
wie im vorigen Paragraphen, so kann die Transformation dar- 
gestellt werden durch die Proportion 


Wy 2 Wg? Ly Ly = Os Ug Yq? Us Yq? UsYa- 


Den Bisekanten von y,, auf denen die Punktepaare liegen, 
die mit den sechs Grundpunkten zusammen jedesmal acht asso- 
ziierte Punkte bilden, entsprechen die Strahlen durch den Knoten- 
punkt 0. Dagegen entsprechen den Strahlen der sechs Grund- 
punkte, die ebenfalls als Hauptstrahlen anzusehen sind, jedesmal 
die Strahlen einer Kongruenz 2. Ordnung 2. Klasse im Raume (a), 
so daB wir sechs solche Strahlenkongruenzen erhalten, von denen O, 
die Brennfldche ist. Die Strahlenkongruenz 28. Ordnung 12. Klasse, 
die wir im allgemeinen Fall fanden, lést sich in diesem Fall auf 
in 16 Strahlenbtindel, deren Mittelpunkte die Knotenpunkte sind, 
und sechs Strahlenkongruenzen 2. Ordnung 2. Klasse. 


Jede solche Strahlenkongruenz ist in einem linearen Strahlen- 
komplex enthalten. Dem Schnittpunkt zweier Strahlen ist ihre 
Verbindungsebene in einem Nullsysteme zugeordnet. Aus zwei 
solchen Nullsystemen geht eine involutorische Kollineation hervor. 
Man findet so aufer der Identitit 15 Kollineationen, durch welche 
die Kummersche Fiche in sich tibergeht. Aus dreien der Null- 
systeme setzt sich ferner ein Polarsystem und zwar jedesmal das- 
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selbe wie aus den drei tibrigen Nullsystemen zusammen. So er- 
geben sich auSer den sechs Nullsystemen zehn Polarsysteme, also 
im ganzen 16 Korrelationen, durch welche die Kummersche 
Flache in sich tibergefiihrt wird. Diese merkwiirdige Gruppe von 
16 Kollineationen und 16 Korrelationen fand F. Klein, Math. 
Ann. 2, 199 (1870). Vgl. Reye, Journ. f. Math. 86, 84, 209 
(1879). 

Allgemein hat die ein-zweideutigen Raumtransformationen 
de Paolis, Rom. Acc. Linc. Mem. (4) 1, 576 (1885) behandelt, 
mit der Erweiterung auf Riiume von beliebig vielen Dimensionen. 
Er bezeichnet als Ordnung und Geschlecht der Transformation Ord- 
nung und Geschlecht der Kurven, die den geraden Linien des einen 
Raumes entsprechen. Die Anwendung auf die Kummersche Flache 
machte de Paolis: Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 67, 3 (1890). 

Hine besondere ein-zweideutige Transformation 3. Ordnung, 
bei der den Ebenen Flachen 3. Ordnung mit drei festen Geraden 
und vier festen Punkten zugeordnet werden, bedandelte Romano, 
Sopra una trasformazione doppia del terzo ordine, Avola 1906. 


Kapitel XXXIX. 


Algebraische Liniengeometrie. 
Von Konrad Zindler in Tnousbruck. 


Lehrbiicher und Monographien: 


(In der eckigen Klammer steht die Abktirzung, mit der die fol- 
genden Werke in diesem Kapitel zitiert werden ) 


1. Pliicker, Newe Geometrie des Raumes, gegriindet auf die 
Betrachtung der geraden Linie als Rawmelement, Leipzig, I. Abt. 1868, 
Il. Abt. 1869 /N. G./. 

2. Segre, Sulla geometria della retta e delle sue serie quadra- 
tiche, Torino, mem. (2) 86 (1884) /G. B./. 

3. Sturm, Liniengeometrie in synth. Behandlung, 3 Bande, Leip- 
zig, 1892, 1893, 1896 /L. G./. 

4. Klein, Hinlettung in die hohere Geom. (Vorlesung Gottingen), 
1893 /H. G./. 

5. Koenigs, La Géométrie réglée, Paris, 1895 /G. R./. 

6. Fano, Lezioni di Geometria della retta, Roma 1896 /G. R./. 

7. Zindler, Liniengeometrie mit Anwendungen, Leipzig, I. Band 
1902; I. Bd. 1906 /L. G/. 

8. Jessop, A Treatise on the Line Complex, Cambridge, 1903 
Ibn OYE: 

b 9. Timerding, Geometrie der Krifte, Leipzig, 1908 /G. K./. 


§ 1. Linienkoordinaten und Stabkoordinaten. 


Die tetraedrischen Linienkoordinaten p,,..., wurden schon 
in Bd. II’, Kap. VI, § 4 definiert. Fir sie ist auch die Bezeich- 
nung mit zwei Indizes 


(1) Wy = UY, — UY, Dey = UzV_— Uy; 


im Gebrauch. Die GrdBen m;, heiben Strahlenkoordinaten, die 
GréBen p,;, Achsenkoordinaten. Es ist (Bd. Il’, 8. 149f.): 


(2) Pig = Tq USW., 


wobei t ein Proportionalititsfaktor ist. Die Definition der Koor- 
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dinaten einer Geraden g durch die Inhalte der Tetraeder, die eine 
Einheitsstrecke auf g mit den Kanten des Grundtetraeders bestimmt 
(Zeuthen, Math. Ann. 1, 432 (1869)), fihrt auf einen besonderen 
Fall der allgemeinen tetraedrischen Koordinaten, der mit den GraB- 
mannschen Koordinaten (Bd. II’, S. 165) verwandt ist. 

Verschwindet eine Linienkoordinate, so schneidet g eine Kante 
des Grundtetraeders; fiir diese selbst ist nurmehr eine Koordinate 
von Null verschieden. Den gemeinsamen Punkt und die gemein- 
same Ebene zweier sich schneidenden Geraden hat Cayley aus 
ihren Koordinaten berechnet (Papers VII, S. 66 (1869)). 

Setzt man 9 =2%,—¥y,=—1 in die Definitionsgleichungen 
der p, (Bd. II’, S. 149) ein, so erhalt man bis auf die Bezeichnung 
dieselben GréBen, die schon in Bd. II’, S. 78 aufgetreten sind, 
namlich: 

SO Uy aA a dls: 
Puo=—l, Ppp=—M, Pe=—nNn. 


Wir stellen die Definition dieser homogenen Linienkoordinaten im 
Parallelsystem nochmals in geinderter Bezeichnung zusammen: 
Wenn (2,, y,, %) und (ap, Ya, 2) die Koordinaten zweier Punkte 
in einem Parallelsystem sind, so definieren wir die Koordinaten q, 
der verbindenden Geraden durch: 


Gy = %e— Hy Me = Yi % — Y2*4> 
(3) Y= Y2—- Yt» 5 = Hy %q — HQ % » 
V3 = 2g — Fy, Wg = BYq — MQ - 


Sie gentigen der Beziehung 


3 
(4) iy Gy43 = 0. 


Ist das System insbesondere rechtwinklig, so heiBen die q, recht- 
winklige homogene Linienkoordinaten. Solche werden wir von nun 
an bei metrischen Fragen immer voraussetzen. Die rechtwinkligen 
inhomogenen Linienkoordinaten, die von Pliicker verwendet 
wurden (N. G.I, S. 1 (1868)), sind heute mit Recht auBer Ge- 
brauch. 

Auch die absoluten Betriige der Linienkoordinaten haben eine 
Bedeutung, die wir nur fiir den Fall der rechtwinkligen Koordi- 
naten angeben: Die GréBen q, stellen nicht nur eine Gerade g, 
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sondern auf ihr auch einen Linienteil oder Stab (Bd. II’, 8. 165) 


von der Linge 
l=VG+tGgr+G 


dar. Je nachdem man also bloB die Verhialtnisse oder auch die 
GroéBen der q, in Betracht zieht, spricht man von den Koordinaten 
einer Geraden oder eines Stabes. 

Sechs beliebige GréBen q, lassen, auch wenn (4) nicht erfiillt 
ist, eine mechanische Deutung zu: Sie kénnen als Koordinaten einer 
Dyname aufgefait werden, und zwar bedeuten g,, q,, q3 die Kom- 
ponenten desjenigen Kraftstabes, der bei Reduktion der Dyname 
auf den Ursprung auftritt und q,, g;, ¢, die Komponenten des 
Drehmomentes (Timerding, G. K., 8. 87). Ist (4) erfiillt, ohne 
daB alle drei GréBen g,, q,, Y, verschwinden, so reduziert sich die 
Dyname auf eine Hinzelkraft im Endlichen; verschwinden aber 
G1> Iq» Ig, 80 bleibt von der Dyname nur das Drehmoment tibrig, 
das durch ein Ebenenstiick von bestimmter Stellung, Gréfe und 
bestimmtem Umfahrungssinn, d. h. durch ein Feld dargestellt 
werden kann. Sieht man von der GréBe des Feldes ab, so kann 
man also q4: 4, : 9, als Koordinaten einer bestimmten Stellung, 
d. h. einer wnendlich fernen Geraden betrachten. Nun entspricht 
jedem der Beziehung (4) geniigenden System von Gréfen g, (wenn 
nicht alle verschwinden) eine (endliche oder unendlich ferne) Gerade. 

Da 4;, 4%» 93 den Richtungscosinus der Geraden proportional 
sind, kann man den Cosinus des Winkels  zweier Stabe q,, q,' 
nach Bd. II’, 8. 76, hinschreiben. Setzt man ferner 


UF == g)'* + go? + gy 7, 


w* = (9393 — 4592 )* + (4391 — 9193)? + (4142 — 9991)? 
so ist 


: Ww 
(5) sin @ = S77 


Der kiirzeste Abstand d der Stiibe ist 


(6) Dercs 
qd = ——__—_—__ 
Ww 
wohei die Reste der Indizes mod 6 als solche beizubehalten sind 
(wie auch im folgenden). Unter dem Moment M zweier Geraden 
versteht man das Produkt aus dem Sinus ihres Winkels mit dem 
ktirzesten Abstand. Hs ist: 
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(7) u 25 a a 3 


Uber die ndtigen Vorzeichen-Festsetzungen bei diesen Formeln 
vgl. Zindler, LZ. G. I, § 12 und 37. Die Linienkoordinaten des 
ktirzesten Abstands zweier Geraden hat Cayley, Papers X, S. 287 
(1878) berechnet. 

Von den GréBen p, gelangt man nach Bd. II’, 8. 151 durch 
eine allgemeine lineare Transformation zu allgemeineren Linien- 
koordinaten. Die Form 


(8) 2(p) = 22,2, 4s 


geht dabei in eine andere quadratische Form R tiber. Unter ihnen 
sind die Kleinschen Koordinaten x, ausgezeichnet (Klein, Math. 
Ann. 2, 203 (1870)), bei denen die Beziehung zwischen den Ko- 
ordinaten die Form 


(9) Si =0 


annimmt. Man erhilt solche Koordinaten z. B. durch die Trans- 
formation 


Prt P=, 21 — Pe iM, 
(10) Pot Py= %q, Do — Ps = 125, 

P3 + Pe=%3, By — Pe 1Xp, 
durch die identisch 


RG) = X(x) - 2 


wird, wenn wir mit X diesen besonderen Fall der Form R be- 
zeichnen. Die Schnittbedingung zweier Geraden x, y ist hier 


6 
(11) > %,y,= 0. 
1 


Will man jedoch die Form (8) durch eine reelle Transformation 
in lauter Quadrate transformieren, so erhilt man stets drei posi- 
tive und drei negative Glieder (Klein, H. G. J, 8. 489). 
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§ 2. Liniengebilde und Stabgebilde. 


Von den sechs Koordinaten p, einer Geraden sind, da nur 
ihre Verhiltnisse in Betracht kommen und zwischen ihnen eine 
Beziehung 


(12) R(p)=0 


besteht, nur vier als unabhingig zu betrachten, d. h. die Mannig- 
faltigkeit der Geraden ist eine vierfache, wie auch geometrische 
Uberlegungen unmittelbar lehren. Eine von (12) unabhingige ho- 
mogene Gleichung zwischen Linienkoordinaten stellt also eine drei- 
fache Mannigfaltigkeit von Geraden, einen Linienkomplex oder 
Komplea dar; zwei solche Gleichungen, die mit (12) ein System 
von drei unabhaingigen Gleichungen bilden, definieren eine dop- 
pelte Mannigfaltigkeit von Geraden, eine Linienkongruenz oder 
Kongruenz oder ein Strahlensystem,drei solche Gleichungen eine 
Regelfldéche, endlich vier Gleichungen eine endliche Zahl von Ge- 
raden. 


Hin algebraischer Komplex C ist durch eine Gleichung der 
Form 


(13) Fine ps0 


definiert, wobei Ff” eine ganze rationale homogene Funktion ihrer 
Argumente ist und die p tetraedrische (oder rechtwinklige) oder 
auch Kleinsche oder noch allgemeinere Koordinaten sein kénnen. 
Wenn F den Grad m hat, so heiBt auch C vom n™ Grade. Die 
Gleichung eines Komplexes kann in verschiedenen Formen ge- 
schrieben werden. Ist nimlich M eine beliebige ganze homogene 
Funktion » — 2°" Grades der GréBen p, so stellt 


(14) F+MUR=0 


denselben Komplex dar wie (13)(Clebsch, Math. Ann. 2, 2 (1870)). 

Die Strahlen von C, die durch einen festen Punkt gehen, 
bilden eine Kegelfliiche 2‘ Ordnung, den Kompleakegel des Punk- 
tes; die Strahlen von C, die in einer Ebene liegen, umhiillen eine 
Kurve n‘* Klasse, die Komplexkurve dieser Ebene (Pliicker, N. 
G. I, 8. 18). Hin allgemeines Strahlenbiischel enthilt » Gerade 
von C. Ausnahmspunkte, deren ganzes Biindel dem Komplexe an- 
gehort, heiBen nach Reye (Geom. d. Lage IIT, 8. 2 (1910)) Haupt- 
punkte; dual: Hawptebenen. 

Eine Kongruenz heift algebraisch, wenn sie der ganze oder 
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teilweise Schnitt zweier algebraischen Komplexe ist. Bei einer 
solchen versteht man unter ihrer Ordnung die Zahl ihrer Geraden, 
die i. A. durch einen Punkt gehen, unter Klasse die Zahl ihrer 
Geraden, die in einer Ebene liegen; unter Rang die Zahl, die an- 
gibt, wie oft zwei Strahlen der Kongruenz mit derselben Geraden 
zu einem Strahlbiischel gehéren. 

Schnittsitze (1 — 3 bei Pliicker, NW. G. J, 8. 19f.): 


1. Zwei Komplexe von den Graden », und m, haben eine 
Kongruenz von der Ordnung und Klasse ,”, gemeinsam. 

2. Drei Komplexe von den Graden m,, ”,, ; haben eine 
Regelfliche von der Ordnung 2n,,”; gemeinsam. 

3. Vier Komplexe von den Graden m,,..., haben 2,7. %3Mq 
Gerade gemeinsam. 

4, Zwei Kongruenzen von den Ordnungen ,, m, und den 
Klassen m,, m, haben i. A. nach einem Satz von Halphen 
N,N + m,m, Gerade gemein (Segre, G. R., S. 90). 

Die Treffgeraden einer algebraischen Kurve ‘** Ordnung 
bilden einen (sehr speziellen) algebraischen Komplex n‘” Grades. 
Auch auf solehe Komplexe lassen sich die obigen Schnittsiitze an- 
wenden, z. B.: Drei Kurven von den Ordnungen »,, %., 2, bestim- 
men als Leitlinien eine Regelfliiche der Ordnung 2”,n.n,. Es gibt 
zwei Gerade, die vier gegebene (nicht hyperbolische) Geraden 
schneiden (Steiner, Werke, I, S. 402). 

Die Tangenten einer algebraischen Flache *” Ordnung bilden 
einen (sehr speziellen) Komplex, dessen Grad gleich dem Range 
der Fliche (d. i. der Klasse ihrer ebenen Schnitte), also fiir all- 
gemeine Flachen (mn — 1) ist. 

Auf einer Geraden liegen 00! Stabe; die Mannigfaltigkeit 
der Stiibe ist also eine fiimffache. Hine Gleichung zwischen Stab- 
koordinaten 


(15) D(q,.-+%) = O,) = 0, 


die also i. A. nicht homogen sein wird, sondert eine vierfache 
Mannigfaltigkeit von Stiben, einen Stabwald aus. Die drei-, zwei-, 
einfachen Stabmannigfaltigkeiten, die Stabkomplexe, Stabkongru- 
enzen, Stabfldchen werden beziehungsweise durch zwei, drei, vier 
Gleichungen zwischen Stabkoordinaten dargestellt. Die Geraden, 
auf denen die Stibe liegen, bilden den 77viger des Stabgebildes. 
Z. B. hat ein Stabkomplex i. A. einen Linienkomplex als Trager, 
dagegen ein Stabwald, wenn seine Gleichung nicht homogen ist, 
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den ganzen Linienraum. Ist durch (15) und &(q,) = 0 ein Stab- 
komplex definiert, so erhilt man den Triger desselben, indem 
man aus den Gleichungen 


® (tq,) =) ® (¢q,) =— 0 


das ¢ eliminiert (Zindler, L.G. I, 8. 119f., wo auch die Schnitt- 
sitze auf dieses Gebiet tibertragen sind). 

Die Untersuchung der Liniengebilde und der Stabgebilde 
bildet den Inhalt der Liniengeometrie, die seit Pliickers grund- 
legendem Werke, ,,Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die 
Betrachtung der geraden Linie als Raumelement“ (Leipzig, I, 1868; 
IT, 1869) als besonderer Zweig der Geometrie betrachtet wird. 
Die wesentlichen Grundgedanken dieses Werkes hat Pliicker schon 
1865 (Phil. Trans. 155, 725) veréffentlicht. 


§ 3. Die linearen Komplexe und die linearen Stabwilder.’) 


a) Der lineare Komplex C habe die Gleichung 


6 
(16) 24, Py 49= 0. 
Ist die GréBe 


3 
(47) A= > dd, 5s 
1 


(die Invariante des Komplexes) gleich Null, so besteht C aus den 
Trefflinien einer Geraden mit den Koordinaten a,; dieser besondere 
lineare Komplex hei®t speziell oder singuldr oder ein Strahlen- 
gebiisch. lst A nicht Null, so heiBt C ein Strahlengewinde oder 
Gewinde. 


Die Strahlen eines Gewindes G, die durch einen Punkt gehen 
oder in einer Ebene liegen, bilden ein Strahlenbiischel. Die Zu- 
ordnung, die so zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes 
bewirkt wird, ist eine spezielle Korrelation, in der entsprechende 
Punkte und Ebenen inzident sind. Jede Korrelation dieser Art ist 
involutorisch und heiBt ein Nullsystem (II', 8. 124). Umgekehrt ent- 


1) Bei den zahlreichen elementaren Siitzen dieses und des fol- 
genden Paragraphen wurde nicht immer eine Stelle angegeben, wo 
der Beweis zu finden ist. Man ziehe die Lehrbiicher zu Rate, die am 
Eingang des Kapitels angefiihrt sind. 
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spricht jedem Nullsystem ein Gewinde. Die Ebene, die einem Punkte 
im Nullsystem entspricht, heiBt Nullebene des Punktes; dieser heibt 
Nullpunkt der Ebene. Zwei Geraden, die einander in der Korre- 
lation entsprechen, heiBen reziproke Polaren des Gewindes G oder 
gueinander polar. Kine Gerade fillt mit ihrer Polaren nur 2u- 
Sammen, wenn sie zu G gehdrt, und ist sonst windschief zu ihr. 
Jede Gerade, die zwei reziproke Polaren schneidet, gehért zu CG. 
Alle Strahlen von G, die eine Gerade treffen, schneiden auch ihre 
Polare. Zwei Paare von Polaren haben hyperbolische Lage. Wenn 
drei Strahlen einer Regelschar §t einem Gewinde angehéren, so 
gehéren ihm alle Strahlen von ®t an. 

Durchmesser von G heifen die Polaren der unendlich fernen 
Geraden, Durchmesserebenen die Nullebenen der unendlich fernen 
Punkte. Die Durchmesser sind alle zueinander parallel; durch 
ihren unendlich fernen Punkt gehen alle Durchmesserebenen. Achse 
von G heift der (einzige) Durchmesser, der auf seiner Polaren 
senkrecht ist. Der kiirzeste Abstand zweier reziproken Polaren 
schneidet die Achse senkrecht. 

b) Wahlt man zwei reziproke Polaren von G als Gegenkan- 
ten des Grundtetraeders, so nimmt die Gleichung von G die Form an: 


(18) 45% Pim + Um Pix = %; 


wobei i,k, 1, m die vier Zahlen 1, 2, 3, 4 in irgendeiner Reihen- 
folge sind. W&hlt man die Achse von G als Z- Achse eines recht- 
winkeligen Systems, so wird aus (18): 


(19) kq3 + d= 0. 


Durch Riickgang auf die Punktkoordinaten mittels der Glei- 
chungen (3) erhalt man die einfachste Darstellung des Nullsystems 


(20) k(g— 2) + (@n — 8) = 0, 
indem dies die Gleichung der Nullebene des Punktes (x, y, z) in 
den laufenden Koordinaten &, 7, § ist. 

Unterwirft man den Gesamtraum einer Schraubung, deren 
Translations- und Rotationsgeschwindigkeit beziehungsweise t und 
sind, so bilden die Bahnnormalen aller Punkte ein Gewinde, dessen 
Achse die Schraubungsachse ist; der ,,Parameter“ k des Gewindes, 
der auch in (19) auftritt, ist: 


tT 
a 


(21) k= 
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Jeder der oo® Punkte hat oot Bahnnormalen. DaB trotzdem nur 
oo® Gewindestrahlen herauskommen, liegt daran, daB jeder von 
ihnen fiir alle seine Punkte Bahnnormale ist. Die Strahlen von G 
lassen sich als Tangenten von oo? Schraubenlinien anordnen, die 
entgegengesetzt gewunden sind, wie die zu G gehérige Schraubung. 
Je nachdem & positiv oder negativ ist, hei®t die Schraubung rechts- 
oder linksgewunden. Durch eine rechtsgewundene Schraubung ist 
ein linksgewundenes Gewinde definiert. Wie jedem Strahlengewinde 
so eine Schraubung entspricht, so kann ihm vermége des Dualis- 
mus zwischen Kraften und Geschwindigkeiten (Zindler, L. G. J, 
8.43; Timerding, G. K., Kap. 10) auch eine Dyname zugeordnet 
werden. 

c) Wenn c der ktirzeste Abstand eines Gewindestrahles s von 
der Achse ist und @ seine Neigung gegen die Ebenen, die zur 
Achse senkrecht sind, so ist: 


(22) c cot # = — k. 


Wenn ¢,, 91; C,, 9, fiir zwei reziproke Polaren g,, g, dieselbe Be- 
deutung haben, wie c, @ fiir s, so gilt: 

(23) C, cot By = c, cot 9, = — k. 

Auch bei allgemeiner Lage gegen das Koordinatensystem laBt 
sich k berechnen: 


(24) k 2: 


ab ag a 
Die Koordinaten o; der Achse eines Gewindes sind (¢ = 1, 2, 3): 
(25) = ;, 0; 45 = A;45— ka,. 


Die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe ist eine /fiinf- 
fache. Die Verhaltnisse der a, in (16) kénnen als Koordinaten eines 
linearen Komplexes gelten. Hin Gewinde wird durch oo! Korre- 
lationen in sich selbst iibergefiihrt, ebenso durch oo’? Kollinea- 
tionen; diese bilden eine kontinuierliche Gruppe, deren Unter- 
gruppen Knothe bestimmt hat (Archiv for Math. og Naturv. 15, 
97 (1892) = Diss. Leipzig 1892). 


Parameterdarstellungen des Gewindes yon der Form 
p, = f,(u, v, wv) (v=1,---6) 


wobei u,v, w unabhingige Veranderliche sind, finden sich bei 
Zindler, L. G.I, 8. 197f. Mit jeder solehen Darstellung ist, in- 
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dem w,v,w als Punktkoordinaten aufgefaBt werden, eine Ab- 
bildung auf den Punktraum verbunden. Die erste Abbildung fand 
Noether, Gott. Nachr. 1869, 8. 298. 

d) Wir geben eine Ubersicht tiber verschiedene Erzeugungs- 
arten oder Bestimmungsweisen eines Gewindes (von denen 1) und 3) 
schon besprochen sind); ein Gewinde (das in einigen Fallen auch 
in ein Strahlengebiisch ausarten kann) ist bestimmt: 

1, Durch eine lineare Gleichung zwischen Linienkoordinaten. 

2. Durch fiinf Strahlen, wenn die Matrix ihrer Koordinaten 
den Rang 5 hat. Hine lineare Konstruktion des Gewindes aus fiinf 
Strahlen hat Sturm, L. G. J, 8. 107, angegeben. 

3. Durch eine Schraubung. 

4, Als Gesamtheit der Achsen, beziiglich deren ein riiumliches 
Kraftesystem das Drehmoment Null hat (Mibius, Ges. W. ITI, 
Statik § 84 (1837)). So erkliren sich die Namen Nullachse, Null- 
punkt, Nullebene bei Mébius und Nullsystem bei Staudt, Geom. 
d. Lage, 8.191 (1847). 

5. Als Ort der Geraden, die beziiglich zweier festen Geraden 
ein konstantes Verhiltnis der Momente haben (Drach, Math. Ann. 
2, 135 (1870)). 

6. Als Ort der Wirkungslinien aller Krifte, die mit fiinf 
Kraften, deren Wirkungslinien gegeben sind, im Gleichgewicht sind. 
Sollen naimlich auf sechs gegebenen Wirkungslinien Kriifte ge- 
funden werden kénnen, die im Gleichgewicht sind, so miissen die 
sechs Linien demselben linearen Komplex angehoren (wihrend auf 
sieben Wirkungslinien stets Kriifte im Gleichgewicht gefunden 
werden kénnen); Sturm, Ann. di mat. (2) 7, 217 (1875). 

7. Durch ein riumliches Finfseit, indem jeder Hecke des- 
selben die Ebene der beiden Nachbarseiten als Nullebene zugeord- 
net wird, wodurch ein Nullsystem bestimmt ist (Staudt, Geom. 
d. Lage, S. 193 (1847)). 

8. Durch zwei projektive Strahlbiischel, die so liegen, daB 
sie einen Strahl entsprechend gemein haben, ihre Scheitel und 
Ebenen jedoch getrennt sind. Die Treffgeraden entsprechender 
Strahlen bilden ein Gewinde. Dies ist die Sylvestersche Krzeu- 
gungsweise (C. R. 52, 742 (1861)). 

9. Durch eine involutorische Regelschar 2. Ordnung. Die 
Trefflinien aller Paare der Involution bilden ein Gewinde (Chas- 
lessche Erzeugungsweise, J. de Math. (1) 4, 348 (1839)). 

10. Durch zwei projektive windschiefe Punktreihen, indem die 
Pascal, Reportorium II 2. 2. Aufl. 64 
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Achsen, aus denen sie durch eine Ebeneninvolution projiziert 
werden, ein Gewinde bilden, und dual (Caporali und del Pezzo 
in Caporali, Mem. di Geom., Napoli 1888, 8. 275; Fano, G. R. 
S. 37). 

11. Durch zwei Paare reziproker Polaren (in hyperbolischer 
Lage), weil dadurch eine involutorische Regelschar bestimmt ist 
(vgl. 9), oder spezieller: Durch ein Polarenpaar und einen Strahl, 
oder noch spezieller: 

12. Durch die Achse und einen Strahl; dadurch ist auch k 
in Gleichung (22) bestimmt. 

13. Durch eine nicht involutorische riiumliche Korrelation, 
indem einem Punkte P sowohl als Punkt des einen wie des anderen 
Systems je eine Ebene, also die Schnittlinie s und das Strahl- 
biischel (P, s) entspricht (Fano, G. R., S. 37). 

14. Indem man eine Regelschar eines gleichseitigen hyper- 
bolischen Paraboloides zuerst um ihre Haupterzeugende h dreht, 
dann das so erhaltene Rotationsnetz (§ 4) um eine Gerade dreht, 
die im Scheitel des Paraboloides auf h senkrecht steht (Zindler, 
Math. Ver. 4, 99 (1894), oder L. G. I, 8. 196). 

15. Durch eine Raumkurve 38. Ordnung, indem die Zuord- 
nung zwischen ihren Punkten und den zugehérigen Schmiegungs- 
ebenen einem Nullsystem angehért (Chasles, C. R. 45, 195 (1857); 
Sturm, Geom. Verwandtsch. III, 8. 108 (1909)). 


e) Wenn neben (16) ein zweiter linearer Komplex 


6 
2,2, 43 = 


gegeben ist, so ist 
6 
(26) T= 24,b,45 


eine simultane Invariante der beiden Komplexe. Wenn sie ver- 
schwindet, sagt man (Klein, Gétt. Nachr. 1869, S. 260 oder H. G. 
I, 8. 181), die Komplexe seien involutorisch oder in Involution. 
Die geometrische Bedeutung dieser Lage ist fiir den Fall zweier 
Gewinde die folgende: Dreht man eine Ebene um einen gemein- 
samen Strahl s beider Gewinde, so beschreiben die beiden Null- 
punkte auf s zwei involutorische Punktreihen (und dual ent- 
sprechend). Von zwei involutorischen Gewinden wird jedes durch 
das Nullsystem des anderen in sich selbst tibergefiihrt. 

Wenn die beiden Komplexe die Parameter k und k’ haben, 
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wenn ferner ihre Achsen den Winkel w bilden und den kiirzesten 
Abstand d haben, so ist J proportional dem Moment WM der beiden 
Komplexe: 


(27) M=(k +k’) cosy —dsinw. 


Dieses hat nach Klein, Math. Ann. 4, 413 (1871) folgende me- 
chanische Bedeutung: Ordnet man dem einen Komplex eine Dy- 
name D, dem anderen eine Schraubung S zu (vgl. b), so ist M 
proportional der Arbeit der Dyname D bei der Schraubung S 
(Genaueres bei Zindler, L. G. J, S. 159). Sind also die Kom- 
plexe involutorisch, so verschwindet 17; dann ist ein Kérper, dessen 
Beweglichkeit auf S beschrinkt ist, unter dem EinfluB von D im 
Gleichgewicht. 

Mit der Theorie des Nullsystems lassen sich die reziproken 
Figuren der graphischen Statik in Zusammenhang bringen (Timer- 
ding, Theorie der Krdftepline, Leipzig 1910). 

Das Nullsystem entdeckten unabhiingig voneinander: Gior- 


_ gini, Modena Mem. 20, 243 (1828); Mobius, J. f. Math. 10, 


317 (1833) oder Ges. W. 1,8. 439 (s. auch Statik (1837), Ges. 
W. III, S. 118) und Chasles, C. R. 46, 195 (1857); 51, 855, 
905 (1860); 52, 77, 189, 487 (1861). Die ersten beiden wurden 
durch mechanische, der letztere durch kinematische Studien darauf 
gefithrt. Die zahlreichen Satze, die Chasles ohne Beweis mitteilte, 
wurden yon Brisse, J. de Math. (2) 15, 281 (1870); 19, 221 
(1874); (3) 1, 141 (1875) und Schoenflies, Geom. der Bewe- 
gung, Leipzig 1886, bewiesen. 7 

Jede lineare Stabgleichung la8t sich durch Anderung des 
Koordinatensystems auf die Form 


| (28) Oy + &3 93 + %Ieg = O 


bringen. Wenn alle drei Koeffizienten « von Null verschieden sind, 
so bedeutet sie die Gesamtheit der Stibe aller Paare, durch die 
eine Dyname dargestellt werden kann (Zindler, L.G.J, 8. 140f, 
wo auch die besonderen Fille besprochen sind). Ein Satz von 
Chasles besagt, daB alle Tetraeder, die durch diese Paare be- 
stimmt sind, gleichen Inhalt haben (Mébius, Statik (1837), Ges. 


| W. UIT, 8. 102; Timerding, G. K., S. 98). 


§ 4. Die Strahlennetze. 


Ein Strahlensystem 1. Ordnung und 1. Klasse (§ 2) heiBt 
sin Strahlennetz oder Netz. Es kann als Schnitt zweier linearen 
64* 
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Komplexe erhalten werden. Jedes Strahlennetz besteht aus allen 
Trefflinien zweier Geraden (der Brennlinien). Je nachdem diese 
reell windschief sind oder imaginiir oder zusammenfallen oder sich 
schneiden, heiBt das Strahlennetz hyperbolisch, elliptisch, parabo- 
lisch oder singuldr. 

Im letzten Fall besteht es aus einem Strahlenbiindel und 
einem Strahlenfeld, deren Trager inzident sind; die Brennlinien 
werden innerhalb eines Strahlenbiischels unbestimmt. Der Fall des 
parabolischen Netzes kann so veranschaulicht werden: Man nehme 
eine Gerade als Brennlinie an, setze ferner eine Punktreihe P auf 
ihr und ein Ebenenbiischel ¢ um sie in projektive Beziehung. Dann 
besteht das parabolische Netz aus der Gesamtheit der Strahlen- 
biischel (P, ¢). Unter den hyperbolischen Netzen sind die recht- 
winkligen ausgezeichnet, deren Brennlinien sich rechtwinklig kreuzen, 
unter den elliptischen die Rotationsnetze, die durch Umdrehung 
einer Regelschar eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides 
um seine Haupterzeugende entstehen. Durch eine spezielle affine 
Deformation (Dehnung) der Rotationsnetze entstehen die all- 
gemeinen elliptischen Netze. An Stelle der Rotationshyperboloide, 
die bei der eben angegebenen Erzeugung des Rotationsnetzes ent- 
stehen, treten jetzt allgemeine Hyperboloide. Die erste Angabe, 
wie ein elliptisches Netz wirklich aussieht (Modelle kommen hier 
als nicht allgemein zuginglich nicht in Betracht, vel. den Dyckschen 
Katalog math. Modelle, 8. 280f., Miinchen 1892), scheint sich bei 
Klein, Vorl. tiber nichteuklid. Geom. II, 8. 33 (1898) zu finden, 
eine Abbildung desselben bei Zindler, LZ. G. I, 8.175, ebenda 
S.177f. auch Parameterdarstellungen fiir alle Strahlennetze. Die 
elliptischen Netze dienen zur Deutung der allgemeinen imaginiiren 
Geraden, indem sie das reelle Substrat derselben bilden (Klein, 
Math. Ann. 23, 545). Die imaginaren Brennlinien der Rotations- 
netze sind diejenigen Geraden, die den imaginiren Kugelkreis treffen. 

Die hyperbolischen und die elliptischen Netze hangen von acht, 
die parabolischen von sieben Parametern ab; von ihnen kommen 
sechs auf die Lage im Raume. Von dieser abgesehen, hiingen also 
die allgemeinen Netze von zwei Parametern ab, die man so wihlen 
kann, da der eine die GréBe, der andere die Form bestimmt. Da- 
gegen sind diejenigen parabolischen Netze, deren Brennlinien im 
Endlichen liegen, alle einander aihnlich oder symmetrisch-ahnlich. 
Hin Strahlennetz ist durch vier Strahlen bestimmt, wenn die Ma- 
trix ihrer Koordinaten den Rang vier hat. 

Zwei Hbenen, die durch eine Gerade eines nicht singuliren 
Strahlennetzes gehen, werden von ihm in zwei kollinearen Feldern 


§ 5. Die Systeme linearer Komplexe. 1003 


geschnitten. Umgekehrt erzeugen zwei kollineare Felder dann ein 
Strahlennetz, wenn sie ihre Schnittlinie entsprechend gemein haben. 
Insbesondere erzeugen also zwei parallele affine Felder ein Strahlen- 
netz, und jedes nicht singulire Netz kann auf mannigfache Art so 
erzeugt werden. Wenn man die affinen Felder in der Richtung 
einer gemeinsamen Normalen zusammenschiebt, so daB sie in die- 
selbe Ebene fallen, so bilden ihre Doppelelemente im Hauptfall 
ein eigentliches Dreieck, von dem eine Seite ins Unendliche fiallt; 
dem einzigen im Endlichen liegenden (und stets reellen) Eckpunkt 
des Dreiecks entspricht der Hawptstrahl des Netzes, der also auf 
beiden Feldern senkrecht steht. Fiir ein hyperbolisches Netz, dessen 
beide Brennlinien im Endlichen liegen, ist der kiirzeste Abstand 
derselben der Hauptstrahl, fiir ein Rotationsnetz die gemeinsame 
Rotationsachse der Umdrehungshyperboloide, aus denen es besteht. 
Hyperbolische Netze, deren eine Brennlinie im Unendlichen hegt, 
haben keinen Hauptstrahl. 

Fallt man von einem Punkte auf die Strahlen eines Netzes 
Lote, so ist der geometrische Ort der FuBpunkte nach Borg- 
meyer (Diss. Minster 1893) eine Fliche 3. Ordnung. 

Die selbstentsprechenden Strahlen einer gescharten') riium- 
lichen Kollineation (II', S. 123) bilden ein Strahlennetz. 

Wenn fiinf Krifte im Gleichgewicht sind, so gehéren ihre 
Wirkungslinien demselben Strahlennetz an (Sturm, Ann. di Mat. 
(2) 7, 217 (1875)); analog: Wenn vier Krafte im Gleichgewicht 
sind, haben ihre Trager hyperbolische Lage (Mébius, Statik (1837), 
Werke III, 8.141). Die Punkte eines Korpers, der eine Bewe- 
gungsfreiheit 2. Grades hat, kénnen sich im allgemeinen auf Fla- 
chen bewegen. Die Normalen dieser Flichen, die man in allen 
Punkten des Kérpers gleichzeitig errichtet, bilden ein Strahlennetz 
(Schénemann, Berl. Monatsber. 1855, 8. 255 oder J. f. Math. 
90, 44 (1881)). 


§ 5. Die Systeme linearer Komplexe. 
a) Es seien 
Cex 0, Ci =.0,05.. 0, 0. (0 <6) 
die Gleichungen von » linearen Komplexen. Diese seien vonein- 


ander unabhingig, d. h. die Matrix ihrer Koeffizienten soll den 


1) Eine biaxiale Homologie (Kollineation) heift auch gescharte 
Kollineation. 
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Rang » haben. Dann ist die Gesamtheit der Komplexe, die aus 
ihnen linear abgeleitet werden kénnen, d.h. bei beliebiger Wahl 
der GréBen 4 durch eine Gleichung 


(29) >i,0,=0 
v=1 


dargestellt werden, ein ,,lineares System“ yon Komplexen, und zwar 
heiBt ein solches fiir » = 2, 3, 4, 5 der Reihe nach Komplexbiischel, 
-netz (oder -biindel), -gebiisch, -gewebe; fir n = 6 erhialt man alle 
linearen Komplexe, den Komplexraum. Das System (29) ist ,,n- 
stufig< oder n — 1-dimensional. Die Verhialtnisse der 2 kénnen als 
homogene Koordinaten des einzelnen Komplexes innerhalb des 
Systems aufgefaBt werden. Dieses ist durch je » unabhiangige 
seiner Komplexe ebenso bestimmt wie durch die urspriinglichen. 

b) Ein Komplexbiischel 8 enthiltim allgemeinen zwei Strahlen- 
gebiische; sie bestimmen dasjenige Strahlennetz, das die allen 
Komplexen von $ gemeinsamen Strahlen enthalt und Trdger von 8 
heiBt. Die Achsen aller Komplexe von 8 bilden eine Regelfliche, 
die Achsenfldche von 8. Trigt man auf jeder Achse den Para- 
meter des betreffenden Komplexes als Stab auf, so erhalt man die 
Achsenfliche als Stabfldche (in anderer Form schon bei Pliicker, 
N. G. I, 8. 98). Die Achsenfliche ist im allgemeinen Falle eine 
Regelfliche 3. Ordnung (tiber die besonderen Fille vgl. Zindler, 
L. G. I, 8. 285), bei der die Kuspidallinien reell sind, die dop- 
pelte Leitlinie im Endlichen, die einfache im Unendlichen und zur 
doppelten senkrecht liegt. Diese Fliche hei®t Zylindroid; ihre Glei- 
chung kann geschrieben werden: 


(30) g(a? + y”) = 2hey 
und entsteht auch durch Elimination der Parameter r und @ aus 
(31) x—=rcos, y=rsind, z=—h sin2d. 


Schneidet man also das Zylindroid mit dem Zylinder a? + y? = 4h? 
und wickelt diesen in eine Ebene ab, so erhalt man zwei Wellen 
einer gewohnlichen Sinuslinie. Hiernach kann man sich eine an- 
schauliche Vorstellung des Zylindroids bilden; weitere Siitze tiber 
dasselbe findet man bei Timerding, G. K. Kap. XIII. Es spielt 
in der Kinematik und in der Mechanik bei der Zusammensetzung 
von Schraubungen und von Dynamen eine grofe Rolle. 


c) Die gemeinsamen Strahlen aller Komplexe eines Komplex- 
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netzes Jt bilden im allgemeinen eine Regelschar Rt eines Hyperbo- 
loides, die reell oder imaginiir sein kann. Die Achsen der in ¥t ent- 
haltenen Strahlengebiische bilden die Leitschar von #. Die Achsen 
aller Komplexe von ¥t bilden die Achsenkongruenz 3. Ordnung 
und 2. Klasse von 9t. Dieselbe ist auch das System der kiirzesten 
Abstinde zwischen je zwei Strahlen einer Regelschar (Waelsch, 
Wien. Ber. 95, 781 (1887); Timerding, G. K., Kap. 14). Wenn 
jedoch die Regelschar 9% ein schiefes Paraboloid ist, so ist die 
Achsenkongruenz bloB von der 2. Ordnung und Klasse (Zindler, 
L. G. I, 8. 334 und 342); tiber weitere Ausartungen s. die am 
Schlusse des Paragraphen genannten Werke. 


d) Die Achsen der singuliren Komplexe eines Komplex- 
gebiisches & bilden ein Strahlennetz. Dessen Brennlinien sind die- 
jenigen Strahlen, die allen Komplexen von & gemeinsam sind. 
Die Achsen der Komplexe von & bilden einen quadratischen Kom- 
plex (Zindler, L. G. I, 8. 328), dessen singuliire Fliche (§ 7) in 
ein Zylindroid und die unendlich ferne Ebene zerfallt. 

e) Die Komplexe eines Komplexgewebes ¥8 haben im all- 
gemeinen keinen Strahl gemeinsam. Die Achsen der Strahlen- 
gebiische von YW bilden einen linearen Komplex; die Achsen aller 
Komplexe von Y% bilden, wenn man sie wie unter b) als Stabe auf- 
faBt, einen Stabwald vierten Grades (Zindler, L. G. J, 8. 325). 


f) Die Bedingung 
(32) E> A078, 0 


der Involution zweier linearen Komplexe ist bilinear. Sind also 
n Komplexe C,,...C, zu einem festen Cy in Involution, so ist es 
auch jeder, der aus C,,... C, linear abgeleitet werden kann. Alle 
Komplexe, die zu einem involutorisch liegen, bilden ein Komplex- 
gewebe; alle, die zu zweien, also einem Biischel, involutorisch 
liegen, bilden ein Komplexgebiisch usw. Zwei lineare Systeme von 
linearen Komplexen von der Higenschaft, daB jeder Komplex des 
einen Systems zu jedem des andern involutorisch ist, heiBen ein- 
ander ergdnzend. Die Stufenzahlen zweier solchen Systeme haben 
die Summe sechs (Klein, H. G. I, 8.187). Die Achsen der Strah- 
lengebiische eines linearen Systems sind identisch mit den gemein- 
samen Strahlen des erginzenden Systems (Koenigs, G. R., 8.47). 

Die linearen Komplexe lassen sich auf die Kegelschnitte einer 
Ebene abbilden (Segre, Torino Acc. Atti 20, 487 (1885)). Zwei 
oder mehrere gleichstufige lineare Systeme linearer Komplexe lassen 
sich projektiv aufeinander bezichen und erzeugen dadurch Linien- 
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gebilde, niimlich die Gesamtheit der Geraden, die entsprechenden 
Komplexen gemein sind. Hine Ubersicht tiber die wichtigsten Falle 
hat Fano, G. &., 8. 53 gegeben. 

Uber metrische Begriffsbildungen im Komplexraum (Distanz, 
Winkel) vgl. D’Ovidio, Rom. Acc. L. Atti (2) 3, 260 (1876); 
Segre, Torino Atti 19, 159 (1884); Koenigs, G. R.,8. 41. Die 
Methoden der Ausdehnungslehre hat E. Miller, Monatsh. f. M. 
2, 267 (1891) auf dieses Gebiet angewendet. 


Die linearen Systeme linearer Komplexe erfahren auBer in 
den unter 3), 5), 7), 8), 9) am Anfang des Kapitels genannten 
Werken eine systematische Behandlung in R. St. Ball, A Trea- 
tise on the Theory of Screws, Cambridge 1900 und E. Study, 
Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903; vgl. auch den Artikel von 
Timerding in der Enzykl. der math. Wiss. IV, 1 (1902). 


§ 6. Die Methode von Klein. 


Die Beziehung zwischen den Linienkoordinaten kann in ver- 
schiedenen Formen auftreten, z. B. (4), (9). Wesentlich ist nur, 
daB die quadratische Form auf der linken Seite dieser Gleichung 


(33) R=0 


eine von Null verschiedene Determinante hat. Die sechs Koeffi- 
zienten, die in der Gleichung eines linearen Komplexes auftreten, 
kénnen auch als homogene Koordinaten eines ,,Elementes“ des 
Komplexraumes aufgefaBt werden, das wir statt als Komplex 
ebensogut als Punkt eines ftinfdimensionalen Raumes S; benennen 
und vorstellen diirfen (vgl. die ,,logischen Bemerkungen“ iiber 
mehrdimensionale Geometrie bei Zindler, LZ. G. J, 8. 318). Den 
speziellen linearen Komplexen, also den geraden Linien, entspre- 
chen dann solche Punkte, deren Koordinaten der Gleichung (33) 
gentigen, daher auf einer vierdimensionalen Uberfliche von S; 
oder einer Quadrik FR,’ von S, liegen, wobei wir durch untere 
Marken die Dimensionen, durch obere die Ordnungen bezeichnen. 
Gebilde, die aus Geraden bestehen, liegen ganz auf dieser Qua- 
drik, die auch Fundamentalfliche des S,; heiBt. So kann die 
Liniengeometrie als Geometrie einer vierdimensionalen quadrati- 
schen Mannigfaltigkeit (ohne singuliren Punkt) in einem fiinf- 
dimensionalen Raum betrachtet werden. Diese Auffassung wurde 
von Klein (Math. Ann. 5, 261 (1872)) angegeben und (auBer 
von ihm selbst) namentlich von Segre in zwei Abhandlungen 
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, Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qual- 
unque di dimensioni“ und ,,Sulla geometria della retta e delle sue 
serie quadratiche“ in Torino mem. (2) 36 (1884) in weitem Um- 
fang durchgefiihrt. Sie hat den Vorteil, daB die Vorstellungen 
und Methoden der mehrdimensionalen Geometrie sofort auf diesen 
Fall tibertragen werden kénnen. Z. B. ordnen sich die Schnitt- 
und Verbindungsgesetze, die fiir die linearen Systeme von Kom- 
plexen gelten, den entsprechenden Siitzen des S; unter, die, wie 
fiir jede lineare Mannigfaltigkeit, aus den Higenschaften der Sy- 
steme linearer Gleichungen folgen. Einem Komplexbiischel ent- 
spricht eine Gerade des S,, die mit R,? zwei Punkte gemein hat; 
also enthalt das Komplexbiischel zwei Strahlengebiische (§ 5, b). 
Kinem Komplexnetz entspricht eine M,', ihrem Schnitt mit R,? 
die in § 5, c) erwahnte Leitschar von Rt usw. 

Bei Beniitzung der angedeuteten Methode werden gewéhnlich 
Kleinsche Koordinaten verwendet, d. h. der Gleichung der Fun- 
damentalfliche wird die Form 


(34) Sy? =0 


gegeben. Die Bedingung der Involution zweier linearen Komplexe 
lautet dann: 


6 
(35) > 14,b,=0, 
1 


wobei ein linearer Komplex mit den Koordinaten a, durch eine 


Gleichung der Form 
6 


(36) 2 a, 2, = 0 

gegeben ist und durch den Punkt (a,) auf S; abgebildet wird. 
Die Gleichung (36) kann aber auch als Gleichung der Polarebene 
von (@,) beziiglich R gedeutet werden, und die Strahlen x, des 
linearen Komplexes sind das Schnittgebilde von (36) und (34), 
sind also eine M,” inS,. Nennen wir daher, wie im gewéhnlichen 
Raum, zwei Punkte (a,) und (a,) beziiglich R konjugiert, wenn 
jeder auf der Polarebene des anderen liegt, so entsprechen zwei in- 
volutorischen Komplexen (a,) und (x,) zwei konjugierte Punkte im 
S,. Ist insbesondere (x,) speziell, so sieht man, daB diejenigen 
Strahlengebiische zu (a,) involutorisch sind, deren Triger zu (4,) 
gehoren. 
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Die linearen Komplexe 
(37) x,=0, (v=1,+- - 6) 


die ,,Fundamentalkomplexe“, sind zu je zweien involutorisch und 
kénnen alle reell sein, obgleich die Kleinschen Koordinaten mit 
den tetraedrischen durch keine reelle Transformation zusammen- 
hingen. Man erhilt z. B. ein System reeller Fundamentalkom- 
plexe, wenn man die linken Seiten der Gleichungen (10) Null 
setzt. Zur Figur von sechs Fundamentalkomplexen und ihren ver- 
bindenden linearen Systemen sind die Polartetraeder einer Flaiche 
2. Ordnung unseres Raumes analog. 

Sechs Gewinde, die zu je zweien involutorisch liegen, heiBen 
nach Ball auch koreziprok. Das einfachste Beispiel solcher Ge- 
winde, nimlich sechs ,,kanonische Gewinde, erhilt man, wenn 
man jede Achse eines rechtwinkligen Systems zur Achse zweier 
Gewinde mit entgegengesetzt gleichen Parametern macht (Ball, 
Theory of Screws, 8. 38 (1900)). 

Die sechs Fundamentalkomplexe bestimmen zu zweien 
15 Strahlennetze, somit 15 Paare von Breunlinien, die eine Kon- 
figuration bilden. Ferner entsprechen einer Ebene E in den Fun- 
damentalkomplexen sechs Nullpunkte, die auf einer Linie 2. Ord- 
nung liegen. Jedem dieser Nullpunkte entsprechen wieder auSer # 
noch fiinf weitere Nullebenen usw. Im ganzen erhalt man aber 
so nur 16 Ebenen und 16 Punkte, die eine Konfiguration der- 
selben Art bilden (Klein, Math. Ann. 2, 212 (1870) und Koenigs, 
G. R., 8.100), wie die singuliren Elemente einer Kummer- 
schen Fliche (Kap. XXXV, § 2). 


Wenn ein quadratischer Komplex Q durch 
(38) Ti CP Rane Bb 


gegeben ist, so entspricht ihm in S; der Schnitt von (38) mit 
(34), also eine M,*. Die Untersuchung von Q kommt so darauf 
hinaus, den Schnitt zweier quadratischen Gebilde zu studieren. 
Analog ist in unserem Raume das Problem, die Schnitte zweier 
Flichen 2. Ordnung samt allen ihren Ausartungen zu unter- 
suchen (Clebsch und Lindemann, Vorl. iib. Geom. II, 1 (1891), 
Kap. 9 und 10). Z. B.: Wie es hier im allgemeinsten Falle im 
Flaichenbtischel 2. Ordnung vier Kegelfliichen gibt, deren Scheitel 
die Ecken des gemeinsamen Polartetraeders aller Flichen des 
Biischels sind (Kap. XXVIII, 8. 621), so gibt es dort im Biischel 


(39) F—iR=0, 
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wenn dessen Determinante fiir sechs getrennte Werte 4 ver- 
schwindet, sechs Quadriken mit je einem singuléren Punkt, der 
bei passender Wahl der Koordinaten das Bild eines Fundamen- 
talkomplexes ist, so da man fiir I’ die vereinfachte Form voraus- 
setzen kann: 


6 
(40) F=Sa,2,2. 
1 


Zwei algebraische Gleichungen in Punktkoordinaten kénnen, 
auch wenn beide irreduzibel sind, doch ein zerfallendes Gebilde 
darstellen. Z. B. kann der Schnitt zweier Flichen 2. Ordnung aus 
einer gemeinsamen Erzeugenden und einer Kurve 3. Ordnung be- 
stehen; um diese rein darzustellen, mu8 man eine dritte Fliche 2.0rd- 
nung, d. h. im ganzen drei Gleichungen zu Hilfe nehmen. Analog 
haben wir in der Liniengeometrie auBer der Komplexgleichung 
(13) immer die Beziehung (33). Beide definieren einen Schnitt 
M,’". Aber dieser kann hier immer durch eine einzige Gleichung, 
die auBer (33) hinzutritt, rein dargestellt werden (Klein, Math. 
Ann. 22, 234 (1883)). Analog kann jede algebraische Kongruenz 
eines Strahlengewindes als vollstiindiger Schnitt desselben mit 
einem anderen algebraischen Komplex erhalten werden (Fano, 
GAR, S. 59). 


§ 7. Allgemeine Theorie der algebraischen Komplexe. 


a) Die algebraischen Komplexe n*™ Grades hingen von 
A(n + 1) (0+ 2)" +8) —1 


(die quadratischen von 19) Konstanten ab. Die Gleichung eines 
solchen sei 


(41) Fi(p,, <<» Pg) = Dy (tyes He) = 0,7 


wobei die p Pliickersche und die # Kleinsche Koordinaten sein 
sollen. Die Symbole F’, und ®, mégen partielle Ableitungen nach p, 
bzw. z, bedeuten. Ein Komplexstrahl heiBt singuldr oder regular, 
je nachdem fiir ihn 


(42) F,F,+ FF, + F,F,=0 


ist oder nicht (Plicker, NV. G., S. 296). Fir Kleinsche Koor- 
dinaten hei8t das Kennzeichen der singuliren Strahlen (Klein, 
Math. Ann. 5, 286 (1872)): 
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(48) Yo;=0. 


b) Wir setzen jetzt n > 1 voraus. Ein Punkt, dessen Kom- 
plexkegel eine Singularitaét (einen Doppelstrahl, Rtickkehrstrahl, 
mehrfachen Strahl) hat, heiBt ein simguldrer Punkt; eine Ebene, 
deren Komplexkurve als Strahlengebilde eine Singularitét (eine 
Doppeltangente, Wendetangente, mehrfache Tangente) hat, heiBt 
eine singuldre Ebene. Auf einem reguliren Komplexstrahl p liegt 
kein solcher singulirer Punkt, fiir dessen Komplexkegel der sin- 
gulire Strahl nach p fiele (und dual entsprechend). Mit anderen 
Worten: Die Komplexkegel aller Punkte von p haben lings p eine 
ginzige bestimmte Bertihrungsebene. 


Bewegt sich ein Punkt P lings eines regularen Komplex- 
strahles », so dreht sich die Beriihrungsebene ¢, die der Komplex- 
kegel von P lings p hat, um py. Das Ebenenbiischel ¢ ist zur 
Punktreihe P projektiv. Dual: Der Komplexkurve in ¢ ist auf p 
ein Bertihrungspunkt zugeordnet. Diese Zuordnung ist dieselbe 
wie friiher und heibt Hawptkorrelation des Strahles p. Ihre ana- 
lytische Darstellung findet man bei Zindler (L. G. IJ, S. 147). 

c) Fir einen singuléren Komplexstrahl s lassen sich die 
Werte der F’, als Koordinaten einer Geraden s’ deuten. Je nach- 
dem s’ von s verschieden ist oder nicht, heiBt s ein gewdhnlicher 
oder mehrfacher (héherer) singulirer Strahl. Im ersten Fall haben 
s und s’ einen s eugeordneten singuliren Punkt S gemein und 
liegen in einer singuliren, s zugeordneten Ebene o; S ist der ein- 
zige Punkt auf s, dessen Komplexkegel einen solchen singuliren 
Strahl hat, der gerade nach s fallt (und dual). Allen Punkten von s 
(auBer 8) ist o als Bertthrungsebene ihrer Komplexkegel lings s 
zugeordnet, und allen Ebenen durch s (auBer o) ist 8 als Bertihrungs- 
punkt ihrer Komplexkurven zugeordnet. 


Kin hoéherer singulirer Strahl ist fiir den Komplexkegel jedes 
seiner Punkte singuliir (und dual). Der gewodhnliche Fall der 
hdheren singuliren Strahlen sind die Doppelstrahlen; sie sind zu- 
gleich Doppelstrahlen der Komplexkegel ihrer allgemeinen Punkte. 
Ein Komplex hat nur in besonderen Fallen héhere singulire Strahlen. 


Kin Komplex, dessen simtliche Strahlen singulir sind, heiBt 
singuldy und besteht entweder aus den Tangenten einer Fliche 
oder den Trefflininen einer Kurve (Voss, Gétt. Nachr. 1875, 101; 
Klein, Math. Ann. 5. 287 (1872)). Von diesen Fillen abgesehen 
bilden die singularen Strahlen eines Komplexes als Schnitt von 
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(41) und (42) eine Kongruenz von der Ordnung und Klasse 
2n(n — 1), die RSet erlengrucie®. 

d) Der Ort der singuliren Punkte eines Komplexes ist mit 
dem Umhiillungsgebilde der singuliren Ebenen identisch (ftir qua- 
dratische Komplexe bei Pliicker, N. G. 8.315, allgemein bei 
Pasch, Zur Theorie der Komplexe und Kongruenzen, 8. 9 (1870) 
und genauer J. f. Math. 76, 156 (1873)); jener Ort heiBt Singulari- 
tdtenfldche (Klein, Math. Ann. 2, 214 (1870)) oder singuldre 
Fliche (V 08, Gétt. Nachr. 1873, 8.546); diese Fliche hat die Ord- 
nung und Klasse 2m(m — 1)? und ist der eine Mantel der Brenn- 
fliche (vgl. das Kap. tiber differentielle Liniengeometrie) der Singu- 
laritatenkongruenz; der andere Mantel heiBt akzessorische Fldche 
(VoB, Math. Ann. 9, 89 (1876)). Die beiden Brennpunkte auf s 
(die Beriihrungspunkte mit den beiden Minteln der Brennfliche) 
sind harmonisch getrennt durch die beiden Beritthrungspunkte, die s 
als Doppeltangente der Komplexkurve in o hat (und dual). 

e) Die Strahlen eines Komplexes, die eine Gerade g treffen, 
lassen sich sowohl nach den oo! Komplexkurven der Ebenen des 
Biischels g als auch nach den oo! Komplexkegeln der Punkte der 
Reihe g anordnen. Der Ort jener Komplexkurven (die Hingehiillte 
jener Kegel) heiBt die Kompleafldche § von g. Diese ist von der 
Ordnung und Klasse 2n(m — 1) und hat g als n(n — 1)-fache 
Linie (Pliicker, NV. G., S. 203). Die Ebenen des Biischels g heifen 
Meridianebenen von §, ihre Komplexkurven Meridiankurven von § . 
Wenn g unendlich fern ist, heiBt § eine Aquatorialfldche, und die 
Meridiankurven heiBen Breitenkurven (Plicker, N. G., 8. 161). 

f) Schreibt man zur Abkiirzung F'(p) statt F'(p,,..., ,) und 
entwickelt F'(p + 2q) nach Potenzen von i, so erhilt man 


Fp) +4 SF t FP SF Gat 


wobei in die partiellen Ableitungen F,, F;,... die Koordinaten 
von p einzusetzen sind. Setzt man hierin den Koeffizienten von i” 
der Null gleich, so erhilt man einen Komplex m‘” Grades in 
den laufenden Koordinaten q, einen m*™ Polarkomplex von p (Voss, 
Math. Ann. 9, 61 (1876)); andere Autoren nennen ihn einen 
(n — m)**" Polarkomplex, vgl. Pasch (J. f. Math. 76,163 (1873)). 
Insbesondere ist also ein erster Polarkomplex: 


6 
(44) > F.q,= 0. 
1 


Wegen der Unbestimmtheit der Komplexgleichung (14) gibt es 
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unendlich viele m* Polarkomplexe von p, die aber alle in den 
Treffgeraden von p tibereinstimmen. Ein linearer Polarkomplex (44) 
bestimmt um p die Hauptkorrelation des urspriinglichen Kom- 
plexes © und ist geeignet, die Umgebung von p in © analog an- 
genithert darzustellen, wie etwa eine Beriihrungsebene einer Flache 
diese in der Umgebung des Bertihrungspunktes darstellt. Deshalb 
heiBen die Komplexe (44) auch Tangentialkomplexe. Sie bilden 
ein Komplexbiischel mit einem parabolischen Netz als Trager 
(Pliicker, WN. G., 8, 295). 

g) Man kann die Funktion F' in (41) symbolisch als n‘* Po- 
tenz einer linearen Form schreiben: 


6 n 
(45) Oe . ~P_PEP,.. : ~(Sa2,) i) lee By bocce Aaa B) 


wenn man nach Ausrechnung der Potenz jedes Produkt a,a,q,... 
durch den entsprechenden Koeffizienten a;,,... ersetzt. Es fragt 
sich, ob man bei dieser symbolischen Darstellung von F' die Ko- 


effizienten a, der linearen Form als Koordinaten einer Geraden, 
d. h. der Beziehung 


(46) Dee =v 


unterworfen auffassen darf. Nun hat eine solche symbolische Glei- 
chung (45) allerdings keine arithmetische Bedeutung, und man 
kann tiberhaupt nicht von bestimmten numerischen Werten der a, 
sprechen. Dennoch hat die Frage einen guten Sinn: Aus (46) 
kann man durch Multiplikation mit einer ganzen homogenen Funk- 
tion (n — 2)*" Grades der a, Relationen n*" Grades und dann nach 
der Ersatzregel lineare Relationen zwischen den a;,,... ableiten. 
Es handelt sich also darum, ob durch geeignete Wahl von UM in 
(14) die Gleichung des Komplexes so geschrieben werden kann, 
daB alle diese Relationen erfiillt sind. Dies ist von Clebsch (Math. 
Ann, 2,1 (1870)) durch eindeutige Herstellung seiner Normalform 
bejahend beantwortet worden. Er hat sie zur Ableitung mehrerer 
Sitze tiber Komplexe beliebigen Grades beniitzt (Math. Ann. 5, 
435 (1872)), z. B.: Die Punkte, deren Komplexkegel von einer 
festen Geraden in einem Punktsystem geschnitten werden, fiir 
welches eine Invariante k*" Grades verschwindet, bilden eine 


Flache der Ordnung kn, die jene Gerade als AM -fache Gerade 


enthalt. Fir ~ = 4 erhailt man: Die Punkte, deren Komplexkegel 
yon einer festen Geraden in vier harmonischen Punkten geschnit- 
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ten werden, bilden eine Fliche 12. Ordnung, die jene Gerade zur 
sechsfachen Geraden hat. 

Die symbolischen Methoden von Aronhold und Clebsch 
sind (auBer von letzterem selbst) von Waelsch (Wiener Ber. 98, 
II, 1528 (1889) oder Math. Ann. 37, 141 (1890)) und von 
Weitzenbick (Komplex-Symbolik, Samml. Schubert, 57, Leipzig 
(1908)) ins Gebiet der Liniengeometrie tibertragen worden. Das 
letztgenannte Werk entwickelt auch die analogen Theorien in 
Raumen beliebiger Dimension. 

h) Auf einer Geraden p eines Komplexes n*™ Grades liegen 
im allgemeinen vier Punkte, fiir deren Kegel py ein Wendestrahl 
ist, und durch p gehen vier Ebenen, fiir deren Kurven p eine Spitzen- 
tangente ist. Das Doppelverhiltnis jenes Punktwurfes ist gleich 
dem Doppelverhiltnis dieses Ebenenwurfes, s. VoB, Uber Kom- 
plexe und Kongruenzen, Math. Ann. 9, 63 (1875); in dieser Ab- 
handlung findet man noch viele andere Ergebnisse in algebraisch- 
abzihlender Richtung, z. B.: Die Kongruenz der Komplexgeraden, 
fiir die das Doppelverhiltnis der vier Wendeebenen iquianhar- 
- monisch oder harmonisch ist, hat die Ordnung und Klasse 2(3—4) 
bzw. 3n(3” — 4). In dhnlicher Richtung liegt die Dissertation 
Mohrmanns (Miinchen, 1907), der auch die Theorie der konsin- 
guliren Komplexe (§ 8, d) auf Komplexe beliebigen Grades iiber- 
triigt und die miglichen Typen von Komplexkurven ermittelt. 

Den Kalkiil der abzihlenden Geometrie hat Schubert (Math. 
Ann. 12, 202 (1877)) auf die Theorie der Komplexe angewendet, 
z. B.: Den 27 Geraden einer Fliche 3. Ordnung sind die 1280 
Strahlenbtischel eines Komplexes 4. Grades analog. Einige be- 
sondere kubische Komplexe hat Perazzo untersucht (Torino Atti, 
36, 891 (1901), Torino, Mem. (2) 59, 109 (1909)). 

Amaldi bestimmt die Komplexe, die eine mindestens drei- 
gliedrige kontinuierliche Gruppe von Kollineationen gestatten 
(Rend. Circ. Mat. 28, 227 (1907)).*) 


§ 8. Die quadratischen Komplexe, besonders der 
Gattung 1. 


a) Sei © ein quadratischer Komplex. Dreht sich eine Ebene « 
um eine Gerade g, so beschreibt der Pol von g beziiglich der Kom- 


1) Uber die Differentialgeometrie der Komplexe s. das Kapitel 
tiber differentielle Liniengeometrie. 
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plexkurve von ¢ eine Gerade g’, die Polare von g (Pliicker, N. 
G. I, S. 167 und 171); sie ist zu g windschief oder fallt mit g zu- 
sammen, je nachdem g nicht zu © gehort oder ein regulirer Strahl 
von © ist; fir die singuliren Strahlen von © wird g’ unbestimmt. 
In g schneiden sich auch die Polarebenen von g beztiglich aller 
Komplexkegel, deren Scheitel] auf g liegen. Die Polare von g’ fallt 
im allgemeinen nicht mit g zusammen. Fine gegebene Gerade ge- 
hért zu mewn anderen als Polare (Stahl, J. f. Math. 93, 215 
(1882)). Der Ort der Spitzen der Komplexkegel, beziiglich deren 
zwei Punkte konjugiert sind, ist eine durch diese Punkte gehende 
Fliche 2. Grades (Battaglini, Giorn. di Mat. 6, 239 (1868); 
Denenige LenGe FT, wee): 

Die Charakteristiken (im Sinne der abzéhlenden Geometrie) 
des Systems der oo® ebenen Komplexkurven findet man bei Sturm, 
Gadd, S09. 


Wenn 
(47) > 4;,2;2, = 0 
die Gleichung von © in Kleinschen Koordinaten ist, so heiBe © 


von der Gattung 1, wenn unter den sechs Wurzeln 4 der Glei- 
chung 


Q4,— 4 Ugh AG ae 46 
a Ubs—Ub “os Se a 
21 22 ; 26 Hea 
OAMARU Es Saline ed! 
Oey Dest ale eas Age — A 


deren linke Seite die Determinante 4 von (39) ist, keine gleichen 
vorkommen.') 


Dann kann die Gleichung (47) durch Koordinateninderung 
auf die Form 


6 
(49) Sk,xr2= 0 
1 


gebracht werden oder in Pliickerschen Koordinaten auf mehr- 
fache Art auf die Form (Jessop, L. C., S. 189 und 97): 


1) Diese Komplexe werden hiufig ,,allgemein‘t genannt, was 
gewisse Ubelstiinde mit sich bringt; z. B. mtiften diejenigen harmo- 
nischen Komplexe (§ 10), die von der gréBtméglichen Parameterzahl 
abhingen, dann zugleich (als von der Gattung 1) allgemein und (als 
von blo8 17 Konstanten abhingig) speziell genannt werden. 
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mm, (Py? + D4”) + my (p29 + p,") + ms (ps” + p,”) 
47 2 (1, Py P4 “F MyPePs + %e,0,) = 0. 


(50) 

b) Wir setzen jetzt der Einfachheit halber voraus, © sei von 
der Gattung 1, obgleich manches Folgende (z. B. die Definition 
der singuliiren Strahlen verschiedener Ordnung und der Absatz 
iiber die Durchmesser) fiir beliebige Komplexe gilt. 


Nach § 7 ist die singulire Fliche © von der 4. Ordnung und 
Klasse, ebenso die Singularitatenkongruenz @ und die Komplex- 
fliche $ einer Geraden g; diese ist Doppellinie von §. Es ist © 
eine Kummersche Flache (Kap. XXXV, § 2). 

Die Schnittpunkte A,,...A, einer Geraden g mit 6 und 
die Beriihrungsebenen f,,... By durch g an © haben gleiches 
Doppelverhiiltnis (Klein, Math. Ann. 7, 208 (1874)). Doses 
gemeine Fall ist der, da’ g kein Komplexstrahl ist und die vier 
Punkte A getrennt sind. Dann zerfillt fiir jeden von ihnen der 
Komplexkegel in zwei Ebenen a,, «,, und die Komplexkurven der 
Ebenen f zerfallen in je zwei Strahlbtischel mit den Scheiteln B,, 
B;. Die acht Punkte B, B’ und die acht Ebenen a, « bilden eine 
Konfiguration 8,. Die ersteren sind Knotenpunkte der Komplex- 
fliche § von g (Jessop, L.C.,8. 91 und 106). Die Verbindungs- 
linien je zweier entsprechenden Punkte B, B’ und die Schnitt- 
linien je zweier entsprechenden Ebenen «, @ liegen ganz auf 
und sind singulire Strahlen von ©. Diese acht Geraden schneiden 
auch die Polare g’ von g; § ist durch g,g’ und drei passende 
Knotenpunkte bestimmt (Pliicker, NV. G., 8. 215). 

Diese Sitze erfahren Abinderungen, wenn g ein Komplex- 
strahl ist; namentlich fallen dann vier von den Knotenpunkten in 
die Punkte A, und dual (Pliicker, NV. G., Art 229). Weitere 
Besonderheiten ergeben sich, wenn g die singulire Fliche © be- 
rihrt, mehrfach bertihrt usw. (7 Falle; s. Klein im letzten Ab- 
schnitt von Pliickers N. G.). 

c) Hin singularer Strahl s von © erfiillt neben (49) die 
Gleichung: 


(51) Skea? = 0. 


Er beriihrt die singulire Fliche © in einem Punkt A, der nach 
§ 7,c) dem Strahl s zugeordnet ist. Wenn die beiden anderen 
Schnittpunkte A, A,, die s mit G gemein hat, von A getrennt 
sind, heift s ein singulirer Strahl 1. Ordnung. Wenn B “die Be- 
riihrungsebene von © in A ist, sind (4,, 8) und (4g, 8) die beiden 
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Strahlbiischel, in welche die Komplexkurve von f zerfallt; wenn 
Bs, B, die Bertihrungsebenen sind, die sich auBer 6 durch s an © 
legen lassen, sind (A, B;), (A, 6,) die beiden Strahlbiischel, in die 
der Komplexkegel von A zerfallt (Jessop, L. C., 8. 91; Segre, 
G. R., Art. 136). 

Wenn das Biischel (A, 6) aus Komplexstrahlen besteht, 
heiBt s ein singulirer Strahl 2. Ordnung (Segre, G. &., Art. 137); 
dann muB von den beiden Punkten A,, A, noch einer nach A 
riicken, und s ist eine Haupttangente von ©, wahrend seine Ko- 
ordinaten auch noch die Gleichung 


(52) aha? = 0 


erfiillen. Die singuliren Geraden 2. Ordnung bilden eine Regel- 
fliche 16. Ordnung und Klasse (Klein, Math. Ann. 2, 223 (1870)). 
Wenn alle Strahlen des Biischels (A, 8) singulire Komplex- 
strahlen sind, heiBt s eine singuliire Gerade 3. Ordnung; ihre Ko- 
ordinaten erfiillen auBer (51) und (52) noch die Gleichung: 


(53) Dkt22—0. 


Dann riicken entweder alle vier Schnittpunkte A oder alle vier 
Bertihrungsebenen 6 zusammen, und zwar im ersten Fall in einen 
Knotenpunkt von ©, im zweiten Fall in eine singulire Ebene 
von © (die © langs eines Kegelschnittes beriihrt). Es gibt 32 
singulire Strahlen 3. Ordnung (Klein, Math. Ann. 2, 224). 
Wenn die Komplexkurve einer Ebene 6 sich auf ein doppeltes 
Strahlbiischel reduziert, heiBt @ eine Doppelebene von ©. Dual 
zerfillt der Komplexkegel eines Doppelpunktes in zwei zusammen- 
fallende Ebenen; aber diese Ebene ist doch im allgemeinen keine 
Doppelebene von © (Pliicker, N. G., 8. 308). Die einzigen Dop- 
pelpunkte von © sind die 16 Knotenpunkte von © (durch sie 
geht die Komplexfliche einer beliebigen Geraden); die einzigen 
Doppelebenen von © sind die 16 singuliren Ebenen von ©. 


Eine beliebige Ebene « schneidet © in einer Kurve, welche 
die Komplexkurve von ¢ tiberall beriihrt, wo sie dieselbe trifft. 
Die gemeinsamen Tangenten sind die in ¢ gelegenen singuliren 
Strahlen von ©; und dual (Pliicker, N. G, S. 313). 


Ein quadratischer Komplex der Gattung 1 ist durch seine 
singulare Fliche © und einen Strahl vierdeutig bestimmt, jedoch 
eindeutig, wenn der Strahl singulir ist (Klein, Math. Ann. 2, 
218f.). 
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Hs gibt sechs lineare Komplexe, durch deren Nullsystem (als 
Korrelation) © in sich selbst abgebildet wird; sie heiBen Funda- 
mentalkompleae (Klein, Math. Ann. 2, 203 (1870)), sind bei (49) 
durch #,= 0 dargestellt (§ 6), mtissen aber nicht alle reell sein. 


d) Alle Komplexe 


6 
Sees 
(54) es Te 


wobei 4 ein willkiirlicher Parameter ist, haben mit (49) die sin- 
gulire Fliche gemein (Klein, Math. Ann. 2, 218 (1870)) und 
heiBen deshalb konsinguldr. In der Tat ist die Konstantenzahl 18 
der Kummerschen Fliiche um 1 geringer als die des quadra- 
tischen Komplexes. Da auch (49) der Schar (54) angehort, er- 
kennt man, wenn man (54) in der Form 


I 1 kj+u 2 
apa aa) De 
schreibt. Multipliziert man nun mit 4 und geht zu 4 = oo iiber, 
so ergibt sich der urspriingliche Komplex. Auch die doppelt zu 
zihlenden Fundamentalkomplexe sind in der Schar enthalten. Die 
Singularitiitenkongruenz ist die Grenzlage des Schnittes von © mit 
einem Nachbarkomplex der Schar. 

e) Die Polare einer unendlich fernen Geraden, die © nicht 
angehort, hei®t ein Durchmesser von ©. Wenn die unendlich ferne 
Ebene einen nicht zerfallenden Kegelschnitt von © enthiilt, so 
lassen sich die Durchmesser so zu dreien anordnen, daf jeder von 
diesen demjenigen Parallelebenenbiischel zugeordnet ist, das durch 
die beiden anderen bestimmt ist. Drei solche zugeordnete Durch- 
messer sind im allgemeinen windschief zueinander, aber dreien kon- 
jugierten Durchmessern einer gewissen Fliche 2. Ordnung, der 
Richtfldche parallel (Pliicker, N. G., 8. 230). Ein Tripel zuge- 
ordneter Durchmesser bestimmt ein Zentralspat von ©, indem 
durch jeden Durchmesser die Ebenen gelegt werden, die zu einem 
der anderen parallel sind. Alle Zentralspate haben denselben Mit- 
telpunkt, der auch Mittelpunkt des Komplexes hei®t. Den Achsen der 
Richtflache entspricht ein Tripel zueinander senkrechter zugeord- 
neter Durchmesser, die Achsen des Komplexes. Ferner gibt es ein 
Tripel, dessen drei Durchmesser sich (im Mittelpunkte) schneiden. 
Wenn man die Beziehung zwischen der unendlich fernen Ebene und 
dem Mittelpunkt von © projektiv auf eine beliebige Hbene (mit 
eigentlicher Komplexkurve) tibertriigt, so gelangt man dazu, einer 

65" 
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Ebene einen bestimmten Punkt, den Pol, einem Punkte eine Polar- 
ebene beziiglich © zuzuordnen (Plicker, N. G., Art. 324ff.). 


Nach dem Verhalten der Richtfliche zur unendlich fernen 
Ebene unterscheidet Pliicker (N. G., S. 264) hyperboloidische 
und ellipsoidische Kompleze. 


f) Man kann, wenn die Koeffizienten in (49) alle reell und 
von Null verschieden sind, beziiglich der méglichen Vorzeichen vier 
wesentlich verschiedene Falle unterscheiden. Darnach gibt es 
(Reye, J. f. Math. 98, 284 (1885)) vier Arten der Gattung 1: 
die imagindren, die tiberhaupt keine reellen Strahlen haben; die 
elliptischen, die mit unendlich vielen linearen Komplexen keine 
Strahlen gemein haben; die parabolischen, die mit jedem linearen 
Komplex, aber nicht mit jedem Strahlennetz reelle Strahlen gemein 
haben; die hyperbolischen, die mit jedem Strahlennetz unendlich 
viele reelle Strahlen gemein haben. In anderer Bedeutung ver- 
wendet diese Namen Pliicker (NV. G., S. 287) zur Einteilung 
der Komplexe ohne bestimmten endlichen Mittelpunkt, d. h. der- 
jenigen Komplexe, deren unendlich ferne Komplexkurve zerfallt. 


g) Man kann zwei Biindel B, B’ linearer Komplexe korre- 
lativ aufeinander beziehen. Dann entspricht einem Komplex C 
von B ein Komplexbiischel von B’, somit ein Strahlennetz N als 
dessen Trager; C und N haben eine Regelschar gemein, und der 
Ort dieser oo? Regelscharen ist ein quadratischer Komplex (Schur, 
Math. Ann.15, 432 (1879)). Andere synthetische Erzeugungsarten 
der quadratischen Komplexe findet man bei Montesano (Napoli, 
Acc. Rend. 25, 192 (1886)) und Sturm (Z. G@. III, 8. 135, 190). 
Bezieht man zwei Biischel linearer Komplexe projektiv aufeinander, 
so erhilt man als Ort der oo! Schnitte entsprechender Komplexe 
nur besondere quadratische Komplexe (§ 9, e). 

Die erste Arbeit tiber quadratische Komplexe stammt yon 
Battaglini (Napoli, Acc. Atti 3, 1 (1866)), betrifft aber nur ge- 
wisse besondere Komplexe (§ 10). Die allgemeine Theorie der 
quadratischen Komplexe beginnt 1868 mit Plitickers N. G. und 
Kleins Dissertation (wiederabgedruckt Math. Ann. 28, 539). 


§ 9. Die Gattungen der quadratischen Komplexe. 


Die Einteilung der quadratischen Komplexe in Gattungen 
beruht auf den Eigenschaften der Gleichung (48): wenn diese 
mehrfache Wurzeln hat, kann fiir eine solche der Rang von 4 
entweder bloB auf fiinf oder noch weiter herabsinken. 
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a) Im ersten Fall bezeichnet man jede x-fache Wurzel durch 
eine Zahl x und stellt diese Zahlen in eckigen Klammern neben- 
einander, Z. B. bedeutet [3 2 1] den Fall, daB in (48) eine drei- 
fache, eine zweifache und eine einfache Wurzel vorhanden ist, 
und da8 auch fiir die mehrfachen Wurzeln der Rang von J nicht 
unter fiinf herabsinkt (fiir die einfachen ist dies ohnehin unmiég- 
lich). Zur Gattung 1 (§ 8, a) gehdrt hiernach das Symbol 
[111111]. Solcher Faille gibt es 11, da sich die Zahl 6 auf 
11 verschiedene Arten in Summanden zerlegen 1aBt. 

b) Wir bezeichnen mit 4’ die Minoren 5. Ordnung von 4, 
mit 4” die Minoren 4. Ordnung. Wenn nun fiir eine v-fache 
(v > 1) Wurzel w von (48) der Rang von 4 gerade auf 4 herab- 
sinkt, so ist w noch gemeinsame Wurzel aller Gleichungen 4’ = 0, 
und zwar sei sie fiir alle diese mindestens v’-fach, aber wenigstens 
fiir eine von ihnen gerade v’-fach. Dann ist, wie die WeierstraB - 
sche Theorie der Elementarteiler zeigt (Bd. I, 1, S. 112), 


y>v und vv >y’ 


Es gehen also sozusagen v — v’ Wurzeln beim Ubergang von 4 
zu den 4’ verloren und darauf v’ Wurzeln beim Ubergang von den 4’ 
za den 4”, An Stelle der Zahl v nehmen wir jetzt die Gruppe 
vy — v’, v’) in das Symbol eines solchen Falles auf. So bedeutet 
z, B. [(3 2) 1], daB (48) eine fiinffache und eine einfache Wurzel 
hat, und daf die erstere noch fir alle Gleichungen 4’ = 0 dop- 
-pelt ist, dagegen nicht alle 4” annulliert. 
c) Wenn fiir w der Rang von 4 auf drei herabsinkt, habe v” 
fir die 4” dieselbe Bedeutung wie friiher v’ fiir die 4’, wahrend v 
und v’ ihre Bedeutung beibehalten. Dann setzen wir statt v die 
Gruppe (v — v’, v’ — v”, v”) in das Symbol ein, und es ist 


yo—v>Vv—w >", 


So bedeutet [(2 1 1) (1 1)], daB (48) eine vierfache und eine dop- 
pelte Wurzel hat; die erstere ist noch doppelt fiir alle 4’= 0 
und einfach fiir alle 4” = 0, die letztere ist noch einfach fiir alle 
a =='(), 

d) Man kann den Fall betrachten, da8 der Rang von 4 noch 
weiter herabsinkt, kommt aber nur auf zerfallende Komplexe. Be- 
schrinkt man sich also auf die eigentlichen quadratischen Kom- 
plexe, so hat man, um alle méglichen Symbole zu erhalten, aus 
jedem der 11 Falle a) neue abzuleiten, indem man jede Zahl v > 1 
auf alle méglichen Arten in zwei oder drei Summanden zerlegt 
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§ 9. Die Gattungen der quadratischen Komplexe. 
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und die Summanden, die aus derselben Zahl entspringen, in runde 
Klammern schlieBt, oder (was auf dasselbe hinauskommt) man 
hat auf alle méglichen Arten zwei oder drei Summanden der Faille a) 
in runde Klammern zu schlieBen. Die so erhaltenen Symbole nennt 
man ,,Charakteristiken“ der quadratischen Komplexe. Da es zu 
jeder Charakteristik auch wirklich quadratische Komplexe gibt, 
erkennt man z. B. aus dem Verfahren von Weiler, Math, Ann. 
7, 151 (1874). Indem man die Komplexe mit derselben Charak- 
teristik zur selben Gattung zihlt, erhilt man 49 Gattungen qua- 
dratischer Komplexe (s. die Tafel). Zihlt man die Gattungen dop- 
pelt, deren singulire Flache in zwei zueinander dualen Formen 
auftreten kann (6, 10, 11, 26, 27, 45), so erhiilt man 55 Spezies. 

e) Bei allen Gattungen aufer 1 hat der Komplex Doppel- 
gerade, die auch Doppelgerade der singuliren Fliiche sind. Bei 
den Gattungen, die aus den Fallen b) und c) entspringen, ist die 
singulire Fliche eine Regelflache, wobei auch alle Flichen 2. Ord- 
nung (von Realitiitsfragen abgesehen) als Regelflichen zu betrach- 
ten sind. Bei den Gattungen c) ist die singulire Fliche stets eine 
doppelte Fliche 2. Ordnung, die selbst wieder ausarten kann. Diese 
Falle wurden von Segre, Math. Ann. 23, 235 (1884), besonders 
untersucht. Die Gattungen unter b) und ¢) sind durch zwei pro- 
jektive Biischel linearer Komplexe erzeugbar (§ 8, g). Die Gat- 
tungen unter a) haben nur eine endliche Zahl von Fundamental- 
komplexen, die tibrigen unendlich viele. Ein Komplex der Gat- 
tungen a) enthilt kein Strahlennetz. 

f) Die Gleichheit der Charakteristiken ist eine notwendige 
Bedingung dafiir, daB zwei quadratische Komplexe durch eine 
projektive (oder korrelative) Transformation ineinander tiber- 
geftihrt werden kénnen, aber nur dann auch eine hinreichende, 
wenn die Zahl y der voneinander verschiedenen Wurzeln von (48) 
hochstens 2 betrigt. Sonst miissen auBerdem noch y — 2 absolute 
Invarianten tibereinstimmen, die sich geometrisch als gewisse Dop- 
pelverhiltnisse deuten lassen (Segre, G. R. Art. 141). 

g) Auf die Méglichkeit, die Theorie der Elementarteiler hier 
anzuwenden, hat zuerst Klein in seiner Dissertation (1868), wieder 
abgedruckt in Math. Ann. 23, 539, hingewiesen. Die Durchfih- 
rung wurde von Weiler (Math. Ann. 7, 145 (1874)) und nach 
anderen Methoden (§ 6) von Segre (G. R.) gegeben; die letztere 
Abhandlung berichtigt zugleich einige Fehler der ersteren. Die 
Hauptergebnisse samt kanonischen Gleichungen fiir jede Gattung 
findet man auch bei Jessop, LD. C., Chap. XI. 

h) Bemerkungen zur Tafel (S. 1020ff.): Durch Querstriche 


§ 10. Die harmonischen Komplexe. 1025 


ist die Tafel in sieben Teile zerlegt, die den Klassen A) bis G) 
in der eben genannten Arbeit Segres (8S. 137—153) und bei 
Sturm (L. G. ITT) entsprechen. Die Numerierung der Gattungen 
ist ym Anschlu8 an die Reihenfolge bei Segre vollzogen. 


Bei Anfiihrung der singuliren Fliche wurde mitunter der 
Kiirze halber die Auffassung als Punktgebilde bevorzugt. Die 
Numerierung der Typen bei den Regelflichen 4. Ordnung bezieht 
sich auf die Einteilung von Cremona (Bologna Mem (2) 8, 235 
(1868) oder Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. d. Rawmes, IT, 
S. 430—442 (1880) oder Sturm, L. G. I, 8. 61). 


Die Komplexe der Gattung 35 sind die tetraedralen (§ 11), 
die der Gattung 30 heiBen Hirstsche und werden durch zwei zu- 
einander korrelative Ebenen erzeugt (Hirst, Coll. math. in mem. 
Chelini, 1881, 8. 50; Sturm, L. G. IIT, 8. 429). Die Komplexe 
der Gattung 45 bestehen aus den Tangenten eines Kegels 2. Grades 
oder den Trefflinien einer Kurve 2. Grades, die der Gattung 49 
aus den T'angenten einer Fliche 2. Grades ohne singuliren Punkt. 
Zur Gattung 24 gehdren auch die Komplexe, deren Strahlen be- 
ziiglich einer festen Geraden ein gegebenes Moment haben (Segre, 
J. f. Math. 97, 95 (1884). 


§ 10. Die harmonischen (namentlich Battaglinischen) 
Komplexe. 


Ein harmonischer Komplex ist als die Gesamtheit der Ge- 
raden definiert, die zwei Flichen 2. Grades f,, f; in vier Punk- 
ten so schneiden, daB die Schnittpunkte der einen Flache von 
denen der anderen harmonisch getrennt sind. Je nach Art und 
Lage von f,, fy erhalt man zahlreiche Arten harmonischer Kom- 
plexe, die sich auf 23 Gattungen quadratischer Komplexe (§ 9) 
verteilen (Segre und Loria, Math. Ann. 28, 213 (1884)). 

Wenn f,, f2 allgemeine Flachen sind und allgemein zueinander 
liegen, erhilt man die von 17 Konstanten abhiingigen Battagli- 
nischen Komplexe, die zur Gattung 1 gehdren. Durch alle Ge- 
raden eines solchen lassen sich an zwei andere Flichen 2. Grades 
vier harmonische Beriihrungsebenen legen (Aschieri, Giorn. di 
mat, 8, 35 (1868)). Ein Battaglinischer Komplex liSt sich auf 
unendlich viele Arten so erzeugen. Die Kongruenz seiner singu- 
liren Geraden ist sein Schnitt mit dem tetraedralen Komplex (§ 11) 
derjenigen Geraden, deren Polaren beziiglich f, und /, sich schneiden. 
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Paart man die Flachen des Biischels if, + uf,= 0 so involuto- 
risch, daB f, und f, die Doppelelemente werden, so sind die ge- 
meinsamen T'angenten jedes Paares die Geraden des Komplexes. 
Die singuléren Ebenen des Komplexes sind die gemeinsamen Be- 
riihrungsebenen jedes Paares, und die singuliren Geraden ver- 
binden die Berithrungspunkte (Segre und Loria, Math. Ann. 
23, 234 (1884)). 

Die singulire Fliche eines Battaglinischen Komplexes ist 
nach Klein, Math. Ann. 2, 223 (1870) ein Tetraedroid (Kap. XXXV, 
§ 3). Jedem Tetraedroid als singulirer Fliche entsprechen zwei 
Battaglinische Komplexe. Die Gleichung eines solchen laft sich 
in Pliickerschen Koordinaten auf die Form 


(55) > 4,p,2=0 


bringen. Wenn beide Regelscharen einer Fliche 2. Ordnung in 
einem quadratischen Komplex enthalten sind, so ist dieser har- 
monisch (Diiker, Diss. Rostock 1910). 

Ein besonderer Fall ist der Painvinsche Komplex, der aus 
allen Geraden besteht, von denen aus man an ein Ellipsoid Paare 
zueinander senkrechter Beriihrungsebenen legen kann (Painvin, 
Nouv. Ann. (2) 11, 49, 97, 202, 289, 481, 529 (1872) und J. 
de Math. (2) 19, 57 (1874); Demoulin, Bull. Soc. M. 20, 122 
(1892)). Man erhalt diesen Komplex auch, wenn man eine der 
beiden Flichen 2. Grades, die auf die zweite oben angegebene Art 
den Komplex erzeugen, in den imaginiren Kugelkreis ausarten 
1aBt. Seine singuliire Fliche ist eine Fresnelsche Wellenfliche 
(Kap. XXXV, § 3). 


§ 11. Die tetraedralen oder Reyeschen Komplexe; 
Kollineationskomplexe. 


Ein tetraedraler Komplex (Gattung 35 in § 9) ist definiert 
als Gesamtheit der Geraden, welche die vier Ebenen eines Tetra- 
eders 7’ nach einem festen Doppelverhiltnis 0 schneiden. Aus den- 
selben Geraden werden die vier Ecken von 7 durch Ebenen des 
Doppelverhialtnisses 6 projiziert. Wahlt man 7’ als Grundtetra- 
eder des Koordinatensystems, so heiBt die Gleichung des Kom- 
plexes in Pliickerschen Koordinaten: 


(56) APs Psa + OPy3 Pay + CPy4Po3 = O. 


§ 11. Die tetraedralen oder Reyeschen Komplexe. 1027 


In Kleinschen Koordinaten kann der Komplex dargestellt werden 
durch eine Gleichung 


(57) a(ay? + 25”) + B(wy? + 2°) + car? + a5") = 0. 


Aus diesen Gleichungen kann wegen der Beziehung zwischen den 
Koordinaten ein Glied weggeschafit werden. Die Kanten von 7’ 
sind Doppelgerade des Komplexes. Die singulire Fliche zerfallt 
als Punktfliche in die vier Ebenen von 7’, als Klassenfliche in die 
vier Ebenenbiindel, deren Scheitel die Ecken von 7’ sind. Aus 
diesen vier Strahlenfeldern und vier Strahlenbiindeln besteht auch 
die Kongruenz der singuliiren Geraden. 


Einen tetraedralen Komplex & erhilt man auch als die Ge- 
samtheit der Geraden, welche die Paare entsprechender Strahlen 
zweier allgemein liegender projektiver Strahlenbiischel treffen, oder 
wenn man eine Ebene / und ein Strahlenbiindel B kollinear auf- 
einander bezieht und alle Geraden zusammenfaBt, die einen Punkt 
von / mit den Punkten der ihm in B entsprechenden Geraden 
verbinden (Sturm, ZL. G. J, 8. 339). Man kann & auch durch 
alle Sehnen und Tangenten aller Raumkurven 3. Ordnung defi- 
nieren, die durch die Ecken von 7’ gehen und eine Gerade 
von & zweimal schneiden. Nimmt man statt dieser eine andere 
Gerade von %, so iindern sich die Raumkurven 3. Ordnung, aber 
nicht &. 


Der Achsenkomplex einer Mittelpunktsfliche #’ 2. Ordnung 
(Kap. XXVI, § 17) ist ein metrisch ausgezeichneter tetraedraler 
Komplex, indem nimlich eine Tetraederebene ins Unendliche riickt, 
die drei anderen in die Symmetrieebenen von /’; auf seinen Strah- 
len werden also Strecken konstanten Verhiltnisses durch diese drei 
Ebenen abgeschnitten. Er andert sich nicht, wenn man an Stelle 
von F eine konfokale oder eine konzyklische (koaxiale und ahn- 
liche) Fliche 2. Grades setzt. Er ist zugleich das Normalensystem 
dieser Flichen und die Gesamtheit der Haupttriigheitsachsen eines 
starren Kérpers (Zindler, Boltzmannfestschr. 8. 34 (1904)); von 
hier aus wurde er von Binet (J. Ec. pol. 9, cah. 16 (1318), gelesen 
1811, S. 41) entdeckt. Die mit der Rico dieses Komplete ZU- 
Bammionhingende Aufgabe, aus einem Punkte auf eine Flache 
2. Grades die Normalen zu fallen (Kap. XXVI, § 17), scheint auf 
anderem Wege zuerst Chasles (Corr. math. et phys. publ. par 
Quetelet (3) 3, 49 (1839)) behandelt zu haben. 


Der tetraedrale Komplex wurde zuerst von Reye (Geom. d. 
Lage, I, (1. Aufl. 1868)) untersucht, ferner von Lie (Gétt. Nachr. 
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1870, 8. 53); Loria (Torino, Atti, 19, 849 (1884)); Sturm 
(L. G.I, 8. 333); Aschieri(Giorn. di mat. 41, 261 (1908)) u. a. 
Kine Geschichte des tetraedralen Komplexes findet sich in Lie 
und Scheffers, Geom. der Beriihrungstransf. Kap. VIII (Leipzig, 
1896). Den Achsenkomplex behandeln (auBer einigen der eben ge- 
nannten Arbeiten) Weiler, Zeitschr. f. Math. 28, 188 (1883)); 
Machovee (Prag. Ber. 1886, 8. 501); Huntington (Ann. of 
Math. (2) 2, 8 (1900)); Timerding (G. K, Kap. 17). 

Hin anderer metrisch ausgezeichneter tetraedraler Komplex 
besteht aus den Geraden, die von zwei festen Punkten gleich weit 
entfernt sind (Sturm, L. G. III, 8. 364). Dagegen bilden die 
Geraden, deren kiirzeste Abstinde von zwei festen Geraden ein 
gegebenes Verhiltnis haben, im allgemeinen einen Komplex 4. Grades 
(Schoute, Ann. Ec. Pol. Delft, 3, 52 (1887)); ebenso die Ge- 
raden, auf denen zwei rechtwinklige Ebenen eine Strecke kon- 
stanter Linge abschneiden (Turriére, Nowv. Ann. (4) 11, 205 
(1911)). 

Die tetraedralen Komplexe gehéren zu den Kollineationskom- 
plexen, die als Gesamtheit der Geraden definiert sind, welche ent- 
sprechende Punkte zweier kollinearen Riume verbinden. Wenn 
diese letzteren nimlich blo8 vier getrennte Doppelpunkte haben’), 
so ist der zugehérige Kollineationskomplex identisch mit einem 
tetraedralen Komplex, der zum Tetraeder der Doppelpunkte ge- 
hort. Dadurch werden auch die Fille leichter der Untersuchung 
zugainglich, wo zwei oder vier Hcken des Tetraeders imaginir sind. 
Der tetraedrale Komplex ist auch der Ort der Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen jener kollinearen Riume und ist die Gesamtheit 
der Geraden, die ihre entsprechenden schneiden (Reye, Geom. d. 
Lage IIT, 8.1). Die Kollineationskomplexe verteilen sich, soweit 
sie nicht zerfallen, auf die Gattungen 28, 33, 35, 44, 48 (Loria, 
Giorn. di mat. 22,1 (1884)). Zur Gattung 33 gehdrt auch der Kom- 
plex der Bahntangenten einer Schraubung (Schoenflies, Geom. 
der Bewegung, Leipzig 1886, 8. 109). 


1) Es gibt (au8er den identischen) 13 Gattungen riumlicher Kol- 
lineationen. Manche Autoren zihlen alle entsprechenden Komplexe 
als ,,ausgeartete“ tetraedrale Komplexe diesen zu. Es empfiehlt sich 
aber in solchen Fallen eine deutliche Trennung in der Terminologie, 
zumal wenn (wie hier) fiir den umfassenderen Begriff ein geeignetes 
Wort zur Verfiigung steht. 
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§ 12. Allgemeine Theorie der algebraischen 
Strahlenkongruenzen., 


Man bezeichnet eine algebraische Kongruenz & von der Ord- 
nung ”, der Klasse m und dem Range r (§ 2) mit (m, m) oder, 
wenn auch der Rang ersichtlich sein soll, mit (x, m, 7). Wenn ein 
Strahl d fiir einen beliebigen seiner Punkte zwei (oder mehr) von 
den n Strahlen vertritt, die durch diesen Punkt gehen, so heibt 
(Kummer, Berl. Abh. 1866, 8. 46) d ein Doppelstrahl (oder mehr- 
facher Strahl) von ®. Nennt man p das Geschlecht der Regel- 
fliche $, in der die Kongruenz (m,m,7) von einem allgemein 
liegenden linearen Komplex geschnitten wird, so gilt (z. B. Fano, 
G. R., 8.119), wenn die Kongruenz nicht unendlich viele Dop- 
pelstrahlen hat: 


(58) p=(n—1)(m—1)—r. 


Man nennt p auch das Geschlecht der Kongruenz, Die Ordnung 
von ft ist m +. Der lineare Komplex kann auch ein Strahlen- 
gebiisch sein, so da dieselben Zahlen fiir den Ort der Kongruenz- 
strahlen gelten, die eine feste Gerade schneiden; diese ist nun 
m-fache Leitlinie von $i. Wenn ” oder m gleich 1 ist, oder 
wenn & in einem linearen Komplex liegt, ist r= 0. Fiir jede 
Kongruenz eines linearen Komplexes ist m =m, ebenso fiir jede, 
die der vollstiindige Schnitt zweier Komplexe ist. Haben diese die 
Grade n,, ”,, so hat die Schnittkongruenz den Rang (Schu- 
macher, Math. Ann. 37, 109 (1890)): 


Ny Ny (M, — 1) (mM — 1). 
Die Schnittpunkte der in einer Ebene H liegenden m Geraden 
vor & bilden, wenn sich # um eine Gerade dreht, eine Kurve der 


Ordnung 
i im(m—1)+r, 


wenn aber H# ein Biindel beschreibt, eine Flache der Ordnung 
in(n—1)+1r=k, 


fiir die der Scheitel des Biindels ein k-facher Punkt ist, und dual 
(Sturm, L. G. I, 8. 2). 

Die Brennfliche (s. das Kap. tiber differentielle Liniengeometrie, 
§ 4) von & ist (Schumacher, Math. Ann. 37, 122 (1890)) von 
der Ordnung 
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(59) vy = 2m(n—1)—2r 
und von der Klasse 

(60) uw = 2n(m— 1) — 2r, 
woraus 

(61) y—p=2(n—™m). 


Fiir den Fall des vollstindigen Schnittes zweier Komplexe von 
den Graden 7,, ”, erhilt man » = m = 7,7; also 


(62) v= w = N,N (m, + My — 2). 
In einer Kongruenz (”, m, 7) gibt es eine Regelfliiche vom Grade 
4(nm —r) — 2(n +m), 


die durch die Strahlen mit vereinigten Brennpunkten und Brenn- 
ebenen gebildet wird (Sturm, L. G. I, 8. 12"). 


Singuldre Punkte und Ebenen der Kongruenz werden nach 
Kummer, Berl. Abh. 1866, S. 2 die Punkte und Ebenen genannt, 
denen unendlich viele Gerade von & angehéren; die -von den letz- 
teren gebildeten Kegel und die von ihnen umhiillten Kurven heiBen 
singuldre Kegel und Kurven von &. Ist ein solcher Kegel von der 
ne" Ordnung, so heiB®t der singulire Punkt vom Grade h; ist eine 
soleche Kurve von der h'*" Klasse, so heiBt die singulare Ebene vom 
Grade h. Zwei singulire Punkte heiBen verbunden, wenn ihre Ver- 
bindungsgerade der Kongruenz angehért; ebenso heifen dual ent- 
sprechend zwei singulire Ebenen. Die singuliren Punkte kénnen 
entweder (was der allgemeinere Fall ist) in endlicher Zahl vor- 
handen sein oder ganze Kurven, die singuldren Linien, erfiillen. 
Darnach unterscheidet man Kongruenzen ohne singulire Linien 
und solche mit singuliren Linien. 


Wenn durch z = f(w) eine Abhingigkeit zwischen den kom- 
plexen Verinderlichen w und ¢ gegeben ist, die in zwei parallelen 
Ebenen in der iiblichen Art geometrisch dargestellt werden, wenn 
man ferner entsprechende Punkte verbindet, so erhilt man eine 
Strahlenkongruenz. Besondere algebraische Strahlenkongruenzen, 
die bei dieser Auffassung aus einigen einfachen Funktionen f ent- 


1) Der dortigen Bemerkung, da diese beiden Vorkommnisse 
getrennt auftreten kénnen, widerspricht die Gleichung 12 im Kapitel 
tiber differentielle Liniengeometrie. Im Beispiele Sturms ist der be- 
treffende Strahl als singulair zu betrachten: ein solcher kann auch 
mehr als zwei Brennpunkte und Brennebenen haben. 
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springen, hat van Uven (Amsterdam, Ak. Verh. 10 (1910)) 
untersucht. 

Mit dem systematischen Studium der algebraischen Kongru- 
enzen (insbesondere der ‘1. und 2. Ordnung) machte Kummer 
(Berl. Abh, 1866, S. 1) den Anfang. Nach den Methoden des § 6 
untersuchte sie Fano (Ann. di mat. (2) 21, 141 (1893)). Uber 
die Differentialgeometrie der Kongruenzen s. das Kapitel iiber dif- 
ferentielle Liniengeometrie. 


§ 13. Nullsysteme hidherer Ordnung. 


Man kann den Begriff des gewdhnlichen Nullsystems (§ 3) 
dahin verallgemeinern, daB man unter Nullsystem jede (ein- oder 
mehrdeutige) Verwandtschaft zwischen den Punkten P und den 
Ebenen ¢ des Raumes versteht, bei der entsprechende Elemente 
P,« stets inzident sind. Ein so gebildetes Biischel (P, «) heift 
ein Strahlbiischel des Nullsystems. HKinem Punkte mégen « Ebenen 
durch ihn, einer Ebene mégen f Punkte auf ihr entsprechen; ferner 
moége eine allgemeine Gerade des Raums y Strahlbiischeln des 
Nullsystems angehéren. Die Zahlen «,8,y heifen dann Charak- 
teristiken des Nullsystems. Dieses heiBt, wenn y > 0 ist, ein hoheres 
Nullsystem oder ein Nullsystem héherer Ordnung. Die co? Strahl- 
biischel eines solchen erfiillen den ganzen Strahlenraum (Sturm, 
Math. Ann. 28, 277 (1887) und L. G. J, 8. 78). 

Durch eine Strahlenkongruenz, deren Ordnung » und Klasse m 
eréBer als 1 sind, ist ein hdheres Nullsystem definiert, indem 
jedem Punkte alle Verbindungsebenen der durch ihn gehenden 
Kongruenzstrahlen zugeordnet werden und dual. Also ist hier 


(63) «=in(n—1), B=}m(m—1), 


und y ist der Rang der Kongruenz. Der Ort der Nullpunkte der 
Bbenen eines Biischels ist eine Kurve von der Ordnung 6 + y (vgl. 
auch § 12), der Ort der Nullpunkte der Ebenen eines Biindels ist 
eine Fliche von der Ordnung « + y, und dual entsprechend. 

Das alteste Beispiel eines héheren Nullsystems gab Cre- 
mona (C. R. 54, 604 (1862)). Hin anderes Beispiel ist folgendes: 
Jeder Ebene wird der Mittelpunkt des Kegelschnittes zugeordnet, 
den sie aus einer festen Fliche 2. Grades ausschneidet 


(By = 1), 


Dieses Nullsystem wurde von Timerding untersucht (Amn. di 
Pascal, Repertorium. IJ 2. 2. Aufl. 66 
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mat. (3) 2, 239 (1899)); es gehdrt zu den quadratischen (d. h. 
den Punkten einer Geraden entsprechen die Beriihrungsebenen eines 
Kegels 2. Ordnung und dual), die auch von Ameseder (J. f. Math. 
97, 62 (1884)) behandelt wurden. Ferner fiihrt ein 2weifach un- 
endliches System von Raumkurven zu einem Nullsystem, wenn 
man jedem Punkte P die Schmiegungsebenen zuordnet, welche die 
durch P gehenden Kurven in P haben (Sturm, L. GJ, 8. 78f,, 
wo noch andere Beispiele zu finden sind). 


§ 14. Kongruenzen erster Ordnung. 


Die Kongruenzen 1. Ordnung sind vom Geschlecht und Rang 
Null und baben keine eigentliche Brennflache als Ort der Brenn- 
punkte, sondern (auBer dem Strahlenbiindel) immer wenigstens 
eine und héchstens zwei singulire Linien (Leitkurven). Wenn eine 
solche die Ordnung y, hat und ihre singuliiren Punkte vom Grade h 
sind (§ 12), so gilt (Sturm, Z. G. IU, 8. 24): 


(64) Syh(h—1)=m(m—1), Sy,®=m(m +1), 


worin m die Klasse der Kongruenz ist und die Summen sich tiber 
alle singuliéren Linien erstrecken. Hieraus folgt: 


(65) >, = 2m. 


Wenn die Kongruenz 1. Ordnung nur eine Leitkurve hat und 
auf ihren Strahlen die Brennpunkte im allgemeinen verschieden sind, 
so liegt eine Kongruenz der Sehnen einer gewissen Kurve vor. 
Der einzige Fall dieser Art ist die Kongruenz der Sehnen einer 
Raumkurve 3. Ordnung (m = 3). Wenn die Kongruenz zwei Leit- 
kurven hat, mu die eine von ihnen eine Gerade sein, die andere 
eine Kurve m‘* Ordnung, welche die Gerade in m — 1 Punkten 
trifft (Kummer, Berl. Abh. 1866, 8. 14). 

Wenn die beiden Brennpunkte auf jedem Strahl zusammen- 
fallen, hat die Kongruenz eine einzige Brennlinie, die nur eine 
Gerade g sein kann. Ordnet man die Punkte auf g und die Ebenen 
durch g einander so zu, da jedem Punkte m Ebenen, jeder Ebene ¢ 
aber nur ein Punkt P entspricht, so erhilt man die Kongruenz 
als Gesamtheit der Strahlenbiischel (P, «). 

Auf analoge Weise erhilé man Kongruenzen (”, m) mit ver- 
einigten Brennpunkten auf jedem Strahl. Auch die Brennebenen 
dieser Kongruenzen liegen vereinigt (Sturm, ZL. G. IJ, 8. 29). 
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§ 15. Kongruenzen zweiter Ordnung ohne singulire Linien. 


In einer Kongruenz (2, m) ohne singuliére Linien kinnen 
keine singuliren Ebenen héheren als 1. Grades (§ 12) und keine 
singuliren Punkte hdheren als m — 1" Grades vorkommen; die 
Klasse kann 7 nicht iibersteigen, der Rang ist m— 2, das Ge- 
schlecht 1. Die Brennfliiche ist 4. Ordnung, 2m" Klasse und 
12. Ranges. Jeder singulire Punkt ist Doppelpunkt der Brenn- 
fliche; wenn er 1. Grades ist, so ist er Scheitel eines Biischels von 
Kongruenzstrahlen, dessen Ebene eine singuliire Ebene ist; in 
dieser gibt es auferdem noch m— 2 Kongruenzstrahlen, Vrans- 
versalen, die stets zwei singulire Punkte verbinden. 

Wenn a, die Zahl der singuliiren Punkte S, vom h'*" Grade 
bezeichnet, so gelten die folgenden Gleichungen, die teils von 
Kummer, teils von Masoni (Napoli, Acc. Rend. 22, 145 (1883)) 
gefunden wurden: 


a= 18—m, Sha, = 2m(m + 2), 
Sha,=4(m+2), S2a,= (m + 2)2(m— 1). 


Hine allgemeine Kongruenz (2, m) ohne singulire Linien hat 
+ (m — 2) (m — 3) Doppelstrahlen (§ 12), und durch jeden singu- 
laren Punkt S, (2 > 2) gehen }(h — 1) (hd — 2) von ihnen (durch 
die S, und S, keine), welche Doppelerzeugende des von S, aus- 
gehenden Kegels sind; dieser hat also das Geschlecht Null. Au8er 
diesen stets vorhandenen notwendigen Doppelstrahlen kénnen in 
besonderen Fallen noch mdégliche Doppelstrahlen auftreten, z. B. 
schon bei der (2, 2) bis zu vier. Diese sind Doppelgerade der 
Brennfliiche, wiihrend die notwendigen Doppelstrahlen nicht auf 
ihr liegen, mit einer Ausnahme, auf die Fano (Torino Mem. (2) 
50, 1 (1901), Art. 15, Anm.) aufmerksam machte. 

Jede singulire Ebene enthilt sechs auf einem Kegelschnitt 
liegende singulire Punkte, und jeder von einem S, ausgehende 
singulire Kegel enthilt neun singulaire Punkte, die auf einer Raum- 
kurve 4. Ordnung 1. Art liegen, welche einen Doppelpunkt in der 
Kegelspitze hat. Jeder notwendige Doppelstrahl enthailt zwei sin- 
gulire Punkte; die Summe ihrer Gradzahlen ist m-+ 2. Zwei 
singulire Punkte sind stets verbunden (§ 12), wenn ihre Grad- 
zahlen beide gréBer als zwei sind. 

Man unterscheidet zwei Arten von Kongruenzen (2, m) ohne 
singuliire Linien: solche, die nur singulire Punkte vom 1., 2., 3. 

: 66* 


(66) 


1034 Kapitel XXXIX. Algebraische Liniengeometrie. 


und (m — 1)" Grad haben (erste Art) und solche, die nur sin- 
gulire Punkte vom 1., 2. und ($m -+ 1)" Grad haben (eweite 
Art). Die Autoren vor Sturm haben die Bezeichnungen 1. und 
2. Art auf die beiden (2, 6) umgekehrt verteilt. Die (2, 4) kann 
man zu beiden Arten rechnen. In der folgenden Tafel bedeutet 0 
die Zahl der notwendigen Doppelstrahlen und + die Zahl der te- 
traedralen Komplexe, in denen eine Kongruenz der betreffenden 
Gattung enthalten ist. Die Zahl der singuliren Ebenen ist stets 
gleich a, und die Zahl der Doppelpunkte der Brennfliche gleich 
der Summe aller «. Die Kongruenzen der Klassen 2—5 lassen 
sich durch Cremonasche Verwandtschaften erzeugen (Hirst, 
London M. S. Proc. 14, 259 (1883)). 


| 2,2) | @3) | @4) | @5) | @e, | @7 | @6),7| 
2 | 4 

at an oe hs ee inj b= hia 
et, = 5 | 6 6 ir ated 4 
Os ices a 23 6 10 as | 
(0%, = | = te | 1 — ati 4 | 
Ot = ae ies 2 =e 1 ~ i e | 
Ga ee ae 1 8 | 6 | 10 6 

- 5 ee 108 Lie a ee 1 


Die Sitze dieses Paragraphen sind, wo nicht anders bemerkt, 
groBenteils von Kummer (Berl. Abh. 1866, S. 1), teils von Sturm 
gefunden, der (L. G. IZ) die vollstiindigste Darstellung der Eigen- 
schaften der Kongruenzen 2. Ordnung gegeben hat. Diese beiden 
Autoren sind stets den Quellen, die wir noch bei den einzelnen 
Gattungen angeben werden, hinzugefiigt zu denken; in diesen Quel- 
len sind manchmal statt der Kongruenzen 2. Ordnung die dual ent- 
sprechenden Kongruenzen 2. Klasse untersucht. 

Die Kongruenz (2, 2) hat als Brennfliche eine Kummer- 
sche Flaiche, zu der noch ftinf andere konfokale (2, 2) gehéren; 
sie ist der vollstindige Schnitt eines quadratischen Komplexes (der 
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als tetraedraler angenommen werden kann) und eines Strahlen- 
gewindes , dessen Nullsystem zugleich dasjenige der Kongruenz 
(§ 13) ist. Aus den 16 singuliren Punkten lassen sich 40 Paare 
verbundener Punkte (jeder mit fiinf anderen) und 80 Paare unver- 
bundener Punkte bilden. Die Kongruenz kann erzeugt werden als 
Gesamtheit der Strahlen, welche entsprechende Strahlen dreier pro- 
jektiven Biischel treffen, wenn zwei dieser Biischel einen Strahl ent- 
sprechend gemein haben, und auch noch bei einer anderen beson- 
deren Lage der drei Biischel (Sturm, LZ. G. IZ, 8.120). Hin- 
sichtlich der Realitiit der 16 Biischel einer reellen (2, 2) kann man 
sechs Fille unterscheiden (Sturm, L. G. IJ, 8S. 184), worunter 
die beiden iuBersten, daf keines oder alle reell sind, méglich sind. 
Vel. Reye, J. f. Math. 86, 84 (1879); Schur, Math. Ann. 15, 
432 (1879); Stahl, J. f. Math. 92, 172 (1882); Hirst, London 
M.S. Proc. 14, 259 (1883). 

Bei (2, 3) enthalt jede singulire Ebene zwei Punkte S, und 
einen S,; jeder S, ist mit jedem anderen S, und mit vier S,, jeder S, 
mit drei S, und mit zwei S, verbunden. Die Hauptpunkte (§ 2) 
der zugehérigen tetraedralen Komplexe fallen in drei S, und in 
denjenigen S,, der mit keinem dieser drei verbunden ist. Vel. 
Reye und Hirst, a. d. bei (2, 2) a. 0.; Stahl, J. f. Math. 91, 1 
(1881); Schumacher, Diss. Miinchen (1885); VoB, Math. Ann. 
23, 381f. (1884); die letzte Abhandlung fiihrt die Untersuchnng 
vom allgemeineren Standpunkt der Differentialgeometrie der Punkt- 
ebenen-Systeme (s. das Kapitel tiber differentielle Liniengeometrie). 

Bei (2, 4) verbindet der notwendige Doppelstrahl die beiden 
S,; in jeder singuliren Ebene liegen ein S;, zwei S, und zwei S,. 
Jeder S, ist nur mit einem der tibrigen S, nicht verbunden; ein S, 
und ein S, sind immer verbunden; jeder S, ist mit zwei anderen S, 
und einem S; verbunden. Die Hauptpunkte der zugehérigen tetra- 
edralen Komplexe sind die beiden S; und zwei nicht miteinander 
verbundene S, (Stahl, J. f. Math. 97, 146 (1884)). 

Bei (2,5) verbinden die drei notwendigen Doppelstrablen 
den S, mit je einem S;. Der singulire Kegel des S, enthalt zwei S; ; 
die Ebene des dritten S, geht durch die beiden anderen S,. Die 
Hauptpunkte des zugehérigen tetraedralen Komplexes sind die S, 
und S35. 

Bei (2, 6), liegen alle Punkte S, und der S; in der singu- 
liven Ebene. Bei (2, 6),, verbinden die sechs notwendigen Doppel- 


strahlen die Punkte S,, die zugleich die Hauptpunkte des zuge- 
hérigen tetraedralen Komplexes sind; die sechs Strahlen in einer 
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Ebene sind derselben Kurve 2. Grades umschrieben. Die Brenn- 
flachen der beiden Kongruenzen (2, 6) gehéren zwei verschiedenen 
der vier Arten von Flichen 4. Ordnung mit 12 Doppelpunkten 
an, welche Rohn (Math. Ann. 29, 81 (1887)) gefunden hat. Die 
Kongruenzen (2, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 2) lassen sich als Sonder- 
falle yon (2, 6),, ansehen. 

Bei (2,7) verbinden die zehn notwendigen Doppelstrahlen 
den S, mit je einem Sg. 

Fiir die Kongruenzen, die zu den (2, 5), (2, 6),, (2, 7) dual 
sind, hat Caporali (Napoli Acc. Rend. 1879, fasc. 11 = Mem. 
di Geom. Napoli 1888, p. 126) eine gemeinsame Erzeugungsweise 
angegeben. Alle Kongruenzen dieses Paragraphen (oder die dualen) 
hat Loria auf eine Ebene abgebildet (Torino, Atti 19, 849 (1884) 
und 21, 621 (1886)). 


§ 16. Kongruenzen zweiter Ordnung mit singularen Linien. 


Von diesen Kongruenzen gibt es drei Gattungen: 

I. Die Kongruenz besteht aus den Sehnen einer Raumkurve, 
welche die singulire Linie ist und nur eine Kurve 4. Ordnung 
1. Art sein kann (s. Kap. XXIX, 8. 639). Die Kongruenz ist eine 
(2, 6, 2); ihre Brennfliche zerfillt in die vier Kegel 2. Grades, die 
durch die Kurve gehen. Die Spitzen dieser Kegel sind isolierte S, 
(§ 15). 

IJ. Die Kongruenz besteht aus den Treffgeraden zweier Kur- 
ven C, C’; diese sind die singuliren Linien. Hier gibt es zwei Falle: 

A. Die Kurven C, C’ sind zwei Kegelschnitte mit zwei ge- 
meinsamen Punkten. Diese sind 8, (§ 15); jedoch zerfallt der 
singuliire Kegel in drei Strahlbiischel. Die anderen Punkte von C, 
C’ sind singulir 2. Grades, ebenso die Ebenen yon C, C’; die Be- 
rithrungsebenen an C, C’ in ihren Schnittpunkten sind singulir 
1. Grades. Die Brennfliche zerfallt in die beiden Kegel 2. Grades, 
die durch C, C’ gehen; die Spitzen dieser Kegel sind S,. Die 
Kongruenz ist eine (2, 4, 2). 

B. Eine der singuliren Linien C’ ist eine Gerade g und die 
andere C eine Kurve m‘* Ordnung, welche g in m — 2 Punkten 
schneidet. Diese Kongruenz ist eine (2, m, 0). Jeder Punkt auf g 
ist ein S,, und jeder auf C ein S,. Die Ebenen durch g sind sin- 
gulir 2. Grades. Die Brennfliiche zerfillt in die Bertthrungsebenen 
durch g an C; sie ist mithin von der Ordnung u — 2(m— 2), 
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wenn « die Klasse von C ist. Die Kongruenz hat zu Doppel- 
strahlen alle Bisekanten von C, welche g treffen; sie bilden eine 
Regelfliche der Ordnung 2(m — 1) — Ju. 

Ill. Die Kongruenz besteht aus Strahlen, welche eine ge- 
wisse singulire Linie nur einmal treffen. Es kénnen hier folgende 
Falle vorkommen: 

A. Die singulire Linie ist eine Gerade. Die Kongruenz hat 
den Rang Null. Sie kann sein: 

1. Die Kongruenz (2, 2) aller Geraden, die eine Fliche 2. Ord- 
nung bertihren und eine nicht auf ihr liegende Gerade schneiden. 

2. Eine Kongruenz (2, 2u— 2) der Geraden, die von einem 
Punkt einer (w — 2)-fachen Geraden g einer Fliche J’ der wu? Ord- 
nung ausgehen und diese Fliche in einem Punkt beriihren, der 
im allgemeinen nicht auf g liegt (der einfachste Fall ist der, 
daB F eine kubische Fliche ist). 

3. Hine gewisse Kongruenz (2, 1), die aus co! Strahlbiischeln 
besteht (vgl. den SchluB8 von § 14). 

B. Die singulire Linie ist von einer Ordnung m > 1 und ra- 
tional; von jedem ihrer Punkte geht ein Strahlbiischel der Kon- 
eruenz aus und tberdies ein isolierter Strahl. Die Kongruenz ist 
eine (2,m, m—1). Die Ebenen der von den Punkten der singu- 
léren Kurve ausgehenden Strahlbiischel bertihren einen Kegel 
_ 2. Grades, dessen Spitze ein singuliirer Punkt der Kongruenz ist. 
Uber die verschiedenen Fille, die hier méglich sind, vgl. Sturm, 
eG. 12, 5-335—349, 

C. Die singulire Linie ist von einer Ordnung » > 1; von 
jedem ihrer Punkte geht ein Kegel 2. Grades von Geraden der 
Kongruenz aus, die den Rang m — 2 hat. Hs sind folgende Fille 
moéglich: 

1. Der Kegel zerfillt stets in zwei Ebenen; die Kongruenz 
hat die Klasse m = 2” und besteht aus den Strahlen, die einen 
Kegel 2. Grades bertihren und eine ehene Kurve n‘* Ordnung 
schneiden, die m — 1 mal durch die Spitze des Kegels geht. Die 
folgenden Fille, in denen die singuliren Kegel im allgemeinen 
nicht zerfallen, hat Sturm gefunden: 

2. Hs sei eine Fliche F’ 4. Ordnung mit einem Doppelkegel- 
schnitt K und vier konischen Punkten gegeben. Die Geraden, die K 
schneiden und F’ auBerhalb XK beriihren, gehdren einer Kongruenz 
(4, 8) an, die jedoch in zwei gleichartige (2, 4) zerfillt. 

3. Man schneide ein Tetraeder durch eine Ebene allgemeiner 
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Lage, lege durch die sechs Schnittpunkte mit den Kanten eine 
ebene Kurve C 8. Ordnung mit einem Doppelpunkt D. Die Kegel 
2. Grades, deren Spitzen auf C liegen, und die durch D und die 
vier Ecken des Tetraeders gehen, erzeugen eine Kongruenz (2, 6), 

4, Auf einer Raumkurve 3. Ordnung nimmt man vier Punkte 
an und zieht durch einen von ihnen P eine Sehne nach einem 
fiinften Punkte Q. Die Kegel 2. Grades, deren Spitzen auf der 
Kurve liegen, die durch die vier Punkte gehen und in P die Sehne 
PQ beriihren, bilden eine Kongruenz (2, 6). Die sechs Verbindungs- 
geraden der vier Punkte sind Doppelstrahlen der Kongruenz, und 
die vier Punkte sind singular vom 4. Grad, jedoch so, daB die sin- 
gularen Kegel in zwei quadratische zerfallen. Die Kongruenz kann 
auch definiert werden durch diejenigen Tangenten einer Regelfliiche 
4, Ordnung mit kubischer Doppelkurve (Kap. XXXV, § 9), die 
von den Punkten der Doppelkurve ausgehen. 

Von einigen Kongruenzen dieses Paragraphen hat Monte- 
sano nachgewiesen, da8 sie in tetraedralen Komplexen enthalten 
sind (Torino, Aiti 27, 1053 (1892); Rom. Acc, Line. Rend. (5) 
1, 77 (1892)); viele hat er auf die Ebene abgebildet (Rend. Cire. 
Mat. 7, 159 (1893)). Die grundlegenden Arbeiten tiber diesen 
Gegenstand sind: Kummer, Berl. Abh, 1866; Sturm, Math. Ann. 
36, 467 (1890) und L. G. IZ; Schumacher, Math. Ann. 38, 
298 (1891). 


§ 17. Kongruenzen héherer Ordnung. 


Die Untersuchung der Kongruenzen héherer als der 2. Ord- 
nung und Klasse begann Irmer (Uber Strahlensysteme 8. Ordnung 
mit Brennkurven, Diss. Halle (1870)); Kummer entdeckte (Berl. 
Monatsber. 1878, 8. 25) zwei Arten von Kongruenzen (3, 3); die- 
jenigen der einen Art liegen in einem Strahlengewinde und sind 
sein Schnitt mit einem Komplex 3. Grades. Diese Untersuchungen 
wurden von Rocella (Sugli enti gcom. (1882)); Hirst (London 
M. 8. Proc. 16, 232 (1885), 17, 287 (1886)); Stuyvaert (Rend. 
Circ. Mat. 80, 239 (1910)) weitergeftihrt. Die Kongruenzen mit 
unendlich vielen Strahlenbtischeln hat Baldus (Math. Ann. 71, 
275 (1911)) studiert. 

Systematisch wurde die Theorie der Kongruenzen 3. Ordnung 
ohne singuliire Linien von Fano (Yorino, Acc. Mem. (2) 50, 1 
(1901); Torino, Acc. Atti 37, 501 (1902)) bearbeitet. Einige Er- 
gebnisse sind: Die Klasse m dieser Kongruenzen kann bis 18, das 
Geschlecht bis 6 aufsteigen. Vom Geschlecht Null ist nur eine 
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(8, 1), die durch zwei kollineare Ebenen in allgemeiner Lage er- 
zeugt wird. Die singuliren Ebenen kénnen nur 1. oder 2. Grades 
sein. Die Punkte, deren drei Strahlen demselben Biischel an- 
gehéren, bilden (wenn dies nicht fiir alle Punkte eintrifft) eine 
Flache der Ordnung ry — m + 1. Es gibt Kongruenzen (3, 3), auf 
deren siimtlichen Strahlen die beiden Brennpunkte zusammenfallen; 
sie bestehen aus dem einen System von Haupttangenten einer ge- 
wissen Fliche und sind in tetraedralen Komplexen enthalten. Diese 
Fliche kann nur entweder eine Regelflache 3. Ordnung (mit ge- 
trennten oder zusammenfallenden Leitlinien) sein oder diejenige 
- Flache 3. Ordnung, die auch 3. Klasse ist und drei biplanare Knoten- 
punkte hat (Familie XXI Schliflis; vgl. Kap. XXXIV, § 13). 


Kapitel XL. 


Raumkurven und abwickelbare Flachen. 


Von HE. Salkowski in Hannover. 


§ 1. Raumkurven. 


1. Definition. Drei (analytische) Funktionen «= x(1),y=y(t), 
z= a(t) eines Parameters f, die einen gemeinsamen Existenzbereich 
besitzen, definieren eine (analytische) Raumkurve, wenn man 2, y, Z 
als rechtwinklige kartesische Koordinaten im Raume deutet. Durch 
Elimination des Parameters erhalt man (auf unendlich viele Wei- 
sen) zwei Gleichungen F(z, y,2) = 0, G(a, y, 2) =O zwischen 
den Koordinaten, die Kurve ist dann dargestellt als Schnitt zweier 
Flichen. Im besonderen stellen die Gleichungen «= x(z), y= y(z) 
die Kurve als Schnitt zweier Zylinder dar, deren Erzeugende der 
y- baw. a-Achse parallel sind. 

2. Bogenelement. Der Abstand ds zweier benachbarten Punkte 
der Kurve ist durch die Formel 


(1) ds? = da? + dy + de = dP (a+ y/?4 2%) 


gegeben. Der Akzent bedeutet hier, wie in der Folge stets, die 
Differentiation nach dem Parameter. 
3. Tangente und Normalebene. Die Gleichungen der Tangente 
lauten: 
dx dy dz 


(2) ae : 


fe egy See 


oder 
(2a) E=a+ue, n=ytup, 6=2+ uy, 


wobei wu den Abstand des Punktes (&, 7, €) vom Bertihrungspunkte 
bedeutet und 

; _ ade __ dy dz 

(3) Oe as eel moet eae 


die Richtungskosinus der Tangente sind. 


§ 1. Raumkurven. 1041 


Fiir die zweite (nur selten zweckmiBige) Darstellung der 
Kurve als Schnitt zweier Flichen heiBen die Gleichungen der 
Tangente: 


(2b) eG -)=0, DE E-a)=0, 


wobei die Summe hier wie spiter auf die drei Koordinaten zu be- 
ziehen ist. 

Die Normalebene steht auf der Tangente senkrecht; ihre 
Gleichung ist daher 


(3) > (§—2)dx= 
oder 
(3a) SE-sa= 
oder auch 

oe 


(3b) \G=2), 55 


Von der dreireihigen Determinante in der letzten Gleichung ent- 
steht die zweite und dritte Zeile aus der hingeschriebenen ersten 
durch zyklische Vertauschung der Koordinaten. 

Die erste systematische Behandlung der Raumkurven riihrt 
her von Clairaut, Recherches sur les courbes a& double courbure, 
Paris 1731. Daran schlieBt sich Euler, Introductio in analysin 
infinitorum, 'T. II, Lausanne 1748, Monge, Application de Vana- 
lyse a la géométrie, Paris 1806, und Dupin, Développements de 
géométrie, Paris 1813, ferner Cauchy, Lecons sur les applications 
du calcul infinitésimal a la géométrie, Paris, t. I 1826, t. IL 1828. 
Vgl. E. Joachimsthal, Anwendung der Differential- und Integral- 
rechnung usw. 3. Aufl. von Natani, Leipzig 1890. Eine rein geo- 
metrische Darstellung versuchten Serret, Théorie nouvelle géo- 
mctrique et mécanique des lignes & double courbure, Paris 1860, 
und W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Kriim- 
mung, Leipzig 1859, dritte Auflage von Salkowski, Leipzig 
und Berlin 1914. Vgl. ferner R. von Lilienthal, Vorlesungen 
tiber Differentialgeometric, 1. Bd. Kurventheorie, Leipzig u. Berlin 
1908, G. Scheffers, Anwendung der Differential- und Integral- 
rechnung auf Geometrie, 1. Bd. Kinfiihrung im die Theorie der 
Kurven, Leipzig 1901, 2. Aufl. 1914, und die zusammenfassende 
Darstellung von H. v. Mangoldt, Math. Enzykl. III D 1, 2. 

4, Schmiegungsebene und Binormale. Die Schmiegungsebene 
hat mit der Kurve drei aufeinanderfolgende Punkte oder zwei 
Tangenten gemeinsam; ihre Gleichung lautet 


= 0. 
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(4) |é—2, dx, Pa| =0 
oder 

(4a) a (§—x)i=0, 
wobei oa 

(5) 1 ls ae: 


Veur— ey 
ist.1) (Vgl. B. de Saint-Venant, J. Ec. Polyt. 18, cah. 30 
(1845).) 

Die eben eingefiihrten Gréfen 2, u,v sind die Richtungs- 
kosinus des Lotes zur Schmiegungsebene. Dies Lot gehért als Lot 
zur Tangente der Normalebene an und wird als Binormale be- 
zeichnet (B. de Saint-Venant, a. a. O.); seine Gleichungen sind: 


(6) Bsae -b aad, «<5 3 


5. Hauptnormale und rektifizierende Ebene. Die Normale, 
die der Schmiegungsebene angehért, heiBt Hazuptnormale; ihre 
Gleichungen sind: 


(7) E=a--ul,...-, 
und zwar ist 
da 


ds 
8 1 SS 
. VSG) 
ds 
Die Ebene, die im Kurvenpunkte auf der Hauptnormale 


senkrecht steht, also die Tangente und Binormale enthilt, heiBbt 
rektifizierende Ebene; ihre Gleichung lautet: 


(9) > (§—2)1=0. 

6. Kontingenz- und Schmiegungswinkel ; Kriimmung und Tor- 
sion. Der Winkel dt benachbarter Tangenten einer Raumkurve 
heiBt Kontingenzwinkel; er ist: 

(10) dt =Vde? + dp? + dy? 

Der Schmiegungswinkel, d. h. der Winkel do benachbarter 
Schmiegungsebenen (Binormalen) ist: 

(11) do =Vdi? + du? + dv’, 


1) Die der Formel angehiingten Punkte bedeuten, da der hin- 
geschriebenen Formel zwei weitere, durch zyklische Vertauschung aus 
ihr entstehende Formeln zur Seite zu stellen sind. 
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und der Winkel dk benachbarter Hauptnormalen (Winkel der 
ganzen Kriimmung) ist 

(12) dk =Val + dm? + dn’; 

zwischen diesen Winkeln besteht die Lancretsche Relation 
(Lancret, Mém. des Sav. Htr. 1 (1805)): 

(13) dk? = dt? + do® 


Man bezeichnet die Quotienten: 


dt 1 do 1 
14 —— == — = —_ 
(14) ds @ und ds i 
als erste und zweite Kriimmung der Raumkurve, und 
dk 1 

als ihre ganze Kriimmung. Die zweite Kriimmung heiBt auch 
Torsion (Windung). 

Setzt man fiir dt und do die Werte ein, so ergeben sich 
folgende Formeln fiir die Kriimmungen: 


1 _VEev—ea? 
(14)) ae 
und TD IPR 
Bx © 
1 r uh at wut 
(14¢) ee ae 
| zg re ri | 


Die Formel (14b) zeigt, daB 0, also auch dr zweideutig ist, 
wihrend (14c) das Vorzeichen von r, also auch von do eindeutig 
bestimmt. Fiir reelle Kurven wihlt man das Vorzeichen so, daB 
o > 0 ist, wahrend r sowohl positiv als auch negativ sein kann 
(Kurven positiver und negativer Torsion). 

7. Kriimmungsradius ; Kriimmungsmittelpunkt ; Schmiegungs- 
kugel. Der Kreis, der mit der Kurve drei benachbarte Punkte 
gemeinsam hat, d.h. sie in der zweiten Ordnung beriihrt, heiBt 
Kriimmungskreis; er liegt in der Schmiegungsebene, sein Radius 
ist 0, der reziproke Wert der ersten Kriimmung, und sein Mittel- 
punkt, der Kriimmungsmittelpunkt, liegt auf der Hauptnormalen. 
Die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes s. Nr. 17. 

Einen Schmiegungsmittelpunkt gibt es nicht, doch kann man 
den Schmiegungsradius 7, ebenso wie den Radius r der ganzen 
Kriimmung in verschiedener Weise geometrisch deuten, vgl. z. B. 
B. de Saint-Venant, J. de l’Ke. Pol. 18, cah. 30, 54 (1845). 
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Die Kugel, die mit der Kurve vier benachbarte Punkte ge- 
meinsam hat (sie in der dritten Ordnung beriihrt), heiBt Schmie- 
gungskugel. Ihr Radius ist: 


(15) R=Ve+?Ph, 
wobei 

Ste oe 

ae ds do 


ist. Die Koordinaten ihres Mittelpunktes s. Nr. 19. 


8. Das Hauptdreikant. Die Tangente t, Hauptnormale h 
und Binormale b bilden ein dreifach orthogonales Achsensystem, 
dessen Ebenen die Schmiegungs-, Normal- und rektifizierende 
Ebene der Kurve sind. Schreitet man auf der Kurve in bestimm- 
tem Sinne fort, so ist dadurch eine Richtung der Tangente bevor- 
zugt, Als Richtung der Hauptnormale wihlt man die Richtung 
vom Kurvenpunkte zum Kriimmungsmittelpunkte, und die Binor- 
male orientiert man so, daB das Achsensystem thb durch eine 
Bewegung mit dem xyz-System zur Deckung gebracht werden 
kann. Diese Orientierung kommt darauf hinaus, daB die Deter- 
minante der Richtungskosinus: 


je B y 
lm n 


(16) =+1 


[A wv | 


wird. Durch diese Festsetzung wird jeder der neun Richtungs- 
kosinus durch vier andere eindeutig dargestellt, z. B.: 


(17) = pn—ym,..., 


und dadurch fiir die Vorzeichen der Quadratwurzeln in (5) und 
(8) eine Abhiingkeit gewonnen. 

Da 7, b, h senkrecht zueinander stehen, sind ihre Richtungs- 
kosinus durch die Gleichungen der orthogonalen Transformation 
miteinander verkniipft: 


e+e +P—1, F&+P +¥=1, 
Ptmt+nt=1, P+tmt wW=1, 
(18) Vt+wWt+yv=1, ytet yd. 
al+pm+yn=0, «of +lm+iu=0, 
wA+ Bu tyv=0, py+mn+uv=0,, 
lA+muetnyv=0, yetni +vdA=0. 
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9. Die Frenetschen Formeln. Zwischen den Ableitungen der 
Richtungskosinus und den Kriimmungen bestehen folgende Be- 
ziehungen: 


dea Uh ; 
| ae da=ldt,... 
3 dl 1 
(19) > amas ous gl ck dl = —adtr Ado, 
1} l , 
a => r [ne Ae di =ldo, 


Diese Formeln sind von grundlegender Wichtigkeit; sie sind 
von Frenet (These, Toulouse 1847; J. d. Math. 17, 437 (1852)) 
und Serret (J. d. Math. 16, 193 (185 1)) gefunden worden. Die 
Gleichungen enthalten ds im Grunde nur scheinbar, sie sind Be- 
ziehungen zwischen den Richtungskosinus, a,...1,..., 4,... und 
ihren Ableitungen, sie gelten daher nicht nur fiir die Bewegung 
des Hauptdreikants einer Raumkurve. Ihre allgemeinere Bedeu- 
tung hat W. Fr. Meyer (Zheorie benachbarter Geraden, Leipzig 
1911) gezeigt. 

10. Das sphirische Bild. Zieht man durch den Mittelpunkt 
einer Kugel vom Radius Eins die Parallelen zu den Tangenten, 
den Hauptnormalen und den Binormalen, so schneiden diese Ge- 
raden die Kugel in Punkten, die das sphiirische Bild der Tangen- 
ten, Haupt- und Binormalen der Kurve erfillen. Entsprechende 
Punkte der drei Kurven bilden ein rechtwinkliges Dreikant. Das 
Tangentenbild hat die Koordinaten (a, 8, y) und das Bogenelement 
dt. Das Hauptnormalenbild wird erhalten, wenn man an das Tan- 
gentenbild die sphirische Tangente konstruiert und auf ihr vom 
Berithrungspunkte um 47 fortschreitet, und das Binormalenbild 
ist der Pol dieser sphirischen Tangente. 

Konstruiert man die gréBten Kreise, die das Hauptnormalen- 
bild’ zum Pole haben (die Bilder der rektifizierenden Ebene), so 
schneiden sowohl Tangenten- als auch Binormalenbild alle diese 
Kreise rechtwinklig, sie sind also die sphirischen Evolventen ihrer 
Hiillkurve. Vangenten- und Binormalenbild haben dieselbe (spha- 
rische) Ewvolute. 

Kurven, die dasselbe Tangentenbild haben (parallele Kurven, 
vgl. Nr. 36), besitzen auch dasselbe Hauptnormalenbild und Bi- 
Rormalenbild. Kurven, die das Binormalenbild gemeinsam haben, 
besitzen dasselbe Bild der Tangenten und Hauptnormalen. Fir 
Kurven, die dasselbe Hauptnormalenbild besitzen, bilden entspre- 
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chende Tangenten und entsprechende Binormalen stets denselben 
Winkel. 

Das sphirische Bild ist fiir die Theorie der Kurven zuerst 
von Jacobi (Zur Theorie der Kurven, J. f. Math. 14, 56 (1835), 
Werke VII, 8.11), dann systematisch von P. Serret (Théorie gco- 
métrique et mécanique des courbes a double courbure, Paris 1860) 
und Aoust (Analyse infinitésimale des courbes dans Vespace, Paris 
1876) nutzbar gemacht worden. 

11. Einteilung der analytischen Kurven. Von den bisher ein- 
gefiihrten BestimmungsgréBen werden fir gewisse Ausnahmefalle 
eine oder mehrere illusorisch. Um einen Uberblick iiber die Ge- 
samtheit der médglichen Falle zu erhalten, wollen wir die analy- 
tischen Kurven folgendermafen in eine Anzahl] nattirlicher Klassen 
verteilen. 


A. Regulire Kurven: D= S(a’'y’— 2’y’')? ¥ 0. 
I. Unebene reguliire Kurven: 
td Wt ttt auf 
+ 0 (a bh. — +0). 


A==\00 £ 
II. Ebene regulire Kurven (krumme Linien in Euklidischen 
Ebenen): 


ia) (ah. + =0). 


B. Singulare Kurven: D=0O. 
III. Krumme ebene singulire Linien (krumme Linien in Mini- 
malebenen): “ 
A=0, ds*+=0. 
IV. Unebene singulire Linien (krumme Minimallinien): 
A#0, dv = 
VY. Huklidische Geraden: 


g'y”—a’y =0,..., dF+0. 
VI. Minimalgeraden: 
a'y” — ay =0,..., ds?=0. 
Dies Schema ist von E. Study, Zur Differentialgeometrie 
der analytischen Kurven, American Math. Soc. Trans. 10,1 (1909), 
angegeben. 
12. Die Minimalkurven (vgl. WeierstraB, Berlin. Monats- 
ber. 1866, 619) sind durch die Gleichungen dargestellt: 
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© = $1 — 0) f°(e) + of (ev) — fr), 
t yr . f . ° 
(20) Y= (i 0) f (ev) — ivf’) + if), 
z=of'(v) —f'(2), 
wobei f(v) eine beliebige Funktion des Parameters bedeutet. 

13. Rektifikation von Raumkurven. Sind die Koordinaten 
eines Kurvenpunktes als Funktionen eines Parameters t gegeben, 
so erfordert die Bestimmung der Bogenlinge s die Ausfiihrung 
einer Quadratur. Durch zweckmifSige Wahl des Parameters ge- 


lingt es aber, die Gesamtheit der Raumkurven so darzustellen, 
daB die Bogenlinge gleichfalls explizit angebbar ist: 


z=v + (tw’—w), 


iy =v — (tw’— w), 


(21) 


g=w—(tv'—v), 
s=w' +(tr’—v). 


In den Formeln bedeuten v und w irgendwelche analytische 
Funktionen von ¢; sie ergeben die Minimalkurven, wenn w’ + tv’= 0 
ist, die krummen Linien in Minimalebenen (krumme Linien yon 
der Kriimmung Null), wenn w+ kv” = 0 ist. 

Das Problem der Rektifikation ist zuerst von J. A. Serret 
(J. de Math. 13, 353 (1848)) gelist, dann von Darboux (J. de 
Math. (2) 18, 236 (1873); J. de Math. (4) 3, 305 (1885)) und 
P. Stickel (Math. Ann. 43, 171 (1893) und 45, 341 (1894)) 
eingehend behandelt worden. Die Formeln (21) sind von de Mont- 
cheuil (Bull. Soc. Math. de France 33,170 (1905)) angegeben und 
von 8. Salkowski (Math. Ann. 67, 445 (1909)) weiter verfolgt 
worden. Hine besonders eingehende Untersuchung hat Hisenhart 
(Annals of Math. (2) 18, 7 (1911)) geliefert. 
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14. Die Tangentenfliche einer Rawmkurve') besteht aus un- 
endlich vielen unendlich schmalen ebenen Flichenstreifen, die von 
je zwei benachbarten Tangenten begrenzt sind. Durch Drehung 
der Streifen um die begrenzenden Tangenten kann man es er- 


1) Unter Raumkurve schlechtweg soll von jetzt ab ausschlieBlich 
eine reguliire Raumkurve (Klasse A des Schema in Nr. 11) verstanden 
werden. 

Pascal, Ropertorium II 2. 2. Aufl 67 
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reichen, daB sie alle in ein und dieselbe Ebene hineinfallen, d. hb. 
die Tangentenfliche einer Raumkurve 148t sich in eine Ebene ab- 
wickeln. Analytisch ergibt sich diese Tatsache durch die Méglich- 
keit, das Quadrat des Bogenelements in die Form da? + dy? zu 
pene (A. VoB, Math. Engyk. III D 6a. Nr. 21.) 

Die Tangentenpdche emer Raumkurve wird lings eimer Er- 
zeugenden von der Schmiegungsebene der Kurve beriihrt. Umge- 
kehrt: Die Hiillfldche der Schmiegungsebenen einer Raumkurve ist 
die Tangentenflidche der Kurve. 

Jede regulire abwickelbare Fldche ist entweder Zylinder oder 
Kegel oder Tangentenfliche einer reguldren Raumkurve. 

15. Eine geradlinige Fliche wird durch drei Gleichungen: 


g=a(t) + uf), . 
(22) =y) +ug®, 

¢=2(t) + uh (t) 
dargestellt; sie ist abwickelbar, wenn: 
(23) |dz, f, f'|=0. 


Die Fliche der Hauptnormalen einer Kurve ist nur dann ab- 
wickelbar, niimlich eine Ebene, wenn die Kurve selbst eben ist; in 
demselben Falle und nur in diesem ist die Binormalenfliche ab- 
wickelbar, nimlich ein Zylinder. 

16. Die Hiillfliche von oo’ stetig aufeinanderfolgenden 
Ebenen ist eine abwickelbare Flache. Zwei benachbarte Ebenen 
schneiden sich in einer Geraden, die ganz auf der Hiillfliche liegt, 
drei aufeinanderfolgende Rbenea in einem Punkte (der auch 
unendlich fern sein kann). Ist dieser Punkt nicht fiir alle Ebenen 
derselbe (in diesem Falle hitte man es mit einem Kegel oder 
Zylinder zu tun), so erfiillen seine verschiedenen Lagen eine Kurve, 
die Gratlinie der Fliche, und die geradlinigen Erzeugenden der 
Flaiche sind Tangenten dieser Kurve. 

Mit jeder Raumkurve sind drei ausgezeichnete Scharen von 
oo’ Ebenen verbunden, welche die Seitenflichen des Hauptdrei- 
kants bilden. 

1. Die Hiillfliche der Schmiegungsebenen ist die T'angenten- 
fldiche der Raumkurve, ihre Gratlinie die Kurve selbst. 

2. Die Hiillfliche der Normalebenen heiBt die Polarfldche 
der Kurve; ihre Gratlinie ist die Polarkurve und mit der Kurve 
der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln (s. Nr. 19) identisch. 

3. Die Hiillfliiche der rektifizierenden Ebenen ist die rekti- 
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fizierende Fldche der Kurve; auf ihr ist die Raumkurve eine geo- 
ditische Linie (s. Nr. 20). 
Die Gleichung: 


— (24) ax + by + cz = y(t), 

in der a, b, ¢ drei (analytische) Funktionen des Parameters ¢ sind, 
zwischen denen die Beziehung: 

(25) @++e=1 


besteht, stellt eine Schar von Ebenen dar; diese umhiillen eine 
abwickelbare Fliiche, deren Gratlinie sich aus den Gleichungen: 


ax+ by +cz = (ft), 
(26) wx+vy+tcze=q'(t), 
ome sh b’y au ez — gp” (1) 


ergibt. Dabei bedeuten die Striche an der Funktionsbezeichnung 
Differentiationen nach t. 

Fiir die Gratlinie sind a, b,c die Richtungskosinus der Bi- 
normalen, da die Ebenen der Schar ihre Schmiegungsebenen sind. 
Die zweite Gleichung (26) stellt die Schar der rektifizierenden 
Ebenen der Kurve dar, ihr Schmiegungswinkel ist: 


do = Vda + db? + de. 
Die Richtungskosinus der Hauptnormalen werden: 
ovis hae os 
und hieraus erhilt man die Richtungskosinus der ‘langenten: 


a= my—nu,... 
oder 


Die Formeln kniipfen die Untersuchung der Kurve als Ebenen- 
gebilde an die bisher einseitig bevorzugte Darstellung als Punkt- 
gebilde. 

Die hier benutzte Darstellung gestattet, alle Raumkurven 
explizit zu bestimmen, von denen das Bild der Tangenten, Binor- 
malen oder Hauptnormalen gegeben ist. (HE. Salkowski, Math. 
Ann. 67, 445 (1909).) 


67* 
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§ 3. Abgeleitete Kurven. 


17. Mit einer gegebenen Raumkurye steht eine groBe An- 
zahl anderer Kurven in nahen Beziehungen; die wichtigsten und 
interessantesten seien in den folgenden Nummern zusammengestellt. 
Dabei ist durchweg die gegebene Raumkurve mit C’ bezeichnet, 
und ihre BestimmungsgréBen sind durch die in § 1 eingefiihrte 
Bezeichnungsweise dargestellt. Die jeweils betrachtete abgeleitete 
Kurve sei C, genannt und ihre BestimmungsgréBen, die in einer 
auch fiir spezielle Problemstellungen ausreichenden Vollstindig- 
keit angegeben sind, durchweg mit dem Index 1 gekennzeichnet. 

18. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte C, liegt auf der 
Hauptnormalenfliiche und auf der Polarflache von C. Ihre Glei- 
chungen sind: 

ee ear a) PO 


| Tay Seo l I wee 
ds, =|Rdo| = doVoe?+ 1? = Ve See Je 


di, = V (do — du)? + cos* udt*, 
do, = — (dg + sin wdr). 


Dabei bedeutet u den Winkel, den die Tangente an die Kurve 
der Kriimmungsmittelpunkte mit der Hauptnormale der gegebenen 
Kurve bildet; es wird also: 


COS u = sin & = - 


as ese 
Verh Veith 
gy ist der Winkel der Binormalen von C, und der Tangente von 
C, also: 


_  do—du s dt 
COST) dt, ? Sn ite ee Ge 


tT. 
Ferner wird: 


eo, =leosp+ Asin“, ..., 


1, = asin p — (Jsin w —Acosu)cosg,.. 
4, =a cosy + (J sin u—Acosu)sing,. 


Die Tangente der Kriimmungsmittelpunktskurve beriihrt den 
Kreis, dessen Durchmesser der Radius der zugehérigen Schmie- 
gungskugel nach dem Kurvenpunkte ist; sie bildet daher mit der 
Binormalen denselben Winkel wie der Radius der Schmiegungs- 
kugel mit der Hauptnormalen. Dreht man die Normalebenen alle 
in eine Ebene, so reduziert sich die urspriingliche Kurve auf einen 
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Punkt P und die Kurve ihrer Schmiegungsmittelpunkte in eine 
ebene Kurve C; die Kriimmungsmittelpunktskurve reduziert sich 
dann auf eine FuSpunktkurve von C beziiglich des Pols P. (C. G. 
J. Jacobi, Zur Theorie der Kurven, J. f Math. 14, 56 (1835), 
Werke VII, 8.11, J. Steiner, Uber einige RRA Higen- 
schaften der Renee doppelter Kcamung g, Berlin. Monatsber. 1839, 
S. 76, Werke II, S. 161.) 

19. Die Polarkurve. Die Hiillflache der Normalebenen hat 
die Kurve der Schmiegungskugelmittelpunkte oder Polarkurve zur 
Gratlinie. Ihre Gleichungen sind (vgl. Jacobi, J. f. Math. 14, 
56 (1835), Werke VII, 8. 11, Lacroix, Zraité élémentaire du 
calcul diff. et intégr. 4. 6d. p. 236): 


% =a—hi+ol,...; h=r=-= 
Ferner wird: 
ds, = (odo + dh) = (2 + 90° + re’), 
es é (¢ 15 aa) 
ie (3 =) = edo -+ dh 


dt 
und 
a =—eé, ; 
=— eel, . 
Ms 
=—éC,. 


Die Faktoren <,e’ = + 1 sind so zu wiihlen, da8 ds, und 0, 
beide positiv werden. Diese Bestimmung wird im Komplexen illu- 
sorisch, doch ist eben dort sowohl das Bogenelement wie die 
Kriimmung zweideutig. 

Die Tangenten der Polarkurve sind den Binormalen der ur- 
spriinglichen Kurve parallel, die Hauptnormalen beider Kurven 
sind in entsprechenden Punkten parallel. 

Die Polarkurve der Polarkurve hat mit der urspriinglichen 
Raumkurve parallele Hauptdreikante. Sie fallt mit der urspriing- 
lichen zusammen, wenn diese konstante Kriimmung besitzt. 

20. Die Gratlinie der rektifizierenden Fldche. Uhre Gleichun- 
gen sind: 


uv, =a + u(ecosH + /sin H), 


wobei der Winkel H der rektifizierenden Geraden und der Tan- 
gente durch die Gleichungen: 
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0 : dt t d = do has: 
ctg aad apt ae oo COR re a , 
egeben ist, und 
ane ds ds 


Ferner wird: 


& ds ~ 
ds, =a ae (°)) = «(du + cos Hds), 
r 
dt, =edH, 
DAS F OS hlhny u ad ds 
Cie Sigh eo! antes (ce) 
r 
av a /ds 0, _ %e 
ag er ’ r, y?? 
Tie 


endlich: 
w, = e(¢ cos H + Msi A) 4. 


1, =¢(—asinH+AcosH),... 
4, =—eel,... 


Auch hier sind im Reellen «, e’ derart gleich + 1 zu setzen, daB 
ds, und oe, positive Werte haben. 
Die rektifizierende Fliche wird ein Zylinder, wenn 9:7 = 
konst, wird, ein Kegel, wenn 9:7 = ms-+ n ist (vgl. Art. 26—29). 
Das Tangentenbild der Gratlinie der rektifizierenden Fliiche 
ist die spharische Evolute des Tangentenbildes der Kurve. 


21. Filarevolventen. Denkt man sich tiber eine Raumkurve C 
einen Faden gespannt, und wird dieser Faden so abgewickelt, daB 
er stets gespannt bleibt, so beschreibt er die Tangentenfliche der 
Raumkurve und jeder seiner Punkte eine Filarevolvente C, von C. 
(Monge, Mém. sur les développées, Mém. des Say. Etr. 10, Paris 
1785, vgl. auch Application de Vanalyse ala géométrie, Paris 1807.) 

Es gibt co! Filarevolventen, die alle auf der Tangentenfliche 
liegen und die Tangenten senkrecht schneiden. 

Die Tangente einer Filarevolvente C, ist der Hauptnormale 
der Kurve C parallel, und die Normalebene yon C, ist die rekti- 
fizierende Ebene von C. 
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Die Gleichungen der Filarevolvente sind: 
«= 2+ (a—s)a,... (a eine beliebige Konstante) , 
a—s 


as, = arg (e =+1, so daB ds, > 0 ist), 


dt,=dk, do,=edH; 


@ = e(a—s) > =—s(a—s) sin H, 
3 ans ds, 

1 Q dH? 

@, = sly ay 

l, =e(wsin H— JcosH),..., 

4, =—eacosH—AsinH,..., 


Die Polarfliche der Filarevolvente ist die rektifizierende 
Flache der Ausgangskurve. 

22. Filarevolute. Kine Kurve O, heiBt Filarevolute einer ge- 
gebenen Kurve C, wenn C eine Filarevolvente von C, ist. 

Eine Raumkurve besitzt oot Filarevoluten, die auf ihrer 
Polarfliche geoditische Linien sind. Die Formeln dafiir sind: 


vm =x2z+toe(l+itg+o)),...3 


@ g sin (6 + 6y) + h cos (6 + 6) | 
os 2d( (o + val eas cos? (6 + 6,) 3 
dt, = cos(o+06,)dt, do, =—e sin (o + 6) dr; 
ds ds Q , 
Cer ree Pare ages tg (6 + 69); 
aw, =e[l cos (6 + oy) +Asin(o + o)],..., 
L, = — esa ’ ? 


4, = — é' [I sin (6 + 6) —Acos(o+ o)],..- 


23. Planevolventen. Wenn eine bewegliche Ebene tiber die 
Tangentenfliche einer Raumkurve C hinrollt, so ist sie in jeder 
Lage Schmiegungsebene von C. Jeder ihrer Punkte beschreibt 
dabei eine Kurve C,, die als Planevolvente (Lancret, Paris 
Mém. 1, 420 (1805)) von C bezeichnet wird. 

Jede Raumkurve C besitzt co? Planevolventen CO, ; die Schmie- 
gungsebenen von C sind Normalebenen ihrer Planevolventen. 
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Die Formeln dafiir sind: 
a, = 2—(acost——/ sint) [cost ds—(asinr-+lcost)[sinrds, oa 
ds,;=é do| cos x f sin tas — sin x [ eos 4 ds| . 


if 
dtj=edo, do,=— edt; 
, 
Ceased train, oly eEE My =n) yh Aye ee 


24. Planevolute. Jede Raumkurve C kann als Planevolvente 
einer einzigen anderen Raumkurve betrachtet werden, namlich 
ihrer Polarkurve. Man bezeichnet daher die Gratlinie der Polar- 
fliche einer Kurve OC aus diesem Grunde auch als Planevolute 
von ©. Die Beziehungen zwischen der Kurve und ihrer Planevo- 
lute siehe Nr. 19. 


§ 4. Spezielle Kurvenklassen. 


25. Natiirliche Gleichungen. Eine Gleichung zwischen den 
GroBen s, e,r charakterisiert eine vom Koordinatensystem unab- 
hangige Eigenschaft der Raumkurve und wird daher als natiirliche 
Gleichung bezeichnet. Hine Raumkurve ist, bis auf ihre Lage im 
Raume, durch zwei natiirliche Gleichungen 

f(s, 0, r) =0, g(s,@, r) =) 
bestimmt. 

Sind die natiirlichen Gleichungen einer Kurve gegeben, so 
erfordert die Bestimmung der ,,endlichen“ Gleichungen, d. h. der 
Gleichungen fiir die Koordinaten, die Lésung einer Riccatischen 
Differentialgleichung und die Ausfiihrung von drei Quadraturen. 
(Darboux, Surfaces I, 19, 1887, G. Scheffers, Theorie der 
Kurven, 2. Aufl. 1914, S. 287.) 

Eine Gleichung zwischen den natiirlichen Koordinaten be- 
stimmt eine natirliche Kurvenklasse. Die endlichen Gleichungen 
fir die Koordinaten der Kurven einer Klasse sind durch drei 
Quadraturen zu finden. (8. Lie, Christiania Videnskabs-Selsk. Forh. 
Nr. 10, p. 1, 1882, Salkowski, Sitzwngsber. Berl. Math. Ges. 4, 
64 (1905).) 

Alle Kurven der Klasse 

e = f(s) 
werden erhalten, indem man die ebene Kurve, die diese natiirliche 
Gleichung besitzt, konstruiert und ihre Ebene so verbiegt, daB die 
Tangenten geradlinig bleiben. Die endlichen Gleichungen kénnen 
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durch fiinf Quadraturen und Eliminationen folgendermafen ge- 
wonnen werden: Man bestimmt aus: 

ds / 
ee rs) 
den Winkel: 


Dab pas 
f(s) 
und durch Umkehrung: 
ds = p(t)dt. 


Sind dann a, f, y drei Funktionen eines Parameters ¢, die durch 
die Gleichung a” + 6? + y? = 1 verkniipft sind, so wird durch 
die Gleichung: 


dz = dtVo'?+ p+ 4/3 


t als Funktion von ¢ gefunden und sodann die Koordinaten: 


x= fads, y =[Bas, r= yds. 


Alle Kurven der Klasse: 
r= f(s) 

werden aus einer von ihnen erhalten, indem man die Binormalen- 
flaiche beliebig derart verbiegt, daB die erzeugenden Geraden ge- 
radlinig bleiben. Die endlichen Gleichungen ergeben sich folgender- 
mafen: Nach Annahme dreier willktirlicher Funktionen o, /, y 
eines Parameters ¢, die der Gleichung «?+ B+ y?= 1 geniigen 
(d. h. nach willktirlicher Annahme des Tangentenhildes), findet 
man mit Hilfe der Frenetschen Gleichungen 1, m,v, 4, u,v dt, do. 

°ds 
Sodann bildet man o = f (,), woraus $= p(o) folgt. Die Koor- 
dinaten ergehen sich dann durch Integrale derselben Form wie 


vorher. 
Alle Kurven der Klasse: 


=O) 


r 
besitzen rektifizierende Flichen, deren Gratlinien zu einer und der- 
selben Klasse von Kurven: 

e1 = 9(s,) 
gehdren (Pirondini, J. f. Math. 109, 238 (1892)). 

Umgekehrt, verbiegt man die Ebene einer ebenen Kurve so, 
daB ihre Tangenten geradlinig bleiben, zu einer abwickelbaren 
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Flache, so verwandeln sich alle Geraden der Ebene, sofern sie 
nicht. gerade bleiben, in Raumkurven, die einer Kurvenklasse: 


ets eG 
rae (s) 
angehoren. 
Statt der Invarianten 9 und ry kann man auch die Winkel: 
‘ds ‘ds 
t= |— und o= J — 
Ps 


als natiirliche Koordinaten der Bogenlinge s an die Seite stellen. 
Dies ist von R. Hoppe, Prinzipien der analyt. Kurventheorie, Arch. 
Math. Phys. (1) 56, 41 (1873) und Aoust, Analyse inf. des courbes 
dans Vespace (Paris 1876), zur Grundlage der Theorie benutzt 
worden. 

26. Die Schraubenlinien. Die Kurven der Klasse: 


(k konstant) sind die geodatischen Linien auf Zylinderflichen (oder: 
ihre rektifizierenden Flachen sind Zylinder); ihre Tangenten bilden 
mit einer festen Ebene einen konstanten Winkel @'‘), ihre Schmie- 
gungsebenen mit derselben Ebene denselben Winkel, und zwar ist 


ctg po = k. 


Die Hauptnormalen sind parallel ein und derselben Ebene. 
Legt man die Z-Achse parallel zu den Erzeugenden der zugehérigen 
Zylinderfliche, so sind die Schraubenlinien die Integralkurven der 
Mongeschen Gleichung: 


dxt+t dy*—k?dz?=0; 


? 


sie gehen aus den Minimalkurven (Nr. 12): 


d+ dy? + de =0 
durch die Transformation 


Coal 5 = ees mies 
hervor. 


1) Sie sind daher die Kurven konstanter Steigung auf einer 
Flache und zuerst von Lancret (a. a. 0.) und Leroy, Géométrie 
descriptive, 5. Aufl. Paris 1855, behandelt worden. Betreffs der umfang- 
ce Literatur tiber diese Kurvenklasse vgl. Frieda Nugel, Diss., 

alle 1912. 
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Thre endlichen Gleichungen lauten: 
z=V cosv —V'sinv, 
y¥ =V'sinv +V"cos v, 


1 i" 
e=2(V+V"), 


wobei V eine beliebige Funktion des Parameters v ist. Weiter wird: 


ahi eg 753) 
ey) ee da ee ae, do 
‘ Yi+ih? Yi-+ i? 
k k 1 
=— ————_¢0 > ——— 
Vi+ EF? roe Vi-+ ke? see Vi-+ ke?’ 
(= sinv, m= cos v, n=O, 
ORY _ sine if k 
Vite 8 yite Vit a 
. wer 1 U wr 
o= (VV EE, rere. 


Der Orthogonalschnitt des rektifizierenden Zylinders habe die 
Bogenlainge sy und den Kriimmungsradius 9); dann ist: 


ds, =dscospy=(V+V" )dv, 
@y = .0.c0s* p = (V'+V""). 


Die Polarkurve einer Schraubenlinie ist wieder eine Schrau- 
benlinie; die Filarevolventen sind ebene Kurven, Evolventen niém- 
lich des Orthogonalschnitts des zugehérigen Zylinders. Die Tan- 
gentenfliche einer Schraubenlinie schneidet eine feste Ebene unter 
konstantem Winkel; man bezeichnet sie daher als Boschungsfldche. 

27. Die gemeine Schraubenlinie. Die geoditische Linie des 
Kreiszylinders heiBt die gewdhnliche Schraubenlinie. Sie entsteht, 
wenn ein Punkt sich gleichférmig auf einem Kreise bewegt, der 
seinerseits gleichformig senkrecht zu seiner Ebene fortschreitet. 
Thre Kriimmung und Torsion ist konstant. Ihre Gleichungen er- 
geben sich aus den Formeln der vorigen Nummer, indem man 
V'+V’’=1, also am einfachsten V’= a setzt. 

Der RGt leant der Schmiegungskugel fallt fiir sie mit dem 
Kriimmungsmittelpunkt zusammen (vgl. Nr. 31), und der Ort die- 
ser Kriimmungsmittelpunkte ist eine Schraubenlinie derselben Gang- 
héhe auf einem Kreiszylinder mit derselben Achse. 
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Die Hauptnormalen der gemeinen Schraubenlinien schneiden 
die Zylinderachse rechtwinklig und bilden eine Wendelflache. 

28. Weitere spezielle Schraubenlinien. 1. Die zylindrokonische 
Sehraubenlinie ist die Kurve, die die Erzeugenden eines geraden 
Kreiskegels unter konstantem Winkel schneidet. Sie liegt als geo- 
ditische Linie auf einem Zylinder, dessen Orthogonalschnitt eine 
logarithmische Spirale ist. Ihre Kriimmungsmittelpunktkurve, ihre 
Polarkurve und die Striktionslinie ihrer Hauptnormalenfliche sind 
ebenfalls zylindrokonische Schraubenlinien. Die Gleichungen der 
zylindrokonischen Schraubenlinie erhélt man, indem man in die 
Formeln der Nr. 26 V = e”® einsetzt; sie lassen sich leicht in die 
Form transformieren: 


e=he™cosv, y=he”’ sn, aa ee 


Der Kriimmungs- und Torsionsradius ist eine lineare Funk- 
tion der Bogenlange. Die Kurve ist zuerst von Guido Grandi 
(Brief an Ceva 1701), dann sehr eingehend von P. Serret (Théorie 
nouvelle géometrique et mécanique des lignes & double courbure, 
Paris 1860) behandelt worden. Vgl. auch Schell, Theorie der 
Kurven doppelter Kriimmung, 3. Aufl. 1914. 

2. Die sphirischen Schraubenlinien. Die Kurven konstanter 
Steigung auf einer Kugel: 

re") 


1 ==20 a{(1—e) cos v — (1+ ¢) cos (> 
y= af (1 —c)sinv —(1+¢) sin G=9)|, 


z= 2a 00s ( 


re") 


deren Gleichungen sich in etwas anderer Form aus Nr. 26 ergeben, 


wenn man darin V = A cos ae setzt, legen auf Zylinder- 


flichen mit epizykloidischer Basis als geoditische Linien. Sie ent- 
stehen, wenn auf einer Kugel ein gréBter Kreis auf einem kleinen 
Kreise abrollt, als Bahn eines festen Punktes auf dem rollenden 
Kreise, d. h. sie sind die sphirischen Evolventen eines kleinen 
Kugelkreises. 

3. Weiter untersucht wurden: die Kurve konstanter Steigung 
auf dem Rotationsparaboloid (sie ist kongruent zu ihrer Polar- 
kurve); die Kurven konstanter Steigung auf den Rotationsflichen 
zweiter Ordnung mit vertikaler Achse (ihre rektifizierenden Flichen 
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sind Zylinder, deren Normalschnitte Epizykloiden oder Hypozyklo- 
iden sind); die Schraubenlinien, deren Hauptnormalen eine feste 
Gerade schneiden (sie liegen als Kurven konstanter Steigung auf 
Zylindern zweiten Grades). (H. Barré, J. de Ec. Polyt. (2) 16 
(1912)). 

29. Geoddtische Linien auf Kegelflichen. Die Kurven, deren 
rektifizierende Fliche ein Kegel ist, sind durch die natiirliche 
Gleichune gegeben: 


wobei die Bogenliinge s von dem Punkte an gemessen ist, in dem 
die Erzeugende des Kegels auf der Kurventangente senkrecht steht. 
(S. Enneper, Gétting. Nachrichten 1866, 134. Zusammenfassende 
Darstellung von P. Schauff, Diss. Minster 1906. Vgl. Cesiro, 
Geometria intrinseca, Neapel 1896, deutsch u. d. T. Vorlesungen 
iiber natiirliche Geometrie von Kowalewski, Leipzig 1901.) Die 
Gesamtheit der Kurven ist explizit angebbar: 


d 
z—=k(age—a),..., 


wobei («, 3, y) die Koordinaten des beliebig zu wihlenden sphiri- 
schen Bildes der Tangenten bedeuten, aus denen sich dt und die 
Koordinaten (Aw) des Binormalenbildes durch ausftihrbare Opera- 
tionen herleiten lassen; auch do ist als Bogenelement dieses Bi- 
normalenbildes ohne Integration zu finden. 

Die Schmiegungsebenen haben von einem festen Punkte, der 
Kegelspitze, konstanten Abstand, umhiillen also eine Kugel. 

Die Filarevolventen der Kegelgeodiitischen sind sphirische 
Kurven. Ist eine Kegelgeoditische algebraisch, so ist sie auch al- 
gebraisch rektifizierbar. 

Die Geodatische des Rotationskegels ist durch die Gleichun- 
gen gegeben: 


, sin ( -- aye pee Vn(n + 1) 


4)t 
P Se t jaa 
(27 + 1) sin ei (2m + 1) sin = (2m + 1) sin a 


C= 


Die Bogenlinge wird fiir sie: 
t 
Ss =p ctg oe 


30. Die Bertrandschen Kurven. Damit auf der Pliche der 
Hauptnormalen einer Raumkurve C eine zweite Kurve C;, liegt, 
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die mit ihr die Hauptnormalen gemeinschaftlich hat, muB zwischen 
den Kriimmungen von C eine lineare Gleichung: 


wASees 
a. 


bestehen. Die entsprechenden Punkte der beiden Kurven haben 
den konstanten Abstand A, und ihre Tangenten kreuzen sich unter 
dem konstanten Winkel g, der durch die Gleichung: 


gegeben ist. 
Die Formeln fiir die zu C zugeordnete Bertrandsche Kurve 
C, sind: 
Cow AU ee 


ds, =sdoVA® + B?; 


Ba— Ai 
OF ——= SS — 9 “4 
| Sy 
eee © ie 
ly Aa Bs 
1 . V A?-+ B®’ Dy Seoe} 
ae 
, Q r eds 
dt, = ¢ ————-ds,_ do, = —— 
1 V 42+ B? z 1 VAr+ BY 
ee ee 
Q; ge Be -o 1 % } 
Q r 


rr, = A? + B* 


Die Bertrandsche Relation fiir die zweite Kurve lautet: 


seAy OB 
Oy x ACE ie 
Zieht man zu den Binormalen einer Bertrandschen Kurve die 
Parallelen durch die entsprechenden Punkte der zugeordneten 
Kurve, so erfiillen diese Geraden eine Biegungsfliiche eines Rota- 
tionshyperboloids. Umgekehrt: Verbiegt man ein Rotationshyper- 
boloid so, daB die Geraden der einen Regelschar geradlinig blei- 
ben, so geht der Kehlkreis in eine Bertrandsche Kurve tiber; laBt 
man das Hyperboloid auf seiner Biegungsfliiche abrollen, so be- 
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schreibt seine Achse eine zweite Biegungsfliche desselben Hyper- 
boloids, und die Striktionslinie dieser Flache ist die zur ersten 
zugeordnete Bertrandsche Kurve. (Implicite schon bei Beltrami, 
dann von Laguerre und Bioche angegeben.) Aus diesem Sach- 
verhalt folgt eine Transformation Bertrandscher Kurven, die von 
Razzaboni (Atti del R. Istit. Veneto 60, 757 (1901), s. Bianchi, 
Lezioni di geometria differenziale, Bd. 8, 71, Pisa 1909) unter- 
sucht worden ist. 

31. Die Kurven konstanter Kriimmung. Ist in der Bertrand- 
schen Relation B= 0, so besitzen beide Kurven die konstante 


Kriimmung 53 jede Kurve ist die Kurve der Kriimmungsmittel- 


punkte und die Polarkurve der anderen; entsprechende Tangenten 
kreuzen sich rechtwinklig. Ihre Darstellung wird durch die Qua- 
draturen gegeben; algebraisch sind gewisse Kurven konstanter 
Kriimmung auf Rotationsfliichen 2. Ordnung, die auf Boéschungs- 
flichen geoditisch sind (E. Salkowski, Math. Ann. 66, 534 
(1908)). Dies sind die einzigen bisher bekannten eigentlichen 
Bertrandschen Kuryen, die algebraisch sind. 

32. Die Kurven konstanter Torsion. Fiir A = 0 fallen die 
beiden Bertrandschen Kurven zusammen; die Kurven konstanter 
Torsion kénnen daher als Grenzfall der Bertrandschen Kurve be- 
trachtet werden. Sie haben fiir die Flichentheorie eine besondere 
Bedeutung: sie sind die Asymptotenlinien der Flichen konstanten 
KriimmungsmaBes; sie bestimmen ferner die Biegungsflichen des 
Rotationsparaboloids. Ihre Darstellung durch drei Quadraturen ist 
leicht, die Aufsuchung der algebraischen unter ihnen von Darboux 
apgeregt und von Koenigs (Ann. de la Faculté des Sc. de Tou- 
louse 1 E, 1, 1887), Lyon (These, Paris 1890), Fabry (Amn. de 
VEe. Norm. (3) 9, 177 (1892)), Herberich (Progr. Luitpold- 
realsch. Miinchen 1904), Gribner (Diss. Wiirzburg 1909) und 
anderen in Angriff genommen, 

33. Cesdrosche Kurven. Mit dem Hauptdreikant einer Ber- 
trandschen Kurve sind zwei Scharen von oo* geraden Linien ver- 
bunden, die bei jeder einzelnen Lage des Dreikants zwei hyper- 
bolische Paraboloide erfiillen und bei der Bewegung des Dreikants 
lings der Kurve jede eine abwickelbare Fliche erzeugen. Die 
Frage nach den Kurven, bei denen es eine endliche Anzahl von 
geraden Linien gibt, die abwickelbare Flichen erzeugen, fihrt auf 
gewisse Kurven der Klasse: 


A B é ye) Q 
Tepe ears 


2 


0 ir 
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bei denen vier reelle oder imaginiire Geraden der gesuchten Art 
existieren. (Literaturiibersicht bei Joachimi, Diss.Miinster1911; 
die vollstandige Diskussion des Problems bei Salkowski, Miinch. 
Ber, 1911, 8. 523.) 

34. Komplerkurven. Fiir einen Linienkomplex: 

F (da, dy, dz, ydz — zdy, edz — xdz, xdy — yd) = 0 


gibt es Kurven, deren Tangenten diesem Komplex angehéren; man 
nennt sie Komplexkurven. Beispiele sind schon friiher behandelt: 
die Minimalkurven (Nr. 12) gehéren dem quadratischen Komplex 
der Minimalgeraden: 
dz? +dy?tdZ=0 
an, die Schraubenlinien (Nr. 26) dem quadratischen Komplex: 
da? + dy? — mdz? = 0. 

Die Theorie der Komplexkurven ist insbesondere von 8. Lie ge- 
fordert worden. (8. Lie und Scheffers, Geometrie der Beriihrungs- 
transformationen, Leipzig 1896. Vgl. auch den Artikel Scheffers, 


Besondere transzendente Kurven, Math. Enzykl. III D 4, Nr. 35.) 
Die Kurven des tinearen Komplexes haben die Gleichungsform: 


ydx —audy —=kdz, 
a= tVf(t), y¥=VFri, e= 1), 


die Kurven des tetraedralen Komplexes: 


(b—c)xdydz + (c—a)ydzda + (a—b)sedady=0, 


x=eE », ye ey 
Das Integralzeichen lift sich vermeiden, wenn man: 
fO=GrNC+ONC+OHR’O 
setzt. Zu diesen Kurven treten alle von der Gleichungsform: 
gta At, gy? == BE i= Ob, 
wobei a, 8, y drei Konstanten bedeuten, zwischen denen die Be- 
ziehung: 
(b—c)a + (c—a)B + (a—B)y =0 
besteht. 
35. Weitere Kurvenklassen. AuBer der Liniengeometrie ist 


auch die Theorie der Flachen eine Quelle fiir besondere Kurven- 
klassen, die hier nur ganz kurz aufgezihlt sein migen. 
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1. Die Asymptotenlinien der Rotationsflichen sind Raumkur- 
ven, deren Binormale eine feste Gerade schneiden (d. i. einem 
speziellen linearen Komplex angehiren), so daB: 


ux —day—O. 

2. Die geoditischen Linien auf Rotationsfléchen sind Raum- 
kurven, deren Hauptnormalen eine feste Gerade schneiden. Es 
wird also fiir sie: 

mx — ly = 0. 


3. Die Loxodromen sind Raumkurven, die die Ebenen eines 
Biischels unter konstantem Winkel schneiden; sie sind durch die 
Mongesche Gleichung: 

(ady — ydx)? — (a? + y*) sin? (da? + dy? + dz?) = 0 
bestimmt; ihre endlichen Gleichungen sind ohne Quadraturen an- 
gebbar. (Vgl. G. Scheffers, Uber Louxodromen, Leipz. Ber. 54, 
363 (1902), E. Salkowski, Schraubenlinien und Loxodromen, 
Sitzungsberichte d. Berlin. Math. Ges. 47, 83 (1908)). 

4. Die Sonnenuhrkurven sind Kurven, von denen die Ebenen 
eines Biischels Bogenstiicke abschneiden, die proportional dem 
_ Winkel der Ebenen ist: 
ds =kdg. 


Sie stehen mit den Kurven auf einem Katenoid in einer bemer- 

_kenswerten Beziehung. Zu ihnen gehdren die Kriimmungsmittel- 

| punktskurven der sphirischen Schraubenlinien. (G. Scheffers, 
Uber Sonnenuhrkurven, Sitzungsber. d. Berlin. Math. Ges. 8, 122 
(1909), E. Salkowski, Katenoid und Sonnenuhrkurven, ebenae 
| Bd. 10, 23 (1910)). 

5. Weitere Raumkurven, die eingehender untersucht wurden, 
| Sind die Clelien (Guido Grandi, ene. geometrici, Florenz 1728): 


x = asin t cos nt 
y = asin t sin nt 
= (1 (OOS 0 


zu ihnen gehort die Spirale des Puppus (Pappus, Sammlung, 
4. Buch) fiir nm = 4, die Vivianische Kurve (Viviani, Florenz 
/1692) fiir n = 1, Pore enaie sphdrischen Kegelschnitte, s. Heger, 
, Analytische Geometrie auf der Kugel, Leipzig 1908, die sphdrischen 
| Zykliden, s. Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et 
de surfaces algebriques, Paris 1873, die sphdrischen Epizykloiden 
(Hermann, De epicycloidibus in sup. sphaer. descr., Comment. Ac. 
Pascal, Repertorium. II 2. 2. Aufl. 68 
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Petrop. 1, 210 (1728), Joh. Bernoulli, Opera III, 216 u. 230), 
die sphdrische Loxodrome (P. Nunez, Tratado da carta de marear, 
Lissabon 1537). Ausgedehnte Untersuchungen tiber sphirische 
Kurven sind Gudermann zu verdanken, s. Analytische Spharik, 
Kéln 1830; J. f. Math. 11, 394 (1830), J. f. Math. 33, 189 
(1846). Hine historische Darstellung der Untersuchungen tiber be- 
sondere Raumkurven gibt F. Gomes Teixeira, Traité des courbes 
spéciales remarquables planes et gauches, Bd. 2 (Obras sobre Ma- 
thematica, vol. V, Coimbra 1909). 


§ 5. Zugeordnete Kurven. Weitere Fragestellungen. 


36. Lassen sich zwei Raumkurven so zuordnen, daB in ent- 
sprechenden Punkten die Tangenten parallel sind, so nennt man 
sie parallel. Gelegentlich nennt man zwei Raumkurven erst dann 
parallel, wenn ihre Normalebenen zusammenfallen (vgl. G. Schef- 
fers, Theorie der Kurven, Anhang, Taf. VIII). Hier sei die Be- 
zeichnung in allgemeinem Sinne gebraucht. Parallele Raumkurven 
haben dieselben 'Tangentenbilder, also auch dieselben Bilder der 
Hauptnormalen und der Binormalen. Sind (a, y, 2) und (2,, y,, 2) 
parallele Kurven, so ist: 

dx dz, Cap hi, ds__ds, ds_d& @ 


, . Ij coe we a *9 5 9 
) Q; rT ee Q 0, r Te r ; 


Die Theorie der Parallelkurven ist in neuerer Zeit vielfach zur Dar- 
stellung der endlichen Gleichungen von Kurven verwertet worden. 
S. J.N. Hatzidakis, Uber invariante Differentialausdriicke. J. f. 
Math. 104, 101 (1889). E. Salkowski, Sttz.-Ber. Berlin. Math. 
Ges. 4, 64 (1905). R. v. Lilienthal, Vorlesungen tiber Differen- 
tialgeometrie, 2. Bd., 8. 97 (1913). 

Ist das Tangentenbild 7 gegeben, so kann man die endlichen 
Gleichungen der Kurven C einer Familie von Parallelkurven ohne 
Quadraturen angeben. (E.Salkowski, Math. Ann. 67, 445 (1909).) 
Als natiirliche Gleichung von 7’ bezeichnet man zweckmiBig eine 
Beziehung t = y(c) zwischen Kriimmungs- und Torsionswinkel der 
Kurven C. Fiir t = ko ist T ein Kreis, und die Kurven C sind 
Schraubenlinien. Fiir t? + o? = k? ist T eine sphirische Schrau- 
benlinie, die Kurven C sind geoditische Linien auf Béschungs- 
flichen. Sie sind von Aoust (Analyse infinitésimale des courbes 
dans Vespace, Paris 1876, p.126) als Zykliden bezeichnet worden. 

Kurven, deren Hauptdreikante in entsprechenden Punkten in 
anderer Weise gesetzmiBig orientiert sind, weisen bemerkenswerte 


§ 5. Zugeordnete Kurven. Weitere Fragestellungen. 1065 


Beziehungen in ihren Kriimmungseigenschaften auf. Sie sind von 
Hatzidakis (Nyt Tidsskr. f. Math. 13,49 (1902)), Sannia (Rend. 
Cire. Mat. 20, 83 (1905)), E. Salkowski (Math. Ann. 66, 517 
(1908)), Razzaboni (Bologna Mem. (6) 7, 109 (1911)) unter- — 
sucht worden. 

37. Normale und asymptotische Zuordnung. Als Kurvenpaar 
bezeichnet man nach Vo8 (Miinch. Ber. 39 (1909), 19. Abh.) zwei 
Kurven, bei denen jeder Punkt der einen Kurve in der Normal- 
ebene des zugeordneten Punktes der anderen Kurve gelegen ist. 
Zwei beliebige Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer ge- 
radlinigen Flaiche bilden ein Kurvenpaar. Bianchi nennt die 
Kurven eines Paares normal zugeordnet. 

Zwei Kurven heiBen asymptotisch zugeordnet, wenn die Punkte 
der einen Kurve in den Schmiegungsebenen der zugeordneten 
Punkte der zweiten Kurve liegen. Bemerkenswert ist die asympto- 
tische Zuordnung der Kurven konstanter Torsion, die mit der 
sogen. Backlundschen Transformation zusammenhingt. Vel. 
Bianchi, Rend. Circ. Mat. Palermo 25, 291 (1908). 

38. Die Schmiegungsschraubenlinie. Es gibt einfach unendlich 
viele gewéhnliche Schraubenlinien, die eine gegebene Raumkurve 
in zweiter Ordnung beriihren; ihre Achsen schneiden die Haupt- 
normale senkrecht und erfiillen ein Zylindroid (Plickersches Ko- 
noid). Unter diesen Schraubenlinien gibt es eine, die mit der 
Kurve nicht nur Bogenelement und Kriimmung, sondern auch 
Torsion gemeinsam hat (aber i. a. nicht auch den Mittelpunkt der 
Schmiegungskugel). Sie heiBt die Schniegungsschraubenlinie; ihre 
Achse fallt mit dem Striktionsstrahl der Hauptnormalenfliche zu- 
sammen, ist also zur rektifizierenden Geraden parallel. Eine aus- 
fiihrliche Darstellung des Gegenstandes findet man bei Gribner 
(Arch. Math. Phys. (3) 20, 16 (1912)). 

Die Schmiegungsschraubenlinie hat mit der Raumkurve zwei 
benachbarte Lagen des Hauptdreikants gemeinsam, sie kann also 
die Kurve ersetzen, wenn es sich um eine infinitesimale Bewegung 
des Hauptdreikants handelt. 

Die Achsenfliiche der Schmiegungsschraubenlinie ist das Strik- 
tionsband der Hauptnormalenfliche; sie ist abwickelbar, wenn 
diese orthogonale Striktion besitzt, und dies tritt ein, wenn die 
Kurve eine Mannheimsche Kurve t? = oh ist. 

39. Die zylindrokonische Schmiegungsschraubenlinie. Die 
Schmiegungsschraubenlinie hat nur dann eine Beriihrung 3. Ord- 
nung mit der gegebenen Raumkurve, wenn diese konstante Kriim- 
mung besitzt; dagegen gibt es immer eine eindeutig bestimmte 
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zylindrokonische Schraubenlinie (s. Art. 28), die mit der Kurve vier 
benachbarte Punkte gemein hat. Diese zylindrokonische Schrauben- 
linie spielt also fir alle Fragen des Infinitesimalen 3. Ordnung 
dieselbe Rolle wie der Kriimmungskreis fiir die Beriihrung 2. oder 
die Tangente fiir das Infinitesimale 1. Ordnung. 

40. Die zyklifizierenden Fldchen. Jede Raumkurve C gehort 
einer abwickelbaren Flache an, auf der sie eine geoditische Linie 
ist, der rektifizierenden Fliche; sie gehért auch einer abwickel- 
baren Flache F, an, bei deren Ausbreitung in die Ebene sie sich 
in einen Kreis von gegebenem Radius / verwandelt (nur muB 1 >@ 
sein). Sie ist auf dieser Fliche ein geodatischer Kreis von der 
konstanten geoditischen Kriimmung 1:/. Die Fliche F, heiBt die 
zum Radius 1 gehdrige zyklifizierende Flache der Kurve. Sie wird 
umhillt von den Hbenen, die durch die Tangenten der Kurven 
und diejenigen Normalen gelegt sind, yon denen die Kriimmungs- 
achse die Strecke / abschneidet. Die Schnittpunkte mit der Kriim- 
mungsachse heiBen die Mittelpunkte der geoditischen Kriimmung 
der Kurve bzw. der Fliche F,. Sie erfiillen auf der Polarfliche 
von CO eine Kurve C,, die mit C ein orthogonales Kurvenpaar 
bildet, und C und C, haben in weitem Umfang reziproke Higen- 
schaften. 8. Molins, Journ. de Math. (2) 1, 265 (1856), auch 
Schell, Theorie der Kurven, 3. Aufl. Kap. 14. Hierauf griindet 
sich eine geometrische Theorie der geoditischen Kriimmung. 

41. Die Evolutoiden. Konstruiert man durch die Punkte einer 
Kurve gerade Linien, die mit der Tangente einen konstanten 
Winkel bilden und eine abwickelbare Flache erfiillen, so nennt 
man die Gratlinie dieser Flache Evolutoide (schiefe Evolute). Jedem 
Winkel « entsprechen oo1 Evolutoiden, die als geoditische Linien 
auf einer Flache, der Evolutoidenfliche, liegen. Die Polarflache 
entspricht dem besonderen Falle « = 42 (vgl. Nr. 22). S. Lan- 
cret, Mémoire sur les développoides des courbes planes, des courbes 
a double courbure et des surfaces développables, Paris Mém. des 
Sav. Etr. 2, 1811. 
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Allgemeine Flichentheorie. 


Von FH. Salkowski in Hannover. 


§ 1. Allgemeine Theorie der Flachen. 
(Die Fliche in der Umgebung eines Punktes.) 
1. Darstellung. a) Sind a, y, z die rechtwinkligen Koordi- 
naten eines Punktes im Raume, so stellt eine Gleichung 
(1) F (a, y,:2) = 0 
eine krumme Fiche analytisch dar. In der Folge wird F als reguliire 
(analytische) Funktion vorausgesetzt. In jedem nicht singuliiren 
Punkte besitzt die Fliche eine Normale, deren Richtungskosinus 
| F, 
(2) SS as 


sind’), wobei die partielle Differentiation nach einer unabbingigen' 
Veriinderlichen hier wie in der Folge stets durch den Index an-’ 
gedeutet ist. 

Die Tangenten an alle Kurven der Flaiche, die durch einen. 
Flachenpunkt (a, y, 2) gehen, liegen in einer Ebene, der Tan-: 
gentialebene / 


(8) -F,—2) + F7-) + -4) =O. 


Ist gleichzeitig mit F =O auch F,—0, F,=0, F,=0, so wird 
die Normale unbestimmt und die Tangenten liegen nicht in einer 
Ebene, sondern auf einem Kegel 2°” Grades, der in besonderen 


1) Die angehangten Punkte bedeuten, daB der hingeschriebenen 
Gleichung zwei gleichartige fiir die tibrigen Koordinaten durch zy-, 
klische Vertauschung an die Seite zu stellen sind. Die angesetzten 
Koordinatenindices bedeuten die Differentiation nach der betreffenden , 


Koordinate. 
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Fallen degenerieren kann. Solche Knotenpunkte auf der Fliche 
werden fiir die differentialgeometrische Behandlung als singuldre 
Punkte von der Betrachtung ausgeschlossen. 

b) Lidst man die Gleichung (1) nach einer der Koordinaten, 
z. B. ¢ auf, so erhilt man die unsymmetrische, aber fiir viele 
Aufgaben zweckmifbige Darstellung 


(1 a) MS f(a, y)- 
Es ist tiblich 


pga Ore pee ee. 
zoe Pp; “y oy q 
Ber it l= 5, peed 


zu setzen, Dann nehmen die Richtungskosinus der Normalen 
die Form 


(2a) X =e : 


=P 
SS ee 
Vito .e Vite +4 ViPo +e 


an, und die Gleichung der Beriihrungsebene wird: 


(3a) pé—2) +aq—9) =$—2 


c) Wahrend die beiden ersten Darstellungen, die von Euler 
und Meusnier eingefiihrt und seither insbesondere in den Ar- 
beiten von Monge (Application de Vanalyse a la géométrie, 
Paris 1807) und seiner Schule vielfach benutzt wurden, auch 
heute noch bei vielen Hinzelproblemen mit Nutzen angewandt 
werden, hat sich fiir die Weiterentwicklung der Theorie eine an- 
dere Darstellung als zweckmiBig erwiesen, die an die Parameter- 
darstellung der Raumkurven ankniipft, und deren systematische 
Hinfiihrung wir C. F. GauB (Disquisitiones generales circa super- 
ficies curvas, Gottingen 1828; Werke Bd. 4) verdanken. Sind 
x, y, 2 drei (analytische) Funktionen zweier Verinderlichen wu, v 
mit gemeinsamem Existenzbereich 


(4) = 2(u,v) y=y(u,v) z2=—2(u, 2), 


so stellen diese drei Gleichungen die Koordinaten eines Punktes 
einer (analytischen) Flache dar, wenn nicht alle drei Funktional- 


determinanten 
OY ame Soa, V5 aa hn Re 


gleichzeitig identisch verschwinden. 
Dabei pflegt stillschweigend vorausgesetzt zu werden, daB 
die drei Funktionen sich innerhalb des betrachteten Flichenstiicks 


a 
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regulir verhalten, tiberhaupt ,,alle die Eigenschaften besitzen, 
deren Einfiihrung den Gang der jeweiligen Untersuchung als not- 
wendig oder zweckmifig erscheinen lat“ (Knoblauch, Grund- 
lagen der Differentialgeometric, S. 1). Da diese Higenschaften 
nicht immer ausdriicklich formuliert werden, ist der Ciiltigkeits- 
bereich sehr vieler Ergebnisse bisher noch nicht mit der wiin- 
schenswerten Genauigkeit festgestellt. (Vgl. E. Study, Jahres- 
ber. d. Deutschen Math. Ver. 17, 1908, S. 125—142, Rezension 
von Bianchis Differentialgeometrie Arch. d. Math. wu. Phys. (3) 
18, 1911, 8. 169, Siteungsber. Berl. Math. Ges. 12, 1912, S. 53.) 

Die Punkte, fiir die v = konst. oder w = konst. ist, bilden je 
eine Schar von Kurven auf der Fliche, die durch den Parameter 
‘wu oder v dargestellt werden. Man bezeichnet sie als die Para- 
meterkurven oder Koordinatenlinien der Fliche. 

Die Darstellung (b) ist ein besonderer Fall der Parameter- 
darstellung, wenn man diese in der Form 


=U y=v, 2=2(u,%) 
ansetzt. Es gibt unendlich viele krummlinige Koordinaten- 
systeme auf einer Fliche. Ihre Transformation s. Nr. 5. 

2. Linienelement, Fidchenelement, Winkel auf der Fldche in 
krummlinigen Koordinaten. Bezeichnet man mit ds das Bogen- 
element, d. h. den Abstand zweier benachbarter Punkte (a, y, 2) 
und (a + dz, y + dy, 2 + dz) der Flaiche, so wird 

ds? = d2z?+ dy? + dz 
sich in krummlinigen Koordinaten in der Form 
(5) ds? = Edu? + 2 Fdudv + Gd? 
darstellen, wobei 

Bae ey tee 
(6) Le LX, a Yu a5 B29) 
gesetzt ist. Die rechte Seite von (5) nennt man die erste Funda- 
mentalform der Flache, die GréBen EH, F, G ihre Fundamental- 
grépen erster Ordnung. Die Geometrie auf der Fliche ist wesent- 
lich an diese quadratische Differentialform (5) gekniipft. 

Als Fldchenelement dO der Fliche bezeichnet man das Viereck, 


das durch zwei benachbarte Koordinatenlinienpaare uw, uw + du 
und v, v + dv begrenzt wird; es wird: 


(7) dO = VEG — F* dudv. 


a 
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Der Koordinatenwinkel w ist gegeben durch 


(8) i ous ae 


cos COS sin WwW = — =e 
VEG’ VEG 
Die Koordinatenlinien schneiden sich rechtwinklig, wenn 
(9) F=0 


ist. 

Die Tangentenrichtung einer jeden von einem Punkt (wu, v) 
der Flache ausgehenden Kurve ist durch den Zuwachs du, dv ge- 
kennzeichnet, den die krummlinigen Koordinaten lings der Kurve 
erfahren. Sind (du, dv), (du, dv) zwei Kurvenrichtungen, 
ds=) Edw?+2 Fdudv+Gdv?undés=V Ebw+2Fdudv+G@ov*. 
die Bogenelemente dieser Kurven, so ist der Winkel < dieser 
beiden Kurven bestimmt durch: 

Edudu + F(dudv+ dvdu)+ Gdudv 
is dsd's : 


(10) é 
—— — +. U0 — avou 
. ate 2 
sin ¢ = VEG—F Fees 


(vgl. auch Nr. 4, Formel 10a). 
Insbesondere ist fiir den Winkel & der Richtung (du, dv) 
mit der Linie v = konst.: 


EG_F 
VEG a > cot = aes 
VE 4s VE 
3. Fldchennormale, Tangentialebene. Die Flichennormale ist 
dadurch gekennzeichnet, daB sie auf allen Kurven der Fliche, 


also auch auf den Koordinatenlinien senkrecht steht. Aus dieser 
Bedingung ergibt sich fiir ihre Richtungskosinus X, Y, Z: 


COS € 


: Ee du dv 
(11): ‘sind = (e+ Fre). 


, LA oe 

(12) eum eas ye 
wobei 

rp nasi Yuku me Sy Ly [2 Ly Vu FAS 7 2 
ee Faia oo Nay a oe ia 
ist. Die Gleichung der Beriihrungsebene ist: 
(14) X(§—#) + Y(n—y) + Z(E—2) =0 
oder ' 


ae Cone: 


PING Ye! 


eae, 2, ee 


(14a) 
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4. Differentialparameter. Ist eine Kurve auf der Fliche durch 
eine Beziehung 
p (u, v) = konst. 


zwischen den krummlinigen Koordinaten definiert, so lassen sich 
die Fortschreitungsrichtungen lings der Kurve durch die Gleichung 


du Py 


dv Pu 


bestimmen. Setzt man diese Werte in die Gleichungen (10) und 
(11) ein, so erhilt man Ausdriicke, die in der Theorie auBer- 
ordentlich hiufig wiederkehren und die daher vorweggeschickt 
sein mégen (Beltrami, Giorn. di Mat. 2, 1864, S. 267; 3, 1865, 
S. 15. Opere I, 1902, S. 107). 


1. Der Differentialparameter erster Ordnung: 


oC —sr9t ft + 2G) 


EG—F 


(15) 4, 


2. Der Zwischenparameter zweier Funktionen g, w: 
G2e ee an (5 ae ow <2) 4 £29 ow 


Ou ou Gu dv Owdv 06 Cv 
und der Differentialparameter zweiter Ordnung: 
ney 1 (8 Gau—Fo, 1 O Eo, ee 
| oy a VEG— F?\0u" VEG — F? 00 VEG — F? 


| (10a) cose=- 


Offenbar ist 

A(, p) = 4,9. 
Dann ist der Winkel der Kurve » = konst. mit der Kurve 
w = konst.: 


— A(9,#) 1 (Pure — Pu Po) 


Se Sin. .¢ = es SS 
V4.9 VAY’ VEG— FF V4, 9 V4, 


| und die Orthogonalitdtsbedingung: 


(10b) A(g, w) = 0. 


_ Alle Differentialparameter einer Funktion g lassen sich durch 


A,, A, 4, ausdriicken; es sei noch der folgende fiir die Theorie 
der Abwickelung [Nr. 41 (121)] grundlegende Ausdruck bemerkt: 


24,94 (9,4, 9) — 4, (1 Q) 
44, p 


Ayo 9 ra 
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Weiter sind hervorzuheben die Differentialparameter der Ko- 
ordinaten : 


A,% =—1— Xx’, 
Aa, y) = XT a 
4% = io. pagey 
Aegt = el Rede 
Ferner wird, wenn 
(19) e=etry t+ #) 
und 
(20) W=Xex+Y¥y+ Zz 


eingefihrt wird, 
4,e = 20 — W* 


21 

oY 4,0 — 439 = 1 + K(A,e — 20). 

Hierbei bedeutet H die mittlere Kriimmung und £& das Gaufsche 
Kriimmungsma8 der Flache (s. Nr. 8). 

5. Transformation der krummlinigen Koordinaten. Das 
Koordinatensystem (w, v) ist in weitem Mae willkirlich auf 
der Fliche; wihlt man z. B. an Stelle von (w, v) das Kurven- 
system » = konst., y = konst. als Koordinatenlinien, so werden 
sich x, y, z als Funktionen von g, w ausdriicken und das Bogen- 
element wird jetzt durch die Form 


ds’ = E,dy? + 2F,dpdy + G,dv’ 
dargestellt, wobei die transformierten FundamentalgréBen die Form 


(22) ; 4,94,» — 4g, )?? : 4,9 4,» — 4(9,%)?’ 
Pca 4p 
4,94,» — 4(g,¥)? 


annehmen. 

6. Kriimmung einer Fldchenkurve. Der Meusniersche Satz. 
Fundamentalgrépen 2. Ordnung. Die Kriimmung einer beliebigen 
Kurve C auf der Flaiche in einem Punkte P ist identisch mit 
der Kriimmung der.ebenen Kurve, in der die Fliche von der 
Schmiegungsebene von C in P gescknitten wird. Fiir diese ebenen 
Schnitte der Flache gilt der Meusniersche Satz (Paris, Mém. des 
Sav. Hir., 1785): 

Konstruiert man in emem Punkte P einer Fldche die Kriim- 
mungskreise aller Kurven, die die Tangente gemeinsam haben, so 


4 
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legen ihre Mittelpunkte auf einem Kreise, der die Fliche in P 
bertihrt. Ist 9, der Kriimmungsradius einer Kurve, deren Ebene 
mit der Normale den Winkel  bildet, 9 der Kriimmungsradius 
des Normalschnitts, so ist: 


(23) os = @ 608 9. 
Den Ausdruck k = = bezeichnet man als die Normalkriim- 


mung der Flichenkurve. Analytisch ergibt sich diese Normal- 
kriimmung durch die zweite Fundamentalform der Fliche: 


(24) kds? = Idw? + 2Mdudv + Ndv?, 
deren Koeffizienten 
Ver +a+1 
(25) M=—<5a,X,=— 22,X,= 2Xz,, =———" 
Ve +41 
NS Se x, es Kees 


TeV ge 
als Fundamentalgripen zweiter Ordnung bezeichnet werden. 

7. Hauptkriimmungen. Der Eulersche Satz. Legt man durch 
eine Flichennormale simtliche Ebenen, so entspricht jeder 
Ebene eine bestimmte Normalkriimmung; den kleinsten und 
groéBten Wert bezeichnet man mit k, und k, und nennt sie die 
Hauptkriimmungen; sie liegen in zwei aufeinander senkrechten 
Ebenen, den Hauptkriimmungsebenen der Fliche (s. Nr. 16), und 
sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(26) (EG — F*)# —(@L—-2FM+ EN)k+(LN— UM) =0. 


In einer Ebene, die mit der Ebene von k, den Winkel @ bildet, 
ist die Normalkrimmung 


(27) k = k, cos? @ + ky sin? @. 


(Eulerscher Satz, Berlin, Hist. de Ac. des Sciences 1760 [t. 16], 
1767.) 

8. Kriimmungsmag und mittlere Kriimmung. Die Koeffi- 
zienten der Gleichung (18) haben eine besondere Bedeutung: man 
bezeichnet 

2 2 
ee eS ate spas A+ pt 
(preg? =i 1)” 
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als die mittlere Kriimmung H, 
LN rt— s* 
"EG — FP ~ GET 
als das Kriimmungsmaf K der Fliche. Das letztere ist dadurch 
ausgezeichnet, daB es sich durch die FundamentalgréBen erster 
Ordnung und ihre Ableitungen allein ausdriicken laBt (GauB, 
Disquisit. c. sup. curv.): 
iI 

K= 1HG— py LEZ, G, — 2F,G,+ G,”) 
(30) TIGL Gs = 2h eb) 

+ F(E,G, — #,G,,+ 4F,F, — 2F,,G4, — 2F,£,) 

us 2(EG sal) Ce re Es Gale 
Man bezeichnet daher (nicht ganz korrekt) K hiufig als das 
Kriimmungsmag der Form (4). Eine zweite geometrische Be- 
deutung der GréBe K s, Nr. 12. 

Bei Spezialisierung des Koordinatensystems nimmt K wesent- 


lich einfachere Formen an. 8. Nr. 14, 17, 18. 
Fiir die erste Flichendarstellung wird 


H=—(X,+ Y,+Z), 
K=(Y,Z,— Y,Z,) + (4,X,—Z,X,) + (X,Y, —X, Yo). 


(29) hy 


(31) 


| ay | 

| er ae der My f 

: aie . Pye By Py, Fy | 
Cs et ong? 4k Pe Ey i 4 5 
eee f es c, 0 | 


9. Die Dupinsche Indikatrix. Das Vorzeichen des Kriim- 
mungsmaBes kennzeichnet den Flichenverlauf in der Umgebung 
eines Punktes, Wenn man zu der Beriihrungsebene eines Flichen- 
punktes eine Parallelebene durch infinitesimale Verschiebung kon- 
struiert, so schneidet diese die Flache in einem (reellen oder 
imaginiren) Kegelschnitt, der Dupinschen Indikatrix (Dévelop- 
pements de géométrie, Paris 1813); diese ist eine Ellipse oder 
eine Hyperbel, je nachdem das Krimmungsma8 der Flaiche an 
der Stelle positiv oder negativ ist. Man bezeichnet daher ein 
Flichenstick, fiir das 


K> 0 als elliptisch gekriimmt, 
K<0 als hyperbolisch gekrimmt. 
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Entsprechend hei8t eine Flache in den Punkten, fiir die 
K =0, parabolisch gekriimmt. 


Indessen ist hier die Dupinsche Indikatrix kein Kegelschnitt, son- 
dern eine Parabel dritter Ordnung, die im betrachteten Punkte 
eine Spitze aufweist (Scheffers, Zh. d. Fl. S. 171). 

Die Achsen der Indikatrix fallen in die Hauptkriimmungs- 
richtungen der Fliche. 


10. Die Christoffelschen Verbindungen. Es ist geometrisch 
klar, daB die zweiten Ableitungen 4, %,,, Lj), der Koordinaten 
nach den Parametern sich durch die ersten und die Richtungs- 
kosinus der Flichennormalen linear darstellen lassen; die Ko- 
effizienten dieser Gleichungen sind von Christoffel (J. f. Math. 
70, 1869, Gesammelte Abh. 1, 1910, S. 352) folgendermafen be- 
zeichnet worden: 


(EG — F*) {| => GH, - FF,+5FE,, 
(Ha — F) {>| =EPr,-> EE,— 5 FE,, 
| (Eg —F) {7} => G8, ->F6,, 
| Se (Ee — F) {5} => EG, —+FE,, 
(eg — FY) ("| — Gr, —5 66,— 3F6,, 


Die gesuchte Darstellung der zweiten Ableitungen ergibt 
sich dann aus den Gleichungen (Gau8, Disquis.): 


hae Late Pi tae Le 


| hal Pence 
| (33) Li» — fast x, — {Slogan MX. 
fea ae fe L,— anes hes 


Die linken Seiten dieser Gleichungen bezeichnet man als die 
kovarianten zweiten Differentialquotienten von x, ... beztigl. der 
Grundform (5) (Ricci, Teoria delle superficie 1898). 
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11. Die GauB-Mainardischen Gleichungen. Eine Flache, 
yon der die FundamentalgriéBen erster und zweiter Ordnung ge- 
geben sind, ist bis auf ihre Lage im Raume eindeutig gegeben. 
(Bonnet, J. de Ec. Pol. cah. 42 [1867].) Ihre Bestimmung 
erfordert die Lisung einer Riccatischen Differentialgleichung und 
drei Quadraturen. Indessen sind EL, F', G, L, M, N nicht willktir- 
liche Funktionen von w und v, sondern durch drei Differential- 
gleichungen miteinander verbunden. Die erste Gleichung ist 
schon von Gau8 gefunden und ergibt sich unmittelbar, wenn 
man in die Gleichung (29), d. h. 


(34) (EGI— FP) K= LN- 


den aus (30) folgenden Wert von K einsetzt. Die beiden iibrigen 
von Mainardi (Giorn. dell’ Ist. Lomb. 9, 1857, p. 395) und 
Codazzi (Ann. di Mat. (2) 2, 1868) gefundenen Gleichungen 
lauten: 


oe feet v= ot (is }z +{9}u 


(35) oA + (Phar s (Bleak 4 le (Bae. 


Ov Ou 


Einen besonders durchsichtigen Beweis fiir den Bonnetschen 
Satz gibt Scheffers (Th. d. Fl. 2. Aufl. S. 341). Vgl. auch 
Kill, Beitr. z.Fundamentalproblem der Fldchentheorie, Diss. StraB- 
burg 1910. 


12, Die sphdrische Abbildung einer Fldche nach Gauf. 
Zieht man durch den Nullpunkt zu allen Normalen einer Flache F’ 
die Parallelen, so schneiden diese die Hinheitskugel in Punkten 
mit den Koordinaten X, Y, Z (Richtungskosinus der Normalen). 
Auf diese Weise ist einem jeden Punkte der Fliche (a, y, z) inner- 
halb eines bestimmten Bereiches ein Punkt (X, Y, Z) eindeutig 
zugeordnet, und einem einfach zusammenhingenden Flachenstiick 
der Oberfliche F' entspricht ein einfach zusammenhingendes Stiick 
auf der Kugeloberfliche. Ist dO ein Flachenelement der gegebe- 
nen Fliche, d@ das entsprechende der Bildkugel, so ist das Ver- 
haltnis 

dO 
(36) oF hee 
gleich dem GauSschen Kriimmungsma8 (s. Nr. 8) der Flache F. 
Den Parameterkurven wu, v auf F' entspricht ein System von Para- 
meterlinien der Hinheitskugel. Nennt man d$ das Bogenelement 
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der Bildkugel, bezogen auf die Linien uw, v, ©, %, © ihre Funda- 
mentaloréBen 1. Ordnung, so wird 


(37) J3? = Edu? + 2%dudv + Gdv*, 


wahrend die FundamentalgréBen zweiter Ordnung gleich den ent- 
sprechenden erster Ordnuug mit negativen Vorzeichen sind. Zwi- 
schen den FundamentalgréBen der Fliche F' und denen ihrer Bild- 
kugel bestehen folgende Beziehungen: 


2 - 7 2 
Pe ey ee ee ee 


Be aie. 

ae _ pp. GLM—F(M*4+LN)4+EMN 

(388) §$=—M—=HM—KF= Ee ae 
Ff = GM*—2FMN+ EN? 
Sie een NES Ce ng FF ; 


Da entsprechende Tangentialebenen von F' und der Bild- 
kugel parallel sind, miissen die Ableitungen von X nach den Para- 
metern sich durch die von x linear und homogen ausdriicken 
lassen und umgekehrt; die entsprechenden Gleichungen sind (Wein - 
garten, J. f. Math. 59, 1861): 


( 


39) (EG — F*)X, = (FM — GL)a, + (FL—EM)z,,... 
(EG — F*)X, = (FN — G@M)z,+ (FM—EN)z,,... 


und ihre Umkehrungen: 


to) EN Ma = FU EN)X, + (EM FL)X,,... 
a (LN — M?)r,=(@M— FN) X,+(FU—GL)X,,... 


13. Die Weingartenschen Formein fiir Ebenenkoordinaten. 
Statt durch ihre Punkte kann eine Flache auch durch ihre Be- 
riihrungsebenen gegeben sein. Denkt man sich oo” Ebenen der- 
art gegeben, da die Richtungskosinus ihrer Normalen X, Y, Z 
und ihr Abstand W vom Koordinatenanfang als Funktionen 
zweier Parameter uw, v bekannt sind, so werden diese eine 
Flache einhiillen, fiir die das sphirische Bild der Parameterkurven 
gegeben ist. Bestimmt man durch die iibliche Schlufweise die 
Punktkoordinaten a, y, ¢ der umbiillten Fliche, so ergibt sich 
(Weingarten, Festschr. Techn. Hochsch., Berlin 1884): 


a= WX+A(W,X),... 
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oder ausgeschrieben: 


> 1 oW 0X oWoX , GWax 
dee eo (8 Gu au BL | 
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14. Orthogonalsysteme. Die Bedingung dafiir, daB zwei Rich- 
tungen du: dv und dw: dv zueinander senkrecht sind, ist das 
Verschwinden der aus der ersten Fundamentalform hergeleiteten 
bilinearen Form: 


(42) Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv = 0. 


Sind die Parameterkurven orthogonal, so muB F’= 0 sein; das 
KriimmungsmaB nimmt dann die einfache Form an: 


ere a Lio pilsoeld 224 ty 
oot gen VEG (au Cz Ou + Ov We Ov , 
Die Bestimmung orthogonaler Kurvensysteme erfordert die Auf- 
lésung einer Differentialgleichung 1. Ordnung. Isothermsysteme 
s. Nr. 25. 


15. Konjugierte Kurvennetze. Konstruiert man lings einer 
Kurve C der Fliche die Beriihrungsebenen, so schneiden diese 
sich in den Erzeugenden einer abwickelbaren Flache; durch 
jeden Punkt der Fliche geht eine dieser Erzeugenden und ihre 
Richtung ist zu der Tangentenrichtung an die Kurve C konju- 
giert beziiglich der Dupinschen Indikatrix. Konstruiert man zu 
simtlichen Kurven einer beliebigen Kurvenschar auf diese Weise 
die konjugierten Richtungen, so bestimmen diese eine zweite Kurven- 
schar, die als konjugiert zur ersten bezeichnet wird. Die zu der 
Richtung du: dv konjugierte Richtung dw: dv wird bestimmt 
durch die Gleichung 


(44) Ldudu + M(dudv + dvdu) + Ndvdv =0. 


Sind die Parameterkurven konjugiert, so ist M = 0. Aus den 
Gleichungen (33) folgt, daB die kartesischen Koordinaten einer 
Fliche, die auf konjugierte Parameterkurven bezogen ist, Lisungen 
einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung 


Cm OF 0% 
TAG a 


a?) Ouev. 
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sind. Um gekehrt kann man drei beliebige Partikularlésungen einer 


solchen Gleichung als kartesische Koordinaten eines konjugierten 
Kurvennetzes im Raume ansehen. In derselben Weise kann man 
n Lésungen einer Gleichung (45) als kartesische Koordinaten 


~ eines Koordinatennetzes im R, betrachten. Diese tiberaus frucht- 


bare Auffassung ist von C. Guichard (Ann. de Ec. Norm. (3) 
14, 15, 20, 1897, 1898, 1903) weiterentwickelt worden. 

De das Eason der konjugierten Kurvennetze projektiv ist, 
werden hier zweckm&Big homogene Koordinaten statt der karte- 
sischen benutzt. Die vier projektiven Koordinaten «, : % : %5: 2, 
geniigen dann einer Gleichung von der Form 
(46) se bee oe co. 

dudv "bu 
Die Laplacesche Transformation einer solchen Gleichung gewinnt 
dadurch eine sehr einfache geometrische Deutung als Transfor- 
mation von Kurvennetzen (Darboux, Théorie des surfaces Il, 
1—70, Goursat, American J. of Math. 18, 1896), wobei die 
integrablen Falle der Gleichung (46) sich geometrisch als Aus- 
artung eines transformierten Netzes kennzeichnen. 

16. Kriimmungslinien. Auf jeder reguliren (reellen) Flache 
gibt es ein (reelles) Kurvennetz, das gleichzeitig orthogonal 
und konjugiert ist. Seine Richtungen entsprechen den Haupt- 
achsen des Dupinschen Kegelschnitts, sie legen in den Haupt- 
kriimmungsebenen der Flache. Man bezeichnet diese Kurven als 
die Kriimmungslinien der Fliche. Ihre Gleichung ist 


(47) (EM—FL)dv? + (EN—GL)dudv+(FN—GM)de’=0, 


eine Gleichung, die bei der zweiten Flichendarstellung z= f(a,y) 
die hiufig gebrauchte Form 


(48) [a + p*)s —par] de? + [1+ p*)t-A+¢@) 1] dady 
+[pgt—(1 + 4°) s] dy’=0 
annimmt. 


/ 

Auf der Kugel und der Ebene ist jedes Orthogonalnetz ein 
System von Kriimmungslinien, auf jeder anderen (reellen) Flache 
gibt es zwei eindeutig bestimmte getrennte Scharen von Kriim- 
mungslinien. Auf abwickelbaren Flachen bilden die Erzeugenden 
mit ihren Orthogonaltrajektorien das Netz der Krimmungslinien. 

Sind die Parameterkurven Kriimmungslinien, so ist gleich- 
zeitig 

F=0, M = 0, 


Pascal, Repertorium. II 2. 2. Aufl. 69 
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so da®B die Kriimmungslinien und ihre sphirischen Bilder parallel 
zugeordnet sind; in diesem Falle ist 


ad a¥ “dZ’ 


d 
(49) dx dy _ dz 


und zwar ist dies Verhiltnis gleich dem zu dem entsprechenden 
Normalschnitt gehérigen Hanptkrammingsradius 11, bzw. r,; dem- 
nach gelten die Rodriguesschen Formeln (Corr. s. ’Ec. Pol. 3, 
1815) 


ferner folgende Beziehungen fiir die FundamentalgroBen 1. und 
2. Ordnung: 
(51) p=2 ye—&. 

2 1 

Sind die Parameterkurven (uw, v) Kriimmungslinien, so besitzt 
die entsprechende Gleichung (45) auBer 2, y, 2 auch noch die 
Verbindung 2? + y? + 2? als Partikularintegral. 

Bei Inversion gehen Kriimmungslinien in Kriimmungslinien 
tiber, dagegen sind sie weder fiir Biegung und projektive Trans- 
formation invariant. 

Schneiden sich zwei Flichen in einer Kurve, die fiir beide 
Kriimmungslinie ist, so ist der Schnittwinkel lings der ganzen 
Kurve konstant, und umgekehrt: wird eine Fliche von einer zweiten 
in einer Kriimmungslinie unter konstantem Winkel geschnitten, 
so ist die Kurve auch auf der zweiten Flache Kriimmungslinie. 
Insbesondere wird eine Fliche, die eine ebene oder sphiarische 
Kurve als Kriimmungslinie besitzt, von der zugehérigen Ebene 
baw. Kugel unter konstantem Winkel geschnitten (Joachimsthal, 
J. f. Math. 30, 1846). 

Imaginire Flachen, deren Kriimmungslinien zusammenfallen, 


s. Kap. 42, Nr. 1. 


17. Minimalkurven. Auf jeder Flache gibt es zwei (ima- 
ginire) Kurvenscharen, fiir die 


(52) ds? = 0 


ist; sie sind durch das Nullsetzen der ersten Fundamentalform 
gegeben 


(53) Edu? + 2Fdudv + Gdv? = 0.. 
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Thr Bogenelement, also auch ihre Bogenlange hat die Linge Null, 
man bezeichnet sie daher als Minimalkurven (Lie). Durch jeden 
Punkt der Fliche gehen zwei Minimalkurven, ihre Tangenten sind 
die beiden isotropen Geraden der Beriihrungsebene durch diesen 
Punkt. Die Minimalkurven der Kugel sind zwei Scharen von iso- 
tropen Geraden. Aus der Bedingung (42) folgt die bekannte Eigen- 
schaft isotroper Gebilde: jede Minimalkurve steht auf sich selbst 
senkrecht. 

Sind die Koordinatenlinien uw, » Minimalkurven, so nimmt 
das Linienelement der Flache die bemerkenswert einfache Form an: 


(54) ds? = 2Fdudv, 
d. h. es wird 
H=G=0, 
das Gaufsche KriimmungsmaB ist 
Pigte EE 6 doo lop i 
(55) K=-—* Fe e F oudv 


18. Asymptotenlinien. Wahrend man durch Nullsetzung der 
ersten Fundamentalform nur imaginire Kurven erhialt, sind die 
Kurven, die durch die Gleichung 


(56) Ldu? + 2Mdudv + Ndv? = 0 
oder bei der Flichendarstellung (1a) 

(57) rdz?+2sdxdy +tdy? =0 
charakterisiert sind, immer dann reell, wenn 
(58) LN—M*<0 


ist, d. h. nach Formel (29), wenn das KriimmungsmaB der Flache 
negativ ist. Man bezeichnet sie als die Asymptotenlinien*) der 
Fliche, da ihre Tangenten in die Richtung der Asymptoten des 
Dupinschen Indikatrix fallen. Die Gleichung (44) lehrt, daB eine 
Asymptotenlinie sich selbst konjugiert ist, d. h. geometrisch, daf 
die Schmiegungsebene der Kurve mit der Tangentialebene der 
-Fliche zusammenfillt. Diese EHigenschaft ist projektiv, so daB bee 
Kollineationen und Korrelationen Asymptotenlinien in Asymptoten- 
limien iibergehen. 


1) Der von Clebsch eingefiihrie Name ,»Haupttangentenkurve' 
sollte zweckmiifig den Kriimmungslinien vorbehalten bleiben, da deren 
Tangenten in die Hauptnormalschnitte der Flache fallen. 

69* 
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Da die Flichennormale mit der Binormale der Asymptoten- 
kurve zusammenfiallt, so mu8 das GauBsche Bild der Asymptoten- 
linie mit ihrem Binormalenbild tibereinstimmen, dies bedeutet aber, 
daB eine Asymptotenlinie und ihr sphirisches Bild stets aufein- 
ander senkrecht stehen. 

Sind die Koordinatenlinien Asymptotenlinien, so wird 


L=N=0. 


Setzt man fir das Krimmungsmaf 
1 
(59) Ka =-4 


so bestehen zwischen den Fundamentalgréfen 1. Ordnung der 
Flache und denen ihres sphirischen Bildes die Gleichungen 


(60) E=o7%€, F=—o'F, G—'S. 


Die Torsionen der Asymptotenkurven sind in ihrem Schnittpunkt 
auf der Fliche stets entgegengesetzt gleich, und zwar +1:0. 
Aus den Codazzischen Gleichungen folgt, daB ein Kurvensystem 
auf der Kugel nur dann als GauSsches Bild der Asymptotenkurven 
einer Fliche aufgefaBt werden kann, wenn fiir dieses die Beziehung 


0412)" @ -12)’ 
en) juli} ale] 
besteht, wobei die Christoffelschen Verbindungen sich auf die Fun- 
damentalgréBen ©, $, G der GauBschen Kugel beziehen (Dini, 
Ann. di Mat. (2) 4). 


Die Weingartenschen Gleichungen (40) nehmen nach Ein- 
fiihrung der GréBen 


(62) g ae XV, : 


die Form an: 


Pt § hhety | ame | Ne be | 


(Leliewvresche Formeln; Bull. des Sc. Math. 1888), wobei & 1, € 
Partikularlésungen der Gleichung 


| : 
(64) Omg, Sein eee 
dudv Vo eu dv 


Umgekehrt ergeben drei Integrale , 4, £ einer Gleichung (64), 
in der M eine beliebige Funktion bedeutet, mit Hilfe der Lelieuvre- 
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schen Formeln (63) die Darstellung einer auf Suniel hoe 
bezogenen Fliche, deren Krammungsma8 


4 
A= @F0 te) 
ist. 

19. TLangentialkriimmung einer Fldchenkurve. Der Inhalt 
des Meusnierschen Satzes (Nr. 6) besagte, daB der Schnitt- 
punkt der Kriimmungsachse (Polarachse) einer Flichenkurve 
gy = konst. mit der Normale der Fliche mit dem Kriimmungs- 
mittelpunkt des zugehérigen Normalschnitts durch die Kurven- 
tangente zusammenfillt. In derselben Weise ist der Schnittpunkt 
der Polarachse mit der Tangentialebene der Fliiche der Krim- 
mungsmittelpunkt der Projektion der Flichenkurve auf die Tan- 
gentialebene. Die Kriimmung dieser Kurve bezeichnet man als 
geodidtische Kriimmung Ip oder Tangentialkriimmung der Kurve 
gy =konst. Ist x die erste Kriimmung der Kurve, &,, inre Normal- 


_ kriimmung, so besteht die aus der Kurventheorie wohlbekannte 


_ Relation 
(65) Fiat ioe + 95. ; 
Der Ausdruck der geodatischen Krimmung der Kurve ist 
4, @ 1 
66 Y, = —_— ee = A(q, 7) 
( ) f VA VA¢ 


| oder ausgerechnet (Bonnet, C. R. 42, 1856, J. de VEc. Pol. 


cah. 32, 1848) 
1 ( 0 Ee GO, pe 


| (67) sah VEG—F?\OuyEg? —2F p,9, + 693 


0 PO, — #9, ee 


00 VEg3 —2F 9,5, + Goi.) 
Bei einer Biegung der Flache bleibt die Tangentialkriimmung 


—ungeindert (Minding, J. f. Math. 6, 1830). 


Mit Hilfe der geoditischen Krimmungen eines orthogonalen 


| Kurvensystems ergibt sich eine sehr bemerkenswerte Formel. fir 
das Kriimmungsma8 (Bonnet, a. a. O., Liouville, J. de Math, 


1] 16, 1851). 

20. Geoddtische Linien. Die geoditischen Linien sind da- 
durch charakterisiert, daB bei ihnen die Hauptnormale mit der 
Flachennormale zusammenfillt, so da8 die Kriimmungsachse par- 
allel zur Tangentialebene und die geoditische Kriimmung 
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In==0 


wird. Alle kiirzesten Linien auf der Fliche sind geodatisch, da- 
gegen trifft das umgekehrte nicht ausnahmslos zu. Die Differential- 
gleichung der geodatischen Linien hat Gau8 in der Form aufge- 
gestellt: 


(68) VEG@— F?d0=Fdlog VE + 4(E,du — Gdv) — F,,du, 


in der 0 den Winkel der Geoditischen mit der Linie w = konst. 
(vgl. Formel (11)) bedeutet. 

Hine zweite Form fiir die Gleichung der Geoditischen ist 
folgende: 


(69) dod?u — dud*v = [') |du® + (2 ot —{y })aeae 


T (2) r 2{', | quae — [iy ]ae*. 

Die Gleichung der geodatischen Linien ist zuerst von Euler 
(Comment. Ac. Petr. 3, 1732) und J. Bernoulli (Opera omnia 
IV, 1742) aufgestellt worden. 

Eine geodiatische Kriimmungslinie ist immer eben, denn die 
Flaichennormalen bilden lings einer Kriimmungslinie eine abwickel- 
bare Flache; da die Kurve geoditisch ist, miissen ihre Haupt- 
normalen eine abwickelbare Flaiche bilden; dies tritt aber nur ein, 
wenn die Kurve eben ist und ihre Ebene die Flache senkrecht 
schneidet. 

Fiir die geoditischen Linien der Rotationsflichen gilt der 
Clairautsche Satz. S. Kap. 42, Nr. 2. La&t sich das Linienele- 
ment einer Flache auf die Liouvillesche Form bringen 


(70) ds’ = (U(u) + Vo) (du? + dv), 


so bestimmen sich die geoditischen Linien durch Quadraturen: 


Swat Swe 


Zu den Liouvilleschen Flachen gehéren u. a. alle Rotations- 
flichen und Flichen 2. Ordnung. (Fir letztere wird die Bestim- 
mung durch hyperelliptische Integrale geleistet, Jacobi, J. f. 
Math. 19, 1837.) Ibre Gesamtheit ist bisher noch‘ nicht bokaniil 
Eine lipemia Methode zur Bestimmung der geoditischen Linien 
siehe Nr, 22. Die sehr umfangreiche Literatur der geoditischen 
Linien und ihre Ergebnisse sind von Stickel, Leipz. Ber. 1893 
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bis GauB, und Sager, Diss. Rostock 1903 seit GauB zusammen- 
gestellt worden. 

21. Geoddtische Dreiecke. Hin Dreieck von geodatischen 
Linien hei8t ein geoditisches Dreieck; fiir die Totalkriimmung 


[Kao, 


wobei das Integral iiber simtliche Flichenelemente dO des Drei- 
ecks zu erstrecken ist, eines solchen Dreiecks gilt der GauBsche 
Satz: sie ist gleich dem sphiirischen ExzeB, d. h. gleich dem Uber- 
schup seer Winkelsumme tiber zwei Rechte [Verallgemeinerung 
des Satzes von Girard (1629) fiir das sphirische Dreieck]. Hin 
geodiatisches Dreieck ist i. a. nicht ohne Anderung der Seiten und 
Winkel auf der Fliche verschiebbar; nur auf Rotationsflichen und 
ihren Biegungsfliichen gibt es eine i. a. eindeutig bestimmte Be- 
wegung, bei der die Dreiecksecken auf Parallelkreisen fortschrei- 
ten, auf Flaichen konstanter Kriimmung endlich ist ein geoditi- 
sches Dreieck wie in der Ebene frei verschiebbar (Christoffel, 
Berlin. Abh. 1868; v. Mangoldt, J. f. Math. 94, 1882; J. Wein- 
garten, Berlin. Ber. 1882). 

22. Geoddtische Parallelen. Die Orthogonaltrajektorien einer 
Schar von oo! geoditischen Linien nennt man geoditische Paral- 
lelen. Die Kurvenstiicke, die irgend zwei geoditische Parallelen 
von ihren Orthogonalkurven abschneiden, sind untereinander gleich. 

Die Bestimmung dieser Kurven ist an die Lésung der Glei- 
chung 
(72) 4,9 =1 
gebunden (Beltrami, Giorn. di Mat. 2, 1864). Kennt man eine 
Lésung derselben, die eine nicht additive Konstante a enthalt: 


(73) p = 9(u, v3 «), 
so erhalt man die geodiitischen Linien der Fliche durch die Glei- 
chung 


og 
(74) eee 


Die geodiitischen Parallelen sind selbst geoditisch nur auf den 
abwickelbaren Flichen. Das hier vorliegende Integrationsproblem 
ist von Koenigs (Paris Mem. des Sav. Etr. 31, 1891), Ricci 
(Lezioni sulla teoria delle sup. Verona 1898), Raffy (C. R. 108, 
1889) u. a. gefdrdert worden. 

23. Geoddtische Kreise. Als geodatische Kreise bezeichnet man 
in der Literatur zwei wesentlich verschiedene Kurvenklassen: 
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1. Den Ort aller Punkte, deren geoditischer Abstand von 
einem festen Punkte auf der Fliche konstant ist (GauB, Knob- 
lauch, Bianchi). Diese Kurven sind geschlossene Kurven und 
ihre Orthogonaltrajektorien geodatische Linien. 


2. Die Kurven von konstanter geodatischer Kriimmung 9, 
(Darboux). Konstruiert man lings einer solchen Kurve die be- 
riihrende abwickelbare Flache an die gegebene Fliache, so geht bei 
der Abwickelung der Fliiche in die Ebene die Kurve in ciel ebenen 


Kreis vom Radius = iiber. Diese Kurven sind im allgemeinen nicht 
geschlossen. a 

24. Geoddtische Windung. Zwei benachbarte Normalen einer 
Flachenkurve C in der Tangentialebene der Fliche bilden einen 
infinitesimalen Winkel, dessen Quotient durch das Bogenelement 
der Kurve als geoditische Windung (geod. Torsion) ¢ der 
Kurve C bezeichnet wird. Sie ist die Windung der geoditischen 
Linie, die in dem betrachteten Punkte die Kurve C beriihrt. Die 
Normalkriimmung, Tangentialkriimmung und geodatische Win- 
dung bilden die Invarianten ftir die Bewegung eines Hauptdrei- 
kants lings einer Flichenkurve, die in drei Gleichungen, die den 
Frenetschen Gleichungen der Kurventheorie nachgebildet sind, 
ihren analytischen Ausdruck findet (Knoblauch, Grundlagen, 
8. 52—61). 


25. Besondere Koordinatensysteme auf einer Fldche. Betreffend 
Kriimmungslinien, Asymptotenlinien, Minimalkurven s. Nr.16—18. 
Sonstige bedeutsame Koordinatensysteme sind: 

1. Isothermensysteme. Dies sind Orthogonalsysteme, die sich 
durch isometrische Parameter so darstellen lassen, daB das Linien-. 
element die Form annimmt: 


(75) ds? = i(du? + de®), 


wobei das KrimmungsmasB 


a3 1 /%logi , A? log’ 
(76) K —57( Ou? aie Ov: ) 


wird. 
Die Bedingung daftir, da8 eine Kurvenschar g = konst. mit 
ihren Orthogonalkurvyen ein Isothermensystem bildet, ist 


(77) AP _ Fg). 
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_ Die Transformation eines Koordinatensystems (uw, v) mit den 


FundamentalgréBen 1. Ordnung FE, F, G auf ein Isothermen- 


system (y, w) verlangt die Auflosung der Differentialgleichung 


Lie ee A. y = 0 


und die nachfolgende Ausfithrung der Quadratur 


(79) v= | ( ee eee 


VBG—F: | VEG—F* 
Sodann ist 
1 1 
80 i == 
( ) 4,9 4,9 


Ist auf einer Fliche ein Isothermensystem (y, w) bekannt, 
so erhilt man jedes andere Isothermensystem (g’, w’) auf der 


_ Flaéche, wenn man 


(81) pg tip’ = Fy + iy) 

setzt, wobei #’ eine willkiirliche Funktion bedeutet. Betr. der 
Theorie der Isothermensysteme vgl. C. F. GauB (Werke IV, 
8.193); Beltrami (Giorn. di Mat. 2, 1864; Math. Ann. 1, 1869); 


Weingarten (Festschr. zur Feier der Techn. Hochschule Berlin 


1884); F. Klein (Uber Riemanns Theorie der algebr. Funkt. 
Leipzig 1882). 

2. Die isotherm-konjugierten Systeme. Auf den Flichen posi- 
tiven Krimmungsmafes ist das System der Asymptotenlinien 


—imaginir, dagegen gibt es auf ihnen unendlich viele Systeme, fir 
die die zweite Grundform 


Ldu? + 2Mdudv + Ndr’ 


eine isotherme Form annimmt, wo also 


(82) L=N M=0 
ist (VoB, Math. Ann. 39, 1891). Diese Systeme sind, da M=0 
ist, konjugiert und werden als isotherm-konjugiert bezeichnet. 
Setzt man 

4) bee 
(83) ee 
so nimmt das Linienelement die Form an: 
(84) ds? = 9? (Gdu? — 23dudv + Edv”), 


und zwischen den Christoffelschen Ausdriicken auf der Kugel 
besteht die Relation (Bianchi, Vorles. 8. 136): 
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8 2 obey -F1Gt 4 Gl 


Sind &, 7, ¢ Partikularlosungen einer Gleichung 


ae ara 
(86) aut t gee HP, 
so stellen die Gleichungen 
1 & ln & | 
oe sg Pra asta ea) fre) 


eine Flache auf ein isotherm-konjugiertes System bezogen dar, 
fiir die das Kriimmungsmai 
1 
(88) To (§? + n? + 3 
ist. 

3. Die geoditischen Polar- und Parallelkoordinaten. Nimmt 
man als Koordinatensystem auf der Flache oo} geoditische Linien 
und ihre Orthogonaltrajektorien, so bilden diese ein orthogonal- 
geoditisches Netz oder ein Netz von geodiatischen Parallelkoordi- 
naten; gehen die Geoditischen alle von einem Punkte aus, so er- 
halt man den besonderen Fall der geoddtischen Polarkoordinaten. 
Fiir das Bogenelement und das Kriimmungsma8 gelten in einem 
solchen System die Formeln: 


(89) ds? = du? + Gdv* 
und 
/ 1 @YVG 


wobei w die Bogenliinge der geoditischen Linien ist. Die Bestim- 
mung eines solchen Systems s. Nr. 20. 

Die Winkelhalbierenden eines orthogonal-geodiitischen Netzes 
haben dieselbe Tangentialkrimmung (Rothe, Sitz.-Ber. Berlin. 
Math. Ges. 1, 1902). 


4. Geoddtische Ellipsen und Hyperbeln. Hine Kurve, fiir die 
die Summe oder die Differenz der geoditischen Abstainde von zwei 
beliebigen Grundkurven konstant ist, bezeichnet man als geodd- 
tische Ellipse oder geoddtische Hyperbel. Das System der geodi- 
tischen Ellipsen und Hyperbeln beziiglich eines Paares von Grund- 
kurven bildet ein Orthogonalsystem, fiir das die erste Fundamen- 
talform der Fliche 

2 2 
(91) Fie ng eed 


~ cos?@ | sin?@ 
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wird. Dabei bedeutet 2m den Winkel, unter dem die geoditischen 
Parallelen zu den Grundkurven, die durch den betrachteten Punkt 
gehen, sich schneiden (Weingarten, J. f. Math. 62, 1863). 


5. Gewebe. Kin Kurvennetz ist ein Gewebe (Rothe, Sitz.- 
Ber. Berlin. Math. Ges. 1, 1902) oder Kurvennetz ohne Umwege 
(Scheffers, Leipz. Ber. 57, 1905, Theorie der Fl. S. 52; 
v. Lilienthal, Jahresber. D. Math. Ver. 16, 1907), wenn die Ver- 
bindungswege zweier Punkte auf irgendwelchen Kurven des Netzes 
dieselbe Lange haben. Wenn die Koordinatenlinien ein Gewebe 
bilden, so ist 

OVE 0VG 
22) BUT aaa ee 
Ist das Gewebe orthogonal, so bilden seine Winkelhalbierenden 
ein orthogonal-geodatisches Netz. Ist der Koordinatenwinkel kon- 
stant, so haben die Koordinatenlinien im Schnittpunkte dieselbe 
Tangentialkriimmung. 
Die T'schebyscheffschen Gewebe (Ass. Frang. p. Vavancem. des 


"Sc. Paris 1878; Vo8, Math. Ann. 19, 1881) bestehen aus zwei 


Scharen aquidistanter Kurven, fiir ein solches ist 


(93) ds* = du? + 2coswdudv + dv’. 
_ Das Kriimmungsma8 wird hier: 
Duy hs 
(4) Ea — 


Ist K=1, so kommt man auf das iquidistante Netz auf der 


Kugel, das fiir viele flichentheoretische Probleme von grundlegen- 
der Bedeutung ist. (S. Kap.42, Nr.11.) Gewebe mit besonderen 
Eigenschaften untersucht R. Rothe, Sitg.-Ber. Berlin. Math. Ges. 
5, 7; Math. Ver. 17, 18, 20, 1906—1911; Reckers, Diss. 
Minster 1910. 


§ 3. Abgeleitete Flachen. 


26. Die Evolutenfldchen. Die Krimmungsmittelpunkte der 
beiden Hauptnormalschnitte einer Flache F' erfiillen die beiden 
Schalen ©,, ®, der Evolute (Zentrafliche). Sind r,, 7, die Haupt- 
kriimmungsradien, so sind die Koordinaten des ersten Mantels 


(95) Cer Fe, Fie, 


des zweiten Mantels 
(96) b=2£+7,X, °°": 
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Auf jedem Mantel liegen die Gratlinien der abwickelbaren Fla- 
chen, die von den Normalen der Flaiche lings der Kriimmungs- 
linien einer Schar gebildet wird, als geoditische Linien; die geo- 
ditischen Linien der ersten Schale und die Orthogonaltrajektorien 
der Geoditischen der zweiten Schale sind Kurven, die durch die 
Normalen sich punktweis zugeordnet sind. 

Umgekehrt kann man eine beliebige Fliche als Zentraflache 
annehmen; man erhilt die dazugehérige ,,Evolventenfliche“, indem 
man zu einer beliebigen Schar geoditischer Linien die Tangenten 
konstruiert und eine Fliche aufsucht, die simtliche oo? Tangen- 
ten dieser Kurven senkrecht schneidet. Es gibt stets oo’ derartige 
Flachen (Parallelflichen, s. Nr. 28). 

Artet ein Mantel der Evolute von F' in eine Kurve aus, so ist 
F eine Kanalfliche, die durch Umhiillung von oo! Kugeln entsteht. 

Die einzige Fliche, deren beide Evolutenmintel in Kurven 
ausarten, ist die Dupinsche Zyklide; ihre Brennmintel sind zwei 
Kegelschnitte in zwei aufeinander senkrechten Ebenen (die Fokal- 
kegelschnitte eines Systems konfokaler Flachen 2. Ordnung). 

Betr. der BestimmungsgréBen der Evoluten, die aus denen 
der Evolventen durch Differentiationen folgen, vgl. die Zusammen- 
stellung der Formeln bei Bianchi, Vorl. 8. 243; Darboux, Th. 
des surf. III, 340 (Tableau VIL); Knoblauch, Grundlagen 8.373 
—384; Scheffers, Th. d. Fl. Tafel XXII S. 566. 

27. Mittelfldche und Mittelenveloppe. Den Ort der Punkte, 
die den Abstand der Kriimmungsmittelpunkte halbieren, bezeichnet 
man als Mittelfliche: 


(97) fy i 


Die Ebenen, die in diesen Mittelpunkten auf der Normalen senk- 
recht stehen, heiBen Mittelebenen; sie umhiillen eine Fliche, die 
als Mittelenveloppe bezeichnet wird. Sie ist der gegebenen Flache 
durch parallele Normalen zugeordnet, und der Abstand w ihrer 
Tangentialebene vom Nullpunkt hingt mit dem der gegebenen 
Flache, der mit W bezeichnet wird, durch die Gleichung 
o=—isvWw 

zusammen, wobei der Differentialparameter bez. des Linienelements 
der GauBschen Kugel zu berechnen ist. Die Flachen, fiir die die 
Mittelebenen sich in einem Punkte schneiden, sind von Appell, 
Amer. J. of Math. 10 (1888) untersucht worden. 


28. Parallelfldéchen. Trigt man auf allen Normalen einer 
Flache gleiche Stiicke ab, so liegen die Endpunkte auf einer Par- 
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allelfldche, d. h. in entsprechenden Punkten sind die Bertihrungs- 
ebenen parallel. Alle Parallelflichen haben dieselben Normalen 
und dieselben Evolutenflichen. 
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29. Grundformeln. Mit der Untersuchung der Flichen aufs 
engste verbunden sind gewisse mit ihr gesetzmiBig verkniipfte 
doppelt unendliche Mannigfaltigkeiten von geraden Linien, deren 
Theorie hier, soweit sie fiir die Theorie der Flaichen von Bedeu- 
tung ist, darzustellen ist. 

Man bezeichnet eine Mannigfaltigkeit von oo? geraden Linien 
als eine Linienkongrueng (Pliicker, Neue Gceometrie d. Raumes, 
Leipzig 1868—69) oder als Strahlensystem (Kummer, J. f. Math. 
57, 1860). Die Theorie der Strahlenkongruenzen ist durch die 
Betrachtung der Normalensysteme einer Fliche von Monge (J. de 
VEc. Pol. cah. 2) vorbereitet und durch die optischen Untersuchun- 
gen von Malus (Corresp. sur V Ec. Pol. 1, 1806; J. de Ec. Pol. 
cah. 14, 1808), Dupin (Applications de géométrie, Paris 1822), 
Hamilton (Zrans. Ir. Ac. 15, 1828; 16, 1830; 17, 1837) 
weiter gefordert. Systematisch aufgebaut wurde die Theorie von 
Kummer (s. 0.). Betr. der weiteren geschichtlichen Entwicke- 
lung vgl. den Bericht von K. Zindler (Jahresber. Deutsch. Math. 
Ver. 15, 1906). Zur analytischen Darstellung seiner Geraden 
schneidet man das System durch eine beliebige Fliche (x, y, 2), 
die Leitfldche, auf der ein krummliniges Koordinatensystem an- 
genommen wird. Dann geben die Gleichungen 


(98) E=a2(u,v) +tX(u,v),---, 
eine Darstellung der Kongruenz, wobei die Funktionen X, Y, Z, 
die Richtungskosinus eines Strahls, durch die Gleichung 


eek ee A 


-miteinander verbunden sind.*) Zieht man durch den Nullpunkt 
zu einem Strahle der Kongruenz die Parallele, so schneidet diese 


1) Diese Darstellung ist fiir die Zwecke der Flichentheorie, in 
der die Strahlensysteme stets mit bestimmten ausgezeichneten Flachen 
verkniipft sind, in den meisten Fallen die zweckmiBigste. Ftir die 
reine Liniengeometrie kame natiirlich die Darstellung der sechs 
Pliickerschen Linienkordinaten X;, als Funktionen zweier Parameter 
eher in Frage. Die dafiir giiltigen Grundformeln sind von K. Zindler 
(Liniengeometrie Il, 67 ff., Leipzig 1906) und G. Sannia (Annali di 
Mat. [3] 10, Torino Atti 1909) entwickelt worden. 
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die GauBsche Bildkugel in einem Punkte mit den Koordinaten 
X, Y, Z, dem sphdrischen Bild des Kongruenzstrahls. 

Die die Kongruenz charakterisierenden Kwmmerschen Funda- 
mentalgro Ben 
(99) sa 2X,}, (ies 2X,X,; G= ake 

=—X,4,,M=—ZX,2,,M= — 2X,2,,N=—ZX,2, 

sind die Koeffizienten der beiden Kummerschen quadratischen 
Grundformen 


d3? = Sd X* = Edu? + 25 dudv + Gdv? 
— SdxedX = Ldw? + (M+ M) dudv + Nae? 


Diese beide Formen bestimmen ein Strahlensystem in ahn- 
licher Weise wie die beiden Grundformen der Flaichentheorie eine 
Flache. Wahrend aber jedem System von Grundformen nur eine 
Fliche entspricht, entsprechen einem Paare von Grundformen (100) 
unendlich viele Strahlensysteme (G. Sannia, Torino Atti 1910; 
Knoblauch, Sitzwngsber. Berl. Math. Ges. 14, 1915, p. 14). 
Fiir die allgemeine Untersuchung werden die Strahlensysteme, 
fiir die 


(100) 


CE —F=0 


ist, deren Strahlen alle untereinander parallel sind oder sich auf 
oo! Zylinder verteilen (zylindrische Kongruenzen), ausgeschlossen. 
Der Abstand zweier Strahlen (w, v) und (w+ du, v + dv) ist: 


1 Edu+ dv, Fdu + Gdv 


(101) 4? = VEO Ldu+Mdv, Mdu+ Ndv|- 


Fir den Punkt des ktirzesten Abstands hat der Parameter ¢ 
den Wert 
(102) r= — 
dah: 
(102 a) = 


DdxaxX 
d 8? ’ 


Ldu? + (M+ M)dudv+ Ndv? 
Edu? +23dudv+Gdv —~ 


30. Grenzpunkte. Fir jede Fortschreitungsrichtung du:dv 
hat 7 einen bestimmten Wert, seine gréBten und kleinsten Werte 
sind Wurzeln der Gleichung 


(EG — §) 7? —(G©L—FM + M+ EN)r 
(103) “ 
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Die diesen Werten 7, und 7, entsprechenden Punkte sind stets 
reell, sie werden als Grenzpunkte bezeichnet. Die Ebenen durch 
den Strahl (w, v7) senkrecht zu diesen beiden Minimalabstinden , 
nennt man Hauptebenen; diese stehen stets aufeinander senkrecht. 
Einem Werte 7 zwischen 7, und r, entspricht eine bestimmte 
Richtung des ktirzesten Abstands: die Gesamtheit aller dieser 
Lote bilden ein (ev. degenerierendes) Zylindroid (Hamilton). Die 
‘Ebene, die durch den Strahl uw, v senkrecht zu der dem Werte r 
-entsprechenden Richtung des kiirzesten Abstands gelegt wird, bilde 
‘mit der ersten Hauptebene den Winkel w, dann besteht fiir r die 
Hamiltonsche Gleichung (Transact. Irish Acad. 16, 1830) 


(104 r =r, cos? w + r, sin? w. 
1 2 


31. Brennpunkte und Brennfldchen. Auf jedem Strahl gibt 
es zwei (reelle oder imaginiire) Punkte, fiir die dp =0 ist, 
‘wo der Strahl also von einem benachbarten Strahl geschnitten 
‘wird. Diese Punkte werden als Brennpunkte bezeichnet. Die ent- 
‘sprechenden Werte von r seien g, und gg, sie sind Wurzeln der 
| Gleichung 


(105) (EG— 8) o> (NE—(M+ M) $+ LG) e+ LN—MMU=0. 


‘Der Ort der Brennpunkte bildet die beiden Mantel der Brenn- 
| fldéche, die auch einzeln in Kurven ausarten kénnen.') Den Brenn- 
|punkten entsprechen als der Ort der Schnittpunkte benachbarter 
|Kongruenzstrahlen Kurven, deren Tangentenfliichen die abwickel- 
baren Flichen der Kongruenz sind; ihre Gleichungen ergeben sich 
‘aus (101): 


(ME — LF)dv? + (NE + (M— MN) F — LG]dudv 


ees) + (N% — MG) dv® =0. 


1) Die Kongruenzen, deren Brennfliche beide in Kurven ent- 
jarten, sind gebildet durch die geraden Linien, die beide Kurven 
jschneiden. Artet eine Brennflache in eine Kurve aus, so ist die Kon- 
| gruenz aus den Tangenten gebildet, die von den Punkten der Kurve 
jan die zweite Brennfliche gelegt werden kinnen. Hine Vorstellung 
jvon einer Kongruenz mit imaginiren (allerdings entartenden) Brenn- 
|flaichen kann man sich am einfachsten folgendermafen machen: man 
|ordne in zwei parallelen Ebenen die Punkte P, P’ einander zu, die 
jauf demselben Lote zu den Ebenen liegen (PP’1 €, 1 ©’) und drehe 
|die eine Ebene in sich um einen beliebigen Winkel (4-42). Die Ver- 
|bindungslinien PP’ bilden dann in der neuen Lage eine besondere 
(cotatorische lineare) Kongruenz. 
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Der Mittelpunkt der Brennpunkte fallt mit dem Mittelpunkt 
der Grenzpunkte zusammen. Dieser Punkt heibt der Mittelpunkt 
des Strahls, der Ort der Mittelpunkte die (unter Umstanden ent- 
artende) Mittelfldche. Setzt man den Abstand der Grenzpunkte 


(107) 2d —=T, — 1, 

den Abstand der Brennpunkte 

(108) 20 = 05 "iy 

so wird i 
pba ag" RU My : 

(109) gi = d— r= 1(€6 —¥ 


Auf jedem Mantel der Brennflache liegen die Gratlinien C einer 
Schar von abwickelbaren Flachen, wiihrend die zweite Schar von 
abwickelbaren Flichen dieselbe Brennfliche in der zu C konju- 
gierten Kurvenschar beriihrt. 


Fallen die Brennflichen einer Kongruenz zusammen, so be- 
steht diese aus den Tangenten an die Asymptotenlinien der einen 
Schar der Brennflache. 

32. Strahlensysteme, auf Hawpifldchen bezogen. Fiir die 
Theorie der Flichen sind zwei in dieser und der niichsten Num- 
mer gekennzeichnete Probleme von grundlegender Bedeutung: 
Man bestimme die Linienkongruenzen, fiir die das sphirische Bild 


(110) d3? = Edu? + Gdr? 


der Hauptflichen gegeben ist. Die Aufgabe fihrt auf die par- 
tielle Diffentialgleichung 


0°r dlogE or ef dlogG dr , dlogEG — 
Anges Segal Gi eu 1 veoEe 


= VEG - (4p + 29) 


zwischen + und g. Hat man hiervon ein partikulares Integral 
gefunden, so ergibt sich die Mittelfldche (x, y, 2) des Systems 
durch Quadraturen: 


(111) 


Cf Ox EaX | fap] /E_ 10768, 
(112) Dawe aoe 7 G® dv Beg G6 6 du ie a 
CEMA CESS, Gx, Be a 
30 bu PV O ou mites neg a x. 


§ 4. Abgeleitete Linien- und Kreiskongruenzen. 1095 


33. Strahlensysteme, auf abwickelbare Fldchen bezogen. Das 
sphirische Bild der abwickelbaren Flachen eines Strahlensystems 
sei durch das Kurvensystem (u, v) der Bildkugel gegeben, das der 
Grundform 


(113) a3 = Edu? + 24dudv + Gdvr? 


entspricht. Fir den Brennpunktsabstand 2 besteht die Gleichung 
(Guichard, Ann. de V Ec. Norm. (3) 6, 1889, fiir den R,, Ann. 
de Ec. Norm. (3) 14, 1898): 


(114) spp He 1 : 2 * Lebee us lea | eee 4 +8 one 
die Mittelfliche ergibt sich auch hier durch Quadraturen: 


ge Gor te i) x08 
a Glens (M) xredd. 


34. Normalensysteme. Die Normalen einer Fliche bilden eine 

Kongruenz, die durch die Bedingung 
Y= M 

charakterisiert ist. Wahlt man die Ausgangsfliche als Leitfliche, 
so stimmen die beiden Grundformen der Fliche mit denen des 
Strahlensystems tiberein. Bei einer Normalenkongruenz fallen die 
Brennpunkte und Grenzpunkte zusammen, ihre Brennflichen sind 
die Zentraflichen der Orthogonalflichen des Strahlensystems; 
die Gratlinien der abwickelbaren Flichen sind auf den Brenn- 
flichen geoditische Linien, und umgekehrt bildet das System der 
Tangenten an eine Schar geoditischer Linien einer Fliche ein 
Normalensystem. Die Brennebenen und damit die abwickelbaren 
Plichen eines Normalensystems stehen zueinander senkrecht (Ber- 
trand, J. de Math. (1) 9, 1844). Durch eine Brechung oder Spiege- 
lung an einer believigen Flache geht ein Normalensystem wieder 
in ein Normalensystem tiber (Malus, Optique, Corr. sur Ec. Pol. 
1 (1806), J. de ? Ec. Pol. cah. 14, 1808). 

35. Isotrope Kongruenzen. Kongruenzen, deren Grenzpunkte 
zusammenfallen, heiBen isotrope Kongruenzen, fiir sie ist: 


He, 


(115) 


:N=€:9:6. 


(116) L: 


Thre Brennpunkte sind stets imaginar; sie liegen auf den Tan- 
gentenflichen zweier Minimalkurven (Ribaucour). 
Pascal, Repertorium II. 2. 2. Aufl. 70 
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Die Mittelhtllflache einer isotropen Kongruenz ist eine Mini- 
malfliche (s. Kap. 42, Nr. 4). Die isotropen Kongruenzen wur- 
den’ von ‘A. Ribaucour (Mém. cour. de VAc. de Belg. 44, 1880) 
in ihrer Beziehung zu den Minimalflichen untersucht, ihre Mittel- 
fliche von K. Kommerell (Math. Ann. 70, 1911) und Pausch 
(Diss. Miinchen 1912). 


36. W-Kongruenzen. Entsprechen sich auf den Brenn- 
ininteln einer Kongruenz die Asymptotenlinien (C. Guichard, 
C. R. 110, 1890), so nennt man sie eine W-Kongruenz pe 
Weingarten, der die Brennfliichen der normalen W-Kongruenzen 
untersucht hat). Alle Kongruenzen des linearen Komplexes sind 
W-Kongruenzen. Die W-Kongruenzen spielen eine besondere 
Rolle in der Theorie der Flachenbiegung (s. Nr. 41). 

W-Kongruenzen, deren Brennflichen geradlinig sind, hat 
C. Segre (Torino Atti 1914) untersucht. Weitere grundlegende 
Untersuchungen zur Theorie der W-Systeme s. Bianchi, Annalt 
di Mat. (2) 18; Demoulin, C. R. 118, 1894; E. Cosserat, 
BE. Waelsch (ebd.); Fubini, Palermo Rend. 43, 1919. 

37. Pseudosphdrische Kongruenzen. Sind die Brennmintel 
einer W-Kongruenz pseudosphirisch, so sind die Asymptoten- 
linien isometrisch aufeinander bezogen, die Kriimmungslinien ent- 
sprechen einander, und die Entfernung 20 ist ebenso wie die der 
Grenzpunkte konstant. Die allgemeineren Kongruenzen, fiir die 


d® — §? = konst. 


ist, sind yon Jonas (Diss. Halle 1908) untersucht worden. 

38. Guwichardsche Kongruenzen. Die Kongruenzen, bei denen 
die Gratlinien der abwickelbaren Flichen Kriimmungslinien der 
Brennflachen sind, hat Guichard, Amn. de l’Ec. Norm. (3) 7 
(1890) bestimmt: es sind diejenigen, die als sphirisches Bild 
ihrer abwickelbaren Flachen die Bildkurven der Asymptotenlinien 
einer pseudosphirischen Fliche haben. Vgl. Kap. 42, Nr. 16, 8. 


39. Die Ribaucourschen Kongruenzen (Mém. cour. de V Ac. 
de Belgique 44, 1882) sind dadurch gekennzeichnet, daB ibre 
abwickelbaren Flaichen die Mittelflache in einem konjugierten 
Kurvennetz schneiden; die sphiirischen Bilder der Abwickelbaren 
stimmen tiberein mit dem Bild der Asymptotenlinien einer Fliche; 
diese ist der Mittelflache durch Orthogonalitit der Elemente zu- 
geordnet. Zu den Ribaucourschen Systemen gehiren die isotropen 
und die Guichardschen Kongruenzen. R.sche Kongruenzen ent- 
stehen, wenn zu den Normalen einer Fliche F, der erzeugenden 
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Fildche, durch die Punkte einer durch orthogonale Elemente zu- 
geordneten Fliche F, die Parallelen gezogen werden (vgl. Nr. 41). 

40. Zyklische Strahlensysteme und normale Kreiskongruenzen. 
Konstruiert man in jeder Tangentialebene einer Fliche eine Gerade 
derart, da8 die Brennpunkte der dadurch entstehenden Kongruenz 
auf den Tangenten der Kriimmungslinien liegen, so entsteht eine 
zyklische Kongruenz. Uhr Name erklirt sich durch ihre weiter 
unten darzulegende Beziehung zu den normalen Kreiskongruenzen. 

Ein zyklisches System ist durch das sphirische Bild seiner 
abwickelbaren Flichen gekennzeichnet, d. h. alle Kongruenzen, die 
dasselbe Bild ihrer abwickelbaren Flichen haben wie ein zykli- 
sches System, sind gleichfalls zyklisch. Damit eine Kongruenz 
zyklisch ist, muB das Gleichungssystem 


GCOS » . 12) cose 12 
(117) Warten 2(cos 6 —1)| 5 : =" = 2(cos6 + 1)| y 


nebst seiner Integrabilititsbedingung 

CO pd2) Oo 412) seein yy Ole 12); 12 
(118)(5, 2) ult | )eoso= | Al ast Meme ew UD 
erfiillt sein. Ist dies der Fall, so erhilt man aus der Guichard- 
schen Gleichung (114) den Brennpunktsabstand und damit die 


analytische Darstellung der Kongruenz. Die Gleichungen (117) 
sind stets erfiillt, wenn 


Oe Ae ue a (l2 he) (12 fae 
eo) PE a Be [om Ce 
ist; dies tritt fiir die Ribaucourschen Kongruenzen (s. Nr. 38) 


ein, deren erzeugende Flichen, auf Asymptotenlinien bezogen, 
durch das KriimmungsmaB 


(120) eee 


gekennzeichnet sind. 

Konstruiert man alle Kreise, deren Mittelpunkte auf den 
Strahlen einer zyklischen Kongruenz liegen, deren Ebenen auf 
diesen Strahlen senkrecht stehen und die durch die entsprechenden 
Punkte der Ausgangsfliche gehen, so erhilt man ein System von 
co” Kreisen, die von einer Schar von co Flachen senkrecht ge- 
schnitten werden. Solche Kreissysteme nennt man normale Kreis- 
kongruenzen. Nennt man eine Gerade, die im Mittelpunkte eines 
Kreises auf seiner Ebene senkrecht steht, die Achse des Kreises, 
so laBt sich dieser Zusammenhang so aussprechen: 

70* 
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Die Achsen einer normalen Kreiskongruenz bilden eine zy- 
klische Kongruenég, 
und umgekehrt: zu jeder zyklischen Kongruenz gehért eine normale 
Kreiskongruenz; diese ist eindeutig bestimmt, wenn sie nicht zu der 
durch die Gleichungen (119) ausgezeichneten Klasse von Ribau- 
courschen Kongruenzen gehért, im letzten Falle gehéren oo? 
Kreissysteme zu ihr. 

Da man zu jedem normalen Kreissystem ein paralleles kon- 
struieren kann, dessen Kreise durch einen festen Punkt gehen, 
kann man auf folgendem Wege das sphirische Bild einer allge- 
meinen zyklischen Kongruenz explizite finden: 

Man unterwerfe die Normalenkongruenz einer beliebigen 
Flache einer Inversion; dann geht sie in ein normales Kreissystem 
tiber, dessen Kreise durch einen festen Raumpunkt gehen; die ab- 
wickelbaren Flichen der entsprechenden zyklischen Achsenkon- 
gruenz geben dann das sphirische Bild der allgemeinen zyklischen 
Kongruenz. 

Die normalen Kreiskongruenzen stehen in naher Beziehung 
zur Theorie der Biegung, die sich in dem Satze ausdriicken laBt: 

Wenn man die Beriihrungsebenen einer Fldche mit eimem 
asotropen Kegel 


(« — a) + (y—b) + @ oP —0 


schneidet, so gehen diese Schnittkreise bei einer beliebigen Biegung 
der Fldche, bet der die Tangentialebenen mitgefiihrt werden, im 
eine normale Kreiskongruenz tiber, und umgekehrt: 

Wenn man die Hiillfldche der Ebenen einer normalen Kreis- 
kongruenz unter Mitfiihrung der Tangentialebenen passend ver- 
biegt, so geht die Kreiskongruenz in eine Schar von oo? Kreisen 
eines isotropen Kegels iiber (Darboux, Th. des surf. II, 354). 

Allerdings gehéren zu reellen Kreiskongruenzen immer ima- 
ginire Biegungsflichen und umgekehrt. 

Die Theorie. der normalen Kreiskongruenzen wurde von Ri- 
baucour (C. R. 67, 70, 76, J. de Math. (4) 7, 1891) ge- 
schaffen und insbesondere von Darboux weiter ausgebaut. Ihre 
Darstellung s. Darboux II, 314, III, 352, IV, 137, Bianchi, 
Vorlesungen S. 345—361 und Lezioni II, 130—252. 
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41. Biegung. Wird ein Flachenstiick ohne Verzerrung und 
ZerreiBen verbogen, so iindern sich die Abstiinde benachbarter 
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Punkte nicht, d. h. bei einer Biegung muf die entsprechende 
Fundamentalform einer Fliche 


ds? =Edw? + 2Fdudv + Gdv? 


invariant bleiben. Alle Eigenschaften und GréBen somit, die nur 
von E, F, G abhangig sind, miissen bei der Biegung erhalten 
bleiben. Solche GréBen nennt man daher Biegungsinvarianten. 
Dieser Ausdruck ist nicht ganz korrekt; er wiirde nur berechtigt 
sein, wenn auch wirklich zwei Flachen mit demselben ds? durch 
eine stetige Biegung ineinander tibergefiihrt werden kinnen. Dies 
ist im allgemeinen nicht der Fall. Es wire daher zweckmiBiger, 
das Wort Biegung hier zu vermeiden und zwei derartige Flachen 
isometrische Flichen (Vo8, Enzyklopddie der math. Wiss. III D 6a, 
S. 363) zu nennen. 

Die wichtigste Biegungsinvariante ist das GauBsche Kriim- 
mungsmap K. Ferner ist die Tangentialkriimmung invariant, also 
gehen, was auch geometrisch evident ist, geodiitische Linien in 
geodatische Linien tiber. 

Die Entscheidung, ob zwei Flichen mit gegebenen Linien- 


elementen 
ds?*= Edw + 2 Fdudv + Gadv’, 


ds? = EB, du?+2F, dude, + G,dv,? 


isometrisch sind (Minding, J. f. Math. 19, 1839), kommt darauf 
hinaus, festzustellen, ob die erste Gleichung durch eine geeignete 
Transformation 

UM, = plu, v) vv = plu, v) 


in die zweite tibergeftihrt werden kann. Die Aufgabe erfordert 


nur ausfiihrbare Operationen (Bianchi, Vorles. S. 182). 

Die Bestimmung aller zu einer Flaiche isometrischen Flachen 
(Gau8, Werke VIII, 447, Bour, J. de Vc. Pol. cah. 39, 1864) 
erfordert die Liésung einer Differentialgleichung von Monge-Am- 
perescher Form: 


(121) Apyt = (1 — A, (2)) K, 


deren Charakteristiken die Asymptotenlinien der Fliche sind. Jeder 
Lésung # der Gleichung, fiir die 4,(x) <1 ist, entspricht eine 
reelle Flache des gegebenen Linienelements. 

Eine stetige Biegung einer Flache mit einer starren Kurve 
ist nur dann méglich, wenn diese Asymptotenlinie ist. 
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Es gibt unendlich viele Biegungen, bei denen eine gegebene 
Flaichenkurve in eine Kriimmungslinie verbogen wird. 

Eine iiberall konyvexe geschlossene Flache (Ovaloid) kann 
nicht verbogen werden (vgl. Blaschke, Kreis wnd Kugel, Leipzig 
1916, 8.162; Weyl, Berl. Ak. Ber.1917). Vollstindige Klassen 
abwickelbarer Flichen sind bisher wenig bekannt, die bemerkens- 
wertesten sind die Biegungsflichen der Evolute des Katenoids und 
die Biegungsflichen des Rotationsparaboloids (Weingarten, J. f. 
Math. 57, 1861; Darboux, Th. d. surf. Ul, 332; Bianchi, Vorl. 
335; Thybaut, J. de V’Ec. Pol. (3) 14, 1898). Weitere Klassen bei 
Darboux und Bianchi a.a.0., sowie Weingarten, Gotting. Nachr. 
1878, C.R.112,1891, Acta Math. 20,1896; Darboux, Th. des surf. 
IV, 308; Bianchi, Legioni II, 171—254. An das Biegungsproblem 
kniipft sich eine Fiille von Sonderfragen, die in einer reichen und 
interessanten Literatur behandelt worden sind. Vgl. Bonnet, J. de 
VEc. Pol. cah. 42, 1867, Biegung mit Erhaltung der Kriimmungs- 
linien; Bianchi, Annali di Mat. (2) 18, 1890, Lezioni II, 83, 
stetige Biegung mit Hrhaltung eines konjugierten Systems; Min- 
ding, J. f. Math. 18, 1838; Beltrami, Annali di Mat. (1) 7, 
1865, Biegung von geradlinigen Flichen. Die Biegung der Fla- 
chen konstanter Kriimmung und der Flichen zweiter Ordnung 
s. Kap. XLII, Nr. 12. 


42. Infinitesimale Deformation. Ordnet man einem Punkte 
(x, y, 2) einer Flache F einen Punkt 


e=2+eu,... 
derart zu, daB bis auf Glieder 2. Ordnung 
dv? + dy2+d2—=dae?+ dy?4+ dz? 


ist, so besteht zwischen den Flachen (a, y, z) und (a’, y’, 2’) eine 
unfinitesimale Isometric. Notwendig daau ist, daB® die Beziehung 


(122) duadx, + dydy, + dzdz, =0 


besteht. Betrachtet man (2, y,2,) als die Koordinaten einer Flache 
F,, so sind F, F', sich durch orthogonale Linienelemente zugeord- 
net (Moutard, Bull. Soc. Phil. 1869). Das Problem der infini- 
tesimalen Isometrie ist also gleichwertig mit der Bestimmung von 
Flichenpaaren, die sich durch orthogonale Linienelemente zuge- 
ordnet sind; es fiihrt auf eine partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung fiir die Weingartensche Verschiebungsfunktion 
(J. f. Math. 100, 1887), diese stellt die in der Normalenrichtung 
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genommene Drehungskomponente dar, die das Flichenelement bei 
der Biegung erfihrt (Volterra, Acc. dei Lincei Rendic., 1884). 

Die Gleichung der Verschiebungsfunktion kann, auf Asym- 
ptotenkurven bezogen, auf die Form 


(64) o,, = M9 


gebracht werden; sind dann &, 7, € drei Lisungen der Gleichung, 
die in die Lelieuvreschen Formeln (63) eingehen, und ist # eine 
beliebige vierte Lésung, so wird die allgemeinste Flache (2,,¥,, z,) 
durch die Quadraturen 

Ox, 


(123) —| = fee = 


So 
ee 


gegeben, d. h. dem System der Asymptotenlinien auf F enspricht 
auf fF, ein konjugiertes System mit gleichen Invarianten. Zieht 
man durch jeden Punkt von F' die Gerade, die parallel zur Richtung 
%12Y,2 2, ist, so bilden diese Geraden eine W-Kongruenz. Mit jeder 
Flache £ ist endlich eine Flaiche Fy verbunden, die auf ’ durch 
parallele Normalen so bezogen ist, daB den Asymptotenlinien der 
einen Flache ein konjugiertes System auf der anderen entspricht. 
Zwei solche Flachen heiBen assoziiert (Bianchi, Vorles. S. 299). 
Fiihrt man die Konstruktionen, die von /’ ausgehend die Flichen 
F),, F, und Fy, die zweite Brennflache der W-Kongruenz, liefern, fiir 
die gefundenen F'lichen wiederum aus, und fahrt damit unbeschrinkt 
fort, so kommt man damit auf ein in sich geschlossenes Sysiem 
von zwolf Fldchen, das durch W-Kongruenzen und Ribaucour- 
sche Kongruenzen in bemerkenswerter Weise verbunden, sich immer 
wieder reproduziert (Darboux, Zh. des surf. IV, 48—72; 
Hisenhart, Amer. J. of Math. 32, 1910). 

Von der sehr reichhaltigen Literatur tiber Flachenbiegung 
seien noch die Arbeiten von Petersen (1868); Stickel, 
Math. Ann. 49, 1896; Guichard, J. de Math. (5) 2, 1896; 
Eisenhart, Amer. J. 24, 1902; Bianchi, Rom. Acc. dei 
Linces Rendic. (5) 12,, 13, (1903/4); Blaschke, Jahresber. 
D. Math. Ver. 22, 1913; Weyl, Sitz-Ber. Berlin. Akad. 1917 
genannt. Die infinitesimalen Isometrien héherer Ordnung wurden 
yon VoB, Miinch. Ber. 34, 1904; Lagally, Math. Ann. 76, 
1914, und Liebmann, Miinch. Ber. 1920 untersucht. 

43. Konforme Abbildung. Hine Abbildung zweier Flichen 
aufeinander ist winkeltrew (konform), wenn entsprechende Linien- 
| elemente, d. bh. ihre FundamentalgréBen 1. Ordnung #, F, G 
und #,, F,, G, proportional sind. 
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Zwei Flaichen sind daher dann konform aufeinander abgebil- 
det, wenn die Minimalkurven der beiden Flachen sich entsprechen. 
Zwei Flachen, die auf eine dritte konform abgebildet sind, ent- 
sprechen auch einander konform. Das allgemeine Problem der 
konformen Abbildung ist also gelést, wenn man die Abbildung 
der Fliche, von der die erste Fundamentalform 


ds? = Edw + 2Fdudv + Gdv? = i*dadp 
gegeben ist, auf die Ebene 
ds? = du,? + dv,? 


kennt. Zunachst hat man also die Minimalkurven (a, f) der ge- 
gebenen Flache als Parameterkurven einzufiihren, was die Bestim- 
mung je eines integrierenden Faktors g, wy der Differentialaus- 
driicke 


—. ,_ ff -iVEG— FF 
da = @-(VBdu+ VE av), 
Mee Ais cosh Steen aE Te 
dB = w- (VEau+- ee v) 


erfordert. Setzt man nun 


da = du, + idv,, 
dB = du, — idv,, 


so ist dadurch eine spezielle konforme Abbildung auf die Ebene 
erhalten. Die allgemeinste konforme Abbildung ergibt sich jetzt, 
indem man die Ebene (w,v,) der allgemeinsten konformen Ab- 
bildung in sich unterwirft, und dies geschieht durch die Einfiih- 
rung eines Koordinatensystems (u,v) durch die Gleichungen 


Uy + iv, = F(u, + iv,), 


(125) 
Uy — iv, = F,(u, — ir,), 

in denen F’, F, beliebige analytische Funktionen darstellen. Spe- 

zielle winkeltreue Abbildungen s. Scheffers, Theorie der Fldchen 

S. 81-104. Dort auch historische und Literaturangaben. 


44. Fldchentreue Abbildungen. Das Problem der flichen- 
treuen Abbildung (Lambert, Beytr. zwm Gebr. d. Math., Berlin 
1772) einer Flache F(u,v) auf eine Flache F(u,v,) erfordert, daB 
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(126) A(t, %) _ VEG— FF 
TOD Eas i 


ist. Auch diese Aufgabe kommt letzten Endes darauf hinaus, die 
Abbildung der Fliche F’(w, v) 


x= 2(u,v),... 


auf die Ebene (§, 1) auszufithren und sodann die Ebene (&, 1) be- 
liebig in sich flichentreu zu transformieren. Die erste Aufgabe 
erfordert die Bestimmung zweier Funktionen (&, 4), die die Glei- 
chung 


somes ee ety Fee ne 
oudv ov ou VEG—F 

erfiillen, die zweite Aufgabe, die schon von Gau8 (Werke VII, 
373) gelést wurde, wird durch die Scheffersschen Gleichungen 
(Math. Ztschr. 2, 1918) 


EW og fe oO” 
ST a H u OA? 


(128) 
a 0g j 0 
Sere are cine iit ess 


in der eine beliebige Funktion der Parameter A, u ist, gegeben. 
Beispiele: G.Scheffers, Zh. d. Fldchen 8. 52—67. 


45. Die geodiitische Abbildung. Zwei Flichen heiBen geo- 
ditisch aufeinander abgebildet, wenn jeder Geoditischen der 
einen Flache eine Geoditische der andern entspricht. Nur Flachen, 
deren Linienelemente auf die Liouvillesche Form 


ds? = (U — V) (du? + dv’), 


By eo ty) 


gebracht werden kénnen, gestatten eine geoditische Abbildung 
aufeinander (Beltrami, Ammali di Mat. (1) 7, 1865; Dini, 
Annali di Mat. (1) 8, 1866). Die einzigen Flichen, die auf die 
Ebene geoditisch abbildbar sind, sind die Flachen konstanter 
Kriimmung. Verallgemeinerungen des Problems behandelten 
Fr. Busse, Berlin. Ak. Ber. 1896; Lie-Scheffers, Geometrie 
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der Berithrungstransformation I, Leipzig 1896; R. Rothe, Sttz.- 
Ber. Berl. Math. Ges. 3, 1904. 


46. Die sphirische Abbildung. Das Problem der sphimn- 
schen Abbildung besteht in der Bestimmung derjenigen Flichen, 
die das GauBsche Bild der Kriimmungslinien gemeinsam haben. 
Es steht in sehr naher Beziehung zu der Theorie der Kugelkon- 
gruenzen und der Kreiskongruenzen (Ribaucour, C. R. 68, 70, 
113; Darboux, Zh. des surf. IV, 169—107). Die Aufgabe ist 
analytisch gleichwertig dem Problem der infinitesimalen Defor- 
mation einer Flache; dieser Zusammenhang wird geometrisch ver- 
mittelt durch die Liesche Minimalprojektion, die die Geraden des 
Raumes in Kugeln iiberfiihrt. (Betr. dieser vgl. H. Beck, Miinch. 
Ak. Ber. 1917.) 


Kapitel XLII. 


Besondere Flachenklassen und Flichensysteme. 


Von E. Salkowski in Hannover. 


§ 1. Besondere Flichenklassen. 
1. Geradlinige Fldchen (Regelflichen). Drei Gleichungen 


(130) a = f,(v) + ug,(v).... 


bestimmen eine Fliche, die 001 Geraden, die Erzeugenden v=konst. 
enthalt. Als Leitkurve u = 0 kann eine beliebige Kurve auf der 
Fliche gewihlt werden, die simtliche Erzeugende schneidet. 

Ist 


(131) 92(0) + 92(v) + 93*(0) = 0, 


so sind die Erzeugenden Minimalgeraden. Die ibnen entsprechen- 

den (imaginiren) Flichen sind dadurch gekennzeichnet, daB sie 

nur eine Schar von Kriimmungslinien besitzen. Die einzige Flache 

mit zwei Scharen isotroper Geraden ist die Kugel, ihre Gleichung, 
_auf die Erzeugenden als Parameterkurven bezogen, lautet: 


ha a fs ata Mi Me 
(132) #= Lee ep Laeaeoe es ONE 


ihre erste Fundamentalform: 


| (183) dst = O* . 


Die Biegungsflichen der Kugel, bei denen eine Schar isotroper 
| Geraden geradlinig bleibt, sind die einzigen geradlinigen Flachen 
' konstanten positiven Kriimmungsmafes. (Monge, Application de 
_Vanalyse a@ la géométrie § 19, V; Serret, J. de Math. (1) 13, 

1848; Stickel, Leipz. Ber. 1896, 1902; Weickmann, Diss. 
| Miinchen 1902; Berwald, Minch. Ak. Ber.1913; Beck, Jahresber. 
D. Math. Ver. 22, 1913.) 


| 


| 
i] 
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Betreffs dieser Flichen wie tiberhaupt der imaginiren Ge- 
bilde ist die Darstellung von Scheffers, Theorie der Fldchen zu 
vergleichen. 

Sind die Erzeugenden nicht isotrop, so kann ihre Strecken- 
linge als Parameter w gewahlt werden, dann sind ,, 93, gy; ihre 
Richtungskosinus, zwischen denen die Gleichung 


(134) 91"(v) + 2"(%) + Hs"(v) = 1 
besteht. Als Parameter v werde die Bogenlinge der Leitkurve 
genommen, so daB 


fe)? + fav)’ + fe)? = 1 
wird. Bedeutet dann da den Winkel benachbarter Erzeugender, 
so wird 


(135) de = av*(g,? + 22 + 93) 
und ihr ktirzester Abstand: 


: | fp te Re | 

| va 

(136) GB ae WL Te Pas 
P. Po Ps | 


der Parameterwert v = ¢ fiir die Stelle des kiirzesten Abstandes, 
den Mittelpunkt der Erzeugenden, wird: 
f'e, th Oe ths Ps. : 


137 — 7 73 7 
(187) Co, oe 


Das Verhiltnis 


dp 4 
farm 
nennt man den Verteilungsparameter der Fliche. Ist dp = 0, so 
ist die Regelfliche abwickelbar. (S. diesen Bd. S. 1048, (23).) 
Der Ort der Mittelpunkte heiBt die Striktionslinie, sie ist 
eindeutig bestimmt, wenn die Flaiche nicht zylindrisch ist; die ge- 
raden Linien, die zwei benachbarte Erzeugende in den Punkten 
der Striktionslinie senkrecht schneiden, bilden eine zweite Linien- 
fliche, das Striktionsband, die entweder ein Zylinder ist (wenn die 
Erzeugenden der Ausgangsfliche zu einer Ebene parallel sind) 
oder die Ausgangsfliche als Striktionsband besitzen (Study, Geo- 
metrie der Dynamen, Leipzig 1903, S. 304). 
Wenn auf einer Linienfliche eine Kurve existiert, die zwei 
der drei folgenden Higenschaften hat: 
1. Striktionslinie, 
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2. geoditische Linie zu sein, 
3. die Erzeugenden unter konstantem Winkel zu schneiden, 
so besitzt sie auch die dritte (Bonnet, J. de VEc. Pol. cah. 32, 
1848). 
Der Winkel der Leitkurve gegen die Erzeugende sei 4, 
dann ist 
cos # = gif, + Hefs + ¥3fs 


Die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden ergeben sich 
durch die Quadratur 


w + f cos 9 dv = konst. 


Das Stiick der Erzeugenden zwischen zwei Orthogonaltrajek- 
torien ist konstant. 
Geradlinige Flichen, die eine Richtebene besitzen und deren 
Erzeugende eine zu dieser senkrechte Gerade schneiden, heiBen 
gerade Konoidfldchen. Ihrer Darstellung kann man die Form geben: 


r=—up(v), y=uv,, z=v'(v)—2u(e). 
Die erste Fundamentalform einer Linienfliche ist: 
(187) ds? = dw? + 2cosddudv+ (Au? + 2.Bu +1)dv?, 
wobei A und # folgende Funktionen von v allein sind: 
A= 9,7 +927 + 9,5”, 
B= of, + %2fe +95 fs: 
Die FundamentalgréBen 2. Ordnung sind: 


(138) 


1 | Pi Py Ds, 
eon at = ee ? | 
: VAu? + 2Bu + sin? & | Pie D ae. Cea 
(139) fr fy fs 
1 | fait bp, (5. « 
pes =| . 
V Aw? +2 Bu -+ sin? EE Bo bc 
fi ree noel 


Die Asymptotenlinien der ersten Schar sind die Erzeugenden, die 
der zweiten Schar ergeben sich aus einer Riccatischen Gleichung : 


2Mdu + Ndv =0. 


Jede Regelfldche lapt sich stetig so verliegen, dap ihre Hr- 
zeugenden geradlinig bleiben. 
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Rotationshyperboloid und Katenoid (s. Nr. 5) sind die einzigen 
Drehflichen, die in geradlinige Flachen verbogen werden kénnen. 
Die Striktionslinie wird eine Bertrandsche Kurve (s. d. Bd. S. 1059) 
oder eine Kurve konstanter Torsion. 

Betr. die Theorie der Regelflichen vgl. die reichhaltige Mono- 
graphie von X. Antomari, Thése, Paris 1894, die geometrische 
Behandlung von Schell-Salkowski, Tk. der Kurven, 3. Aufl. 
1914, Kap. VIII, sowie die Originalarbeiten von Minding, J. f. 
Math. 18, 1838, Bonnet, J. de I’Ec. Pol. cah. 32, 1848, Bour, 
cah. 39, 1862, Beltrami, Ann. di Mat. (1) 7, 1866, Dini, ebd., 
die insbesondere das Biegungsproblem behandeln. Die Bedingungen 
dafiir, daB eine vorgegebene Flache auf eine Regelflache abwickel- 
bar ist, haben Picone, Ann. di Mat. (3) 22, 1914) und Knob- 
lauch, Sitz.-Ber. Berlin. Math. Ges. 14, 1915, angegeben. 


2. Rotations- und Schraubenfldchen. Die Gleichungen 
(140) c=ucosv, y=usinv, z=bv+ f(u) 


stellen eine Schraubenfliche von der Ganghéhe h= 226 dar. Die 
Kurven w = konst. sind koaxiale konzentrische Schraubenlinien, 
v = konst. die ebenen Achsenschnitte (Profilkurven) der Flache. 
Ist 6 = 0, so stellen die Gleichungen die allgemeinste Rota- 
tionsflache (Drehfliche) dar, die durch Drehung der Kurve 


z= f(u) 


um die z-Achse entsteht. Die Parameterkurven u = konst. sind 
die Parallelkreise, v = konst. die Meridiane der Flache. 
Die erste Fundamentalform der Schraubenfliichen wird 


(141) ds? =(1 + f'(u)")du? 4+ 2bf (u)dudv + (u? + b*) dv’, 


diese la8t sich, ebenso wie die der Rotationsflichen 


(142) ds,? = (1 + f’(u)®) du® + udu? 
auf die Form 
(143) ds* = de” + g*(e)dv® 


bringen, d. h. eine Schraubenfliche ist auf eine Rotationsfliche 
abwickelbar, die Parallelkreise der letzteren entsprechen den 
Schraubenlinien der ersteren (Bour, J. de V’Ec. Pol. cah. 39, 
1862, Stickel, Mathk. Ann. 49, 1896). Das Koordinatensystem 
(e, v) nimmt isometrische Form an, wenn man durch die Glei- 
chung do, = y(e)~'do den Parameter 9, einfiihrt. 
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die Rotationsfliche vom Bogenelement (143), deren Meri- 
diankurve r = y(g) ist, kann auf unendlich viele Rotationsflichen 
mit den Meridiankurven 


(144) r=kp(9), 2= f[V1—9'(e)? de 


verbogen werden (Minding, J. f. Math. 18, 1838). 

Fiir die geodiitischen Linien der Rotationsflichen gilt der 
Clairautsche Satz (Mém. de U’Ac., Paris 1735): Fir den Winkel 
a, den eine geoditische Linie mit dem Parallelkreis vom Radius r 
bildet, besteht lings der ganzen Kurve die Beziehung 


(145) r cos a = konst. 


Die Bedingung dafiir, da8 eine durch ihre FundamentalgréBen 
gegebene Fliche Rotationsfliche ist, hat J. Knoblauch (Sitzungs- 
ber. Berlin. Math. Ges. 14, 1915) angegeben. 

3. Schiebungsfldchen (Translationsflichen). Wenn eine Kurve 


(146) =f) y=hu) 2= feu) 
sich lings einer zweiten Kurve 
(147) x= 9,(v) y= g(r) &£=9,(e) 


verschiebt, so entsteht eine Schiebungsfldche 


(148) t= f,(u) + 9,(2),.-- 


Die unter sich kongruenten Kurven u = konst. und v = konst. 
bilden ein konjugiertes Kurvennetz auf der Flache, die Tangenten 
lings einer der Scharen eine Kongruenz, die sich in oo' Zylinder 
zerlegen léBt. Vgl. die Monographie von Wendler, Beitr. zur 
Theorie der Translationsflichen, Progr. Theresiengymn. Miinchen 
1900, mit ausfiihrlichen Literaturangaben. 

Die Wendelflache 


L=Ucosv, y=usmv, g= by 


kann auf unendlich viele Arten als Schiebungsfliiche erzeugt wer- 
den; alle Flichen, die auf mehrfache Weise durch Schiebung 
entstehen, hat Lie, Arch. f. Mat. og Naturv. 7, 1882 bestimmt. 


| Vgl. Nr. 5. 


4. Minimalfldchen. Minimalflichen sind Flachen, deren mitt- 


_lere Kriimmung verschwindet. Ihre Differentialgleichung ist 


i 


} 
1 


| (149) ih a0s 


unter allen benachbarten Flichen, die durch eine gegebene Kurve 
begrenzt sind, hat die Minimalfliche den kleinsten Flacheninhalt. 
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Die sphirische Abbildung transformiert eine Minimalfliche kon- 
form (Bonnet, J. de Math. (2) 5, 1860). Ihre Asymptotenlinien 
bilden ein isothermes Orthogonalsystem; ebenso sind ihre Kriim- 
mungslinien isometrisch. Jede Minimalfliche ist als Schiebungfliche 
isotroper Kurven darstellbar; sind also U,, U,, U,; drei Funktionen 


von u, V,, Vz, V; drei Funktionen von v, die den Gleichungen 
U,*-- U,* = 0,7 = 0 
(1 50) ee a 2 Pig m ’ 

Ee 2 + ae ae Ue ai (6) 


gentigen, so wird eine Minimalfliche dargestellt durch 
(151) e= Us+Y,,..: 


(Monge, verdffentlicht yon Lacroix, Traité du calc. diff. Paris 
1814. Diese Form der Gleichungen hat S. Lie seinen Unter- 
suchungen tiber Minimalflachen zugrunde gelegt, Math. Ann. 14, 
1878). Jede reelle Minimalflache ist darstellbar durch die Weier- 
straBschen Formeln (Berlin. Ber. 1866): 


t= R/U — +t?) F(r)dr, 
(152) y=R fil +)F@)dr, 
Z= Rf2cF(e)dz, 


in denen F(z) eine beliebige analytische Funktion von + dar- 


stellt. Ist F(z) die konjugierte Funktion des zu 1 konjugiert- 
komplexen Arguments 1, so ist 


(153) ds? = (rt + 1)? F(t) F(t) drat. 


Die Formeln (152) lassen sich ohne Integralzeichen schreiben, 
wenn man F(r) = f(r) setzt, sie werden dann: 


2=R [A — 0) f(r) + 2cf'(s) — 2f(a)], 
(154) y= RK +) fo) — Qicr'(e) + 26), 
= [2cf" (ct) — 2f'()). 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich alle algebraischen Mini- 
malflichen, wenn / eine beliebige algebraische Funktion ist. 

Minimaldoppelfliichen sind soleche Flachen, bei denen man 
durch stetige Bewegung von einer auf die andere Seite kommen 
kann. Sie sind der Ort der Mittelpunkte der Bisekanten einer 
Minimalkurve; ihre beiden Scharen von Minimalkurven sind nicht 
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zu trennen, sondern bilden eine die Fliche doppelt iiberdeckende 
Schar von kongruenten parallel gestellten Kurven (Lie, Math. 
Ann. 14,1879). Die Realititsbedingungen fiir diese Flachen hat 
v. Lilienthal, Jahresb. D. Math. Ver. 17, 1908, angegeben. 

5. Spezielle Minimalfidchen. Unter den zahlreichen, genauer 
untersuchten Minimalflichen sind hervorzuheben: 

Das Katenoid, das durch Rotation der Kettenlinie um ihre 
Leitlinie entsteht : 


(155) a? + y? =k CoP =; 


es ist die einzige reelle Minimalrotationsfliche (Meusnier, Mém. 
Sav. Etr.10, Paris 1785; Catalan, J. de ’Ec. Pol. cah. 37, 1858). 

Die Wendelfliiche (Meusnier, a. a. 0.), die einzige reelle ge- 
radlinige Minimalfliche: 


(156) 4 tg 


b 


an] & 


Die Scherksche Minimalfldche (J. f. Math. 18, 1835) 
(157) cos ¥ = Cos xe" 


wird auf unendlich viele Weisen als Schiebungsfliche erzeugt 
(Lie, Arch. for Mat. og Naturv. 4, 1880, Stickel, Amer. Math. 
S. Trans. 7, 1906). 

Die Hennebergsche Minimalfldche (Diss. Ziirich 1875) ist 
eine algebraische Minimaldoppelfliiche; sie wird durch die Glei- 

1 

chungen (152) fir F(t) = 1— ~; dargestellt. 

Die Ennepersche Minimalfliche (Zs. f. Math. u. Phys. 9, 
1864) entsteht fiir F(x) = 3, ihre Krimmungslinien sind simt- 
lich ebene Kurven 3. Ordnung, ihre Asymptotenlinien kubische 


Raumkurven. 
Die Schwarzsche Minimalfldche (1867; Ges. Abh.1,6), bei der 


1 
F(z) = x Ea 
a) @) V1i—14u4 + uv 

Weitere besondere Flichen s. Bianchi, Vorl. 377—381, 
sowie in der monographischen Darstellung der Theorie bei Dar- 
boux, Th. des surf. I, 267—506. 

6. Transformationen von Minimalfldchen. Zu einer Minimal- 
fliche (151) gibt es unendlich viele isometrische Minimalflaichen, 
die durch die Gleichungen 
(159) game MUG ent es 


Pascal, Repertorium II. 2. 2. Aufl. 71 
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erschipft sind. La8t man die Konstante « alle méglichen Werte 
annehmen, so erhilt man die Schar der zur gegebenen assoztierten 
Minimalfliichen (Schwarz, J. f. Math. 80, 1875; Ges. Abh. I, 
175), zu ihnen gehért fir a = 42 die von O. Bonnet (C. R. 37%, 
1853) gefundene adjungierte Fliche. 

Eine Schar von Minimalflichen, die auf eine gegebene der- 
art konform abgebildet sind, daB Kriimmungslinien in Kriimmungs- 
linien iibergehen, hat Goursat (Acta Math. 11, 1888, Kreft, 
Diss. Minster 1908) angegeben. Sie entstehen durch eine ima- 
ginare Rotation der erzeugenden Minimalkurven um eine reelle 
Achse. Die aus der Fliche (152) durch Goursatsche Transfor- 
mation erzeugten Flachen werden durch die Gleichungen 


a = Rf{(1— 7°) F(kr)idr, 
(160) 4 = K(GA +24) F(kr)edr, 
4 = RQ F(kr)kedr 


dargestellt, in denen & eine reelle positive Konstante bedeutet. 

7. Spezielle Aufgaben. Eine Minimalfliche ist eindeutig be- 
stimmt durch die Forderung, daB sie durch eine gegebene Kurve 
gehe und lings dieser gegebene Normalen besitzt, also auch durch 
eine ihrer Geoditischen oder Asymptotenlinien. 

Jede auf einer Minimalfliiche liegende Gerade ist eine Sym- 
metrieachse, eine Ebene, die die Minimalfliche senkrecht schneidet, 
ist Symmetrieebene der Flache. 

Die Aufgabe, durch eine gegebene geschlossene Begrenzung 
ein singularitiitenfreie Minimalfliche zu legen, ist das Plateausche 
Problem. Fiir das aus vier Kanten eines regelmiBigen Tetraeders 
gebildete gleichseitige windschiefe Viereck list die Schwarzsche 
Minimalfliche (158) die Aufgabe. 

Eine Flache ist in eine Minimalflache verbiegbar, wenn sie 
die Gleichung erfiillt (Ricci, Raffy, Paris Soc. Math. Bull. 20, 
1892): 


(161) 4? log(— K) = 4K 


Die Theorie der Minimalflichen steht in engsten Beziehungen 
zar Theorie der Funktionen komplexen Arguments; sie hat in- 
folgedessen seit dem ersten Auftreten des Problems bei Euler 
und Lagrange eine besondere Ausbildung erfahren; die hier nur 
andeutungsweise skizziert werden konnte. Niaheres ist in der Lite- 
ratur nachzulesen, insbesondere bei E. Beltrami, Bologna Mem. 
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(2) 7, 1868; Opere Il; H. A. Schwarz, Ges. math. Abh. (der 
1. Band ist ganz der Theorie der Minimalflichen gewidmet), Ri- 
baucour, Mém. cour. del’ Ac. de Belg. 44,1880; Weingarten, 
Gétt. Nach. 1887; Darboux, Th. des surf. I. 

8. Fldchen konstanten Kriimmungsmafes. (Vgl. die aus- 
fiihrliche Darstellung der Theorie in Darboux, Th. des surf. 
IU, 375—500 und Bianchi, Vorles. §. 424518.) 

1 


Alle Flachen derselben konstanten Kriimmung -+ Re sind 


aufeinander abwickelbar und beliebig in sich verschiebbar (Min- 
ding, J. f. Math. 19, 1839; Beltrami, G. di Mat. 6, 1868); 
ihre Kriimmungs- und Asymptotenlinien lassen sich durch Qua- 
draturen bestimmen (Lie, Arch. for Math. og Naturv. 4, 1880), 
ihre geoditischen Linien lassen sich durch lineare Gleichungen 


au +bv+e=0 


darstellen (Beltrami, Ann. di Mat. (1) 7, 1865); d. h. sie 
lassen sich so auf einer Ebene abbilden, daB den geraden Li- 
nien die Geoditischen entsprechen. Hieraus folgerte Beltrami 
(G. di Mat. 6, 1868), die Tatsache, daB die Geometrie auf den 


Flichen der konstanten Kriimmung — — 0; + os mit der 


hyperbolischen oder Lobatschewskischen, der Euklidischen und der 
elliptischen oder Riemannschen Geometrie iibereinstimmt. Die Er- 
kenntnis, daB die nicht-euklidischen Geometrien auf den Flichen 
konstanter nicht verschwindender Kriimmung realisiert sind, ist 
von historischer Bedeutung, sie hob die damals noch vielfach vor- 
handenen Zweifel iiber die Richtigkeit der Grundlagen. EHrst spater 
wurde die Ableitung der drei Geometrien aus Untergruppen der 
projektiven Gruppe gegeben (F. Klein, Math. Ann. 4, 6, 1871 
—1874; Gesamm. math. Abh. I, 1921). 

Das Linienelement der Flichen konstanter Kriimmung la8t 
sich auf folgende Form bringen: 


(162) K=0 ds? =dv? + dv’ (Linienelement der Ebene), 
(163) K> 0 ds? = du? + cos? z dv* (Linienelement der Kugel), 


(164) K<O ds? = du? + Gof? dv® (Linienelem.d.Pseudosphiire). 


Alle Flichen der Kriimmung Null sind demnach auf die 
Ebene. abwickelbar, alle Flichen von konstanter positiver Kriim- 
mung auf eine Kugel, die Flachen konstanter negativer Kriim- 

qe 
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mung auf eine imaginire Kugel oder auf eine reelle Rotations- 
fliiche, die als Pseudosphire (s. u.) bezeichnet wird. 

9. Rotationsfldchen konstanter Kriimmung. 

A) Sphiirische Flachen (K > 0). Wahlt man auf einer spbi- 
rischen Fliche von der Kriimmung K = 1 ein beliebiges ortho- 
gonal-geoditisches Koordinatensystem, so liBt sich das Linien- 
element der Flaiche stets auf die Form (163) bringen; die unend- 
lich vielen Rotationsflichen, auf die die Flaiche abwickelbar ist 
(vgl. Nr. 45), zerfallen in drei Typen, die durch ihre Meridian- 
kurven gekennzeichnet sind: 

a) elliptischer Typus 


(165) %=c cos p, —~2-—= Ee, 9), 
b) parabolischer Typus 

(166) Z=cosgy, ¢=sin g, 
c) hyperbolischer Typus 


1 bes eo 
(16%) ao, 6 = — Bee) eae lew), 
Dabei bedeutet nach Legendre: 
4p =Y1 — sin? o, 


% 
E(¢ 9) =[494¢9, 
0 


7) 
d 

F(c, p) = ae 

0 


Der Meridian des parabolischen Typus ist ein Kreis. 

B) Pseudosphirische Fldchen (K <0). Auf einer pseudo- 
spharischen Fliche, fiir die K — — 1 genommen sei, gibt es drei 
Arten von orthogonal-geoditischen Systemen. 

a) alle auf einer geoditischen Linie senkrechten Geodatischen 
und deren Orthogonalkurven; 

b) alle auf einem Grenzkreise (Horocyclus), d. h. einem geo- 
ditischen Kreise.von der geodatischen Kriimmung 1 senkrechten 
Geodatischen und ihre Orthogonaltrajektorien; 

c) alle von einem Punkte ausgehenden geoditischen Linien 
und ihre Orthogonaltrajektorien. Die Orthogonaltrajektorien sind 
konzentrische geoditische Kreise, im ersten Falle ist ihr Mittel- 
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punkt imaginiér, im zweiten unendlich fern und nur im dritten 
Falle ein eigentlicher Punkt auf der Fliche. 

Diesen drei Fallen entsprechen drei verschiedene Formen des 
Linienelements, die fiir jede pseudospharische Flache gelten: 


ds? = dw + Gin? udv? (elliptischer Typus), 
ds* = du? + e?“dv? —_—_ (parabolischer Typus), 
ds” = du” + €oj? wdv® (hyperbolischer Typus). 


Die Rotationsflichen, deren Meridiankurven v = konst. und 
deren Parallelkreise « — konst. sind, werden dargestellt durch 


1. x=ccosg, 2 = F(c,p) — E(c,¢) (ellipt. Typus), 


, 7 
2.%=cosy, 2 = log tg (+ + £) — sing (parabol.Typus), 


2 


1 ; 1 
= — F(¢,~)— . Ee, gp) (hyperbol. Typus). 


: ih 
ar um —- AG, é a 


Dem Typus 2 entspricht die Traktrix; die zugehérige Rotations- 
fliche wird als Psewdosphdre bezeichnet (Beltrami, Ann. di Mat. 
6, 1864). 

Verschiebt man eine Rotationsfliiche der konstanten Kriim- 
mung + 1 lings ihrer Achse, so bilden die Orthogonalflichen 
ein System kongruenter Flachen konstanter negativer Kriimmung, 
und zwar entspricht dem elliptischen (hyperbolischen) Typus der 
einen Art der elliptische (hyperbolische) Typus der anderen, die 
Kugelschar wird von Pseudosphiren geschnitten (Beltrami 
a. a. O.; Scheffers, Th. d. Kurven, mit tibersichtlicher Figur). 

10. Weitere bekannte Fldchen konstanter Kriimmung. Da 
die Bestimmung der Flichen konstanter Kriimmung auf eine im 
allgemeinen nicht lésbare Differentialgleichung fihrt (s.Nr.11), so 
sind nur einzelne Typen dieser Flachenklasse der Untersuchung 
zuginglich. Bemerkenswert sind: 

1. Die Enneperschen Fldchen (Gott. Nachr. 1868; Bianchi, 
Ann. di. Mat. (2) 18, 1885; Kuen, Miinch. Ber. 14, 1884), die 
Flichen konstanter Kriimmung mit ebenen Kriimmungslinien; sie 
sind Sonderfille der Joachimsthalschen Flachen (Nr. 17, 4). 

2. Die Schraubenflichen konstanter Krimmung (Minding, 
J. f. Math. 19, 1839; Dini, Ann. di Mat. (1) 7, 1865; Bianchi, 
Diss. Pisa 1879). Hin besonderer Fall ist die Schraubenfliche 
der Traktrix, die Dinische Schraubenfliche (vgl. Bianchi, Vorl. 
S. 476). 
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3. Die Flachen konstanter Kriimmung mit einer Schar sphi- 
rischer Kriimmungslinien (Enneper, Gétt. Nachr. 1868; Dobri- 
ner, Acta Math. 9, 1886). 

11. Die Differentialgleichung der pseudosphdrischen Fldchen. 
Da die Asymptotenlinien einer Flache von der Kriimmung — 1 kon- 
stante Torsion + 1 haben, so muB8 die sphirische Abbildung ihres 
Netzes ein aquidistantes Kurvensystem auf der Kugel bilden. Ist 
2a der Winkel der Asymptotenlinien 


(168) ds? = da*® + 2 cos 2mdadp + dp? 


die erste Grundform der Flache, so wird die sphirische Abbil- 
dung durch 


(169) d3? = da* — 2 cos 2wdadB + dp” 

gegeben, wobei nach (30) fiir w die Gleichung 
o7(2) sg 

(170) Jaap 82 20 


besteht. Bezieht man dieselbe Flache auf Kriimmungslinien (, v), 
so wird wu =o + 6B, v =a — 6B und: 
ds? = cos? adu? + sin’adv?, 
a3" = sin? adu? + cos*adv’. 
Die grundsdtzliche Schwierigkeit des Problems der pseudosphdari- 
schen Fldchen liegt in der Bestimmung dquidistanter sphdrischer 
Netze. Ist ein solches bekannt, so findet man die entsprechende 
Flache konstanter Kriimmung durch Quadraturen. 

Die Hauptkriimmungsradien der Fliche sind 
(172) r,=—Rigo, »—Retgo. 
Mit der Gleichung (170) gleichwertig ist die auf Kriimmungs- 
linien bezogene Differentialgleichung 


2 2 
(eRe) ee — es = sin @ Cos o. 


ra 


12. Transformationen der pseudosphdrischen Flichen. Die 
allgemeine Liésung der Differentialgleichung (173) scheint zur- 
zeit aussichtslos zu sein; man muB sich daher mit der Auf- 
suchung partikulirer Integrale (s. Nr. 10) und Transforma- 
tionen bekannter Lésungen begniigen. Die erste Transformation 
wurde von Ribaucour (C. R. 70 (1870) 330) angegeben: Kon- 
struiert man in den Tangentialebenen einer Fldche der konstanten 
Kriimmung — 1 um die Beriithrungspunkte die Kreise mit dem Ra- 
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dius 1, so sind die Orthogonalfldchen dieser Kreise Flichen der- 
selben konstanten Kriimmung. 

Jede einzelne dieser Orthogonalflichen geht aus der Aus- 
gangsfliche durch die Komplementirtransformation (Bianchi, 
Pisa Ann. 2 (1879), 285) hervor: 

Der Ort der Mittelpunkte der geoddtischen Kriimmung einer 
Schar paralleler Grenzkreise (s. Nr. 9) einer pseudosphérischen 
Fildche ist eine auf die Ausgangsfldche abwickelbare Fliche. Die 
Flachen sind die beiden Brennflichen eines Normalensystems, bei 
dem der Brennpunktabstand konstant ist (Pseudosphirische Nor- 
malensysteme Kap. 41, Nr. 36). 

Diese Transformation ist von Backlund (Lund Univ. 
Arsskr. 19, 1883, Math. Ann. 9, 19, 1882) folgendermafen ver- 
allgemeinert worden: Konstruiert man in den Beriihrungsebenen 
emer pseudosphdrischen Fldche der Kriimmung — 1 Kreise von 
konstantem Radius cos o, so sind alle Fldchen, die diese Kreise 
wnter dem Winkel o schneiden, Fldchen derselben konstanten 
Kriimmung — 1. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der 
Ausgangsflache und einer der Isogonalfldchen bilden ein Strahlen- 
system, das beide Flidchen als Brennmiintel besitet (pseudosphd- 
rische Kongruenzen s. Kap. 41, Nr. 36), auf diesen entsprechen sich 
die Kriimmungslinien und die Asymptotenlinien, letztere sind iso- 
metrisch aufeinander bezogen. 

Diese Backlundsche Transformation wird durch die Formeln 


dargestellt: 
00, , dm  cosa@sina, 4- sino sin @ cos a, 
‘ au ' dv eR Peetigh: Cone ; 
(174) ; : 
Oo, “ Xe) sin @ COs @, + SiN 6 COS @ Sin @, 
ov Ou COS 6 y 


die ein unbeschrinkt integrables System bilden. Fiir die transfor- 
mierte Flache wird dann 


(175) ds,” = cos*@, du? + sin?@, de”, 


wobei w, ebenfalls eine Liésung der Gleichung (173) ist. Die 
Formeln der Komplementirtransformation werden erhalten, wenn 
man o = 0 setzt. 

Die Bicklundsche Transformation ist die allgemeinste 
bisher bekannte Transformation der pseudosphirischen Flichen, sie 
1iBt sich indessen mittels einer von Lie (Arch. f. Math. og 
Naturv. 4 (1879) 510) angegebenen Transformation aus der Kom- 
plementirtransformation herleiten (Darboux, Th. d. surf. 10,438). 
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Ihre Erweiterung auf allgemeine Flachen 2. Ordnung bildet die 
Grundlage der Bianchischen Biegungstheorie dieser Flachen, auf 
die hier nur hingewiesen werden kann. Hine zusammenfassende 
Darstellung dieser schénen und wichtigen Theorie gibt der dritte 
Band der Lezioni von Bianchi, verkiirzt Vorlesungen 8. 516—624. 

Fiir Baicklundsche Transformationen gilt der Vertauschbar- 
keitssatz (Bianchi, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 1, 1892). Sind 
F, und F, aus einer Fliche # durch zwei Backlundsche Trans- 
formationen mit den Konstanten o, und 6, entstanden, so gibt es 
eine vierte pseudosphirische Fliche F’, die gleichzeitig aus F, 
und #, durch Bicklundsche Transformationen, aber mit den ver- 
tauschten Konstanten 6, und 6, hervorgeht. 

Auf Grund dieses Satzes kann man die Backlundschen Trans- 
formierten einer aus F’ abgeleiteten Flache F durch algebraische 
Operationen und Differentiationen bestimmen. Auch die Bestim- 
mung der geoditischen Linien der abgeleiteten Flache erfordert 
keine neve Integrationen. 

Wendet man auf die Flaiche # zwei konjugiert komplexe 
Backlundsche Transformationen an, so ergeben sich imaginiére 
Flachen, doch ist die vierte Fliche des Vertauschbarkeitssatzes 
wieder reell. 

Der Vertauschbarkeitssatz ordnet die Punkte P, P,, P,, P’ der 
vier Flachen F, F,, F',, F’ einander derart eindeutig zu, da8 ihre 
Verbindungslinien die Seiten eines windschiefen Vierecks bilden, 
dessen Fliichen mit den Tangentialebenen an die vier Flichen zu- 
sammenfallen. Sind die B-Transformationen insbesondere so gewihlt, 
daB die Seiten des Vierecks gleich groB sind, so schneiden sich 
die Normalen an die Flichen F, F” baw. F',, F, in zwei Punkten 
P,, Py, deren Ortsflichen F,, F,’ Biegungsflichen eines und des- 
selben imaginéren Rotationsellipsoids sind. 

Unter den Flichen, die dieselbe sphirische Abbildung der 
Kriimmungslinien besitzen wie die pseudosphirischen Flachen 
(Eisenhart, Amer. J. 27, 1905, Ann. di Mat. (3) 12, 1905) ist 
ein von Bianchi (Anmali di Mat. (2) 24, 1896) untersuchter Spe- 
zialfall bemerkenswert. 


13. Differentialgleichung und Transformationen sphdrischer 
Flichen. Biegung des Rotationsellipsoids. Vom analytischen Stand- 
punkte aus ist die Theorie der Flachen konstanter Kriimmung 
vom Vorzeichen der Kriimmung unabhingig. Alle Ergebnisse der 
vorigen Nummern gelten daher auch fiir sphirische Flichen und 
sind erst dann umzugestalten, wenn es sich um die Beriicksich- 
tigung der Realitatsverhiltnisse handelt. 
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Die Bestimmung der Flichen von der konstanten Krimmung 
+1 erfordert die ee, der partiellen Differentialgleichung 


(176) + Gin wo Coj o = 0; 


oo +3 30 

jeder Lésung entsprechen zwei Flaichen, deren erste Grundformen 
= Cin? wdu*® + Cof? adv?, 

ds,* = Cof? wdu? + Gin? wdv? 


sind, und zwar kennzeichnet das sphirische Bild der ersten Flache 
das Linienelement der zweiten und umgekehrt. Die Hauptkriim- 
mungsradien sind 


(177) 


(178) r, = Cotg a, . re = Igo 
fiir die erste und 
(179) 1, 30000, r, = Cotg wo 


fir die zweite Flache (Hatzidakissche Transformation, J. f. 
Math. 88, 1879; Eisenhart, Amer. Math. Soc. Trans. 6, 1905; 
K. Richter, Diss. Miinchen 1913). 

Die Bicklundsche Transformation der sphirischen Flichen 
fiihrt auf imaginire Flachen, indessen gestattet der Vertauschbar- 
keitssatz, durch Komposition zweier passend gewiihlter Bicklund- 
scher Transformationen auf reelle Flachen zu kommen. 

Fihrt man auch hier die in Nr. 12 angegebene Konstruk- 
tion der Flichen Fy, Fy aus, so erhilt man mit jeder Transfor- 
mation der Flichen konstanter Kriimmung zwei reelle Biegungs- 
 fiachen eines reellen Rotationsellipsoids verkniipft. (Guichard, 
C. R. 128, 1899; Bianchi, Ann. di Mat. (3) 3, 1899, 5, 1901; 
Darboux, Ann. cP V Ec. Norn, (3) 16, 1899.) 

14. Die Fldchen konstanter mittlerer Kriimmung. Die 


 Parallelfliichen einer Fliche konstanter Kriimmung # im Ab- 
stand + R sind, wenn sie nicht degenerieren (Study, Amer. J. 
32,1910) zwei Flachen der konstanten mittleren Kriimmung + — 
deren erste Grundform 

(180) ds? = R?et?”(du? + dv”) 


ist (Bonnet, Nowy. Ann. (1) 12, 1853). Das Problem der Fla- 
chen H = konst. ist daher analytisch gleichwertig dem Problem 
der Flichen K = konst. 

Rollt ein Rotationsellipsoid oder ein zweischaliges Dreh- 
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hyperboloid oder Drehparaboloid auf einer seiner Biegungsfléchen, 
so beschreibt jeder Brennpunkt eine Fliche konstanter mittlerer 
Kriimmung, und zwar ist fiir das Paraboloid H = 0 (Guichard, 
O. RB. 128, 1899). 

Von besonderen Flichen der Klasse sind die Rotations/ldchen 
niher untersucht; sie entstehen gemiB der obigen Konstruktion 
aus den sphirischen Rotationsflachen und haben als Meridiankurve 
Delaunaysche Kurven, d. h. die Rollkurven, die der Brennpunkt 
einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel beschreibt, wenn der Kegel- 
schnitt auf einer Geraden abrollt; im Falle der Parabel ist die 
Meridiankurve eine Kettenlinie (J. de Math. (1) 6, 1841). 


15. Weingartensche Flichen (W-Flaichen). Flachen, deren 
Hauptkriimmungen 7,, 7, durch eine Gleichung 


(181) (715%) =0 

verbunden sind, heiBen W-Fldchen. Zu dieser Klasse gehéren die 
meisten der bisher betrachteten Flichenfamilien. Die Quelle ihrer 
charakteristischen Eigenschaften liegt in dem grundlegenden Satze 
von Weingarten (J. f. Math. 59, 1861): Jeder Evolutenmantel 
ist auf eine Rotationsfldche abwickelbar, und zwar sind die ersten 
Grundformen der beiden Evolutenflichen 


dr. dr. 
Ld CY (peace es 2 = 
(182) ds,? = dr,? +e ies du’, ds,*=dr,?+e ae dv®, 


wobei u, v die Parameter der Kriimmungslinien der W-Fliche 
bedeuten. 

Bei der Abwickelung gehen die geoditischen Linien, in 
denen die Evolute von der Kongruenz der Normalen beriihrt 
wird, in die Meridiane der Rotationsfliche tiber. 

Umgekehrt: Jede nichtgeradlinige Biegungsfliche einer Ro- 
tationsflache ist Evolutenmantel einer Schar von parallelen W- 
Flichen. Der zugehérige zweite Mantel der Evolute wird Ergdn- 
gungsfidiche genannt. 

Auf den beiden Manteln der Evolute entsprechen sich die 
Asymptotenlinien, die Normalenkongruenz der W-Fliche ist eine 
W-Kongruenz. 

Die Kriimmungslinien der W-Fldche werden durch Quadra- 
turen bestimmt (Lie, Arch. for Math. og Naturv. 4, 1879). 

Das sphirische Bild der Kriimmungslinien einer W-Fliche 
laBt sich stets so darstellen, daB seine erste Grundform 


du? dv? 
2 =—_—_ -_ —_—__—_- 
ip) G8. Tranche D (oe)* 


§ 1. Besondere Flichenklassen. 1121 


wird, wobei « eine Funktion von uw und » ist und die Haupt- 
kriimmungsradien der Flache 


(184) t= O(a), 1, = O(e) — «&(e) 
sind (Weingarten, J. f. Math. 62, 1863). 

Die erste Grundform der Fliche selbst 1i8t sich, auf Kriim- 
mungslinien bezogen, in der Form 
ae 
a (6) 
darstellen, wobei 6 eine Funktion von uw und v ist. Die Haupt- 
kriimmungsradien der Fliche sind (Bianchi, Vorles. 257): 

1 1 trp 

(186) "2 = 5B)? ee 9(B) — Be’(B). 
Zwischen den Hauptkriimmungsradien 7,, 7, einer W-Fliche und 
den Kriimmungsmafen A,, K, ihrer Zentrafliche besteht die 
Halphensche Gleichung (Bull. Soc. Math. Fr. 4 (1876) S. 94) 
ws 1 
z Ca i ry 

16. Besondere W-Flichen. Setzt man in (183) 9 (a) = 1, 
so ergeben sich die Rdéhrenfldchen (Hillflichen von Kugeln 
mit konstantem Radius), fiir &(«) = @ die Minimalflichen; ihre 
Evolutenflichen sind Biegungsflichen der Evolute des Katenoids. 
Die Evolutenflichen der pseudosphirischen Flichen sind auf das 
Katenoid abwickelbar, die Erginzungsflichen der pseudosphiri- 
schen Flichen auf die Rotationstliche der verkiirzten, gewdhn- 
lichen oder verlingerten Traktrix. 

Bezieht man die Kugel auf konfokale geoditische Ellipsen 
und Hyperbeln, so wird ihre erste Grundform: 
due dv* 


sin? @ cos?*a’ 


(185) qe 


(187) K, Ky 


(188) d3? — 
diese entspricht der Gleichung (183), wenn 

e@=sino, («) =cos@ 
gesetzt wird; die Gleichung der zugehérigen W-Flachen ist somit 
(189) 2(r, —7,) = sin 27, + 7,), 


und beide Zentraflichen sind auf das Rotationsparaboloid ab- 
wickelbar (Weingarten, J. f. Math. 62, 1862; Darboux, Th. 
des surf. Ill, 322, 425). 
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Die reellen geradlinigen W-Fldchen sind Schraubenflichen 
(Beltrami, Ann. di Mat. 7, 1865). Die Flichen, far die 
r, — 7, = konst. ist, sind von Lipschitz, Acta Math. 10, 1887, 
und v. Lilienthal, Acta Math. 11, 1888 behandelt worden. 

17. Einige weitere besondere Fldchenklassen. 1. Die Kanal- 
fliichen (Monge, Applicat. de UV Anal.) sind die Hiillflichen von 
oo! Kugeln; eine ihrer Evoluten reduziert sich auf eine Kurve- 

2. Die Gesimsfldichen (surfaces moulures, Monge, Applicat. 
de V Analyse S. 322) werden von einer festen Kurve in der Tan- 
gentialebene eines Zylinders beschrieben, wenn diese auf dem 
Zylinder abrollt. Die feste Kurve beschreibt die eine Schar, die 
einzelnen Punkte der Kurve die zweite Schar der Kritimmungslinien. 
Die Flachengleichungensind(Bour, J. de V Ec. Pol., cah. 39, 1862): 


v ee, eh 1 © , 
zaaUeos’ + {Vein de, ymaUsin§ — [ Voos ao 
2=/Vi-@ U" du. 


LaBt man a variieren, so ergibt sich eine Schar isometrischer 
Gesimsflichen (s. Nr. 2, (144)). 

3. Die Fldchen mit lauter ebenen Kriimmungslinien, von 
denen die Gesimsflichen einen Sonderfall bilden, sind von Bon- 
net (J. de ’Ec. Pol. 20, 1853); Dini (Mem. Soc. It. d. Se. (3) 
1,, 1868) und Darboux (Zh. des surf. I, 127, IV, 180) unter- 
sucht worden. 

4. Die Fldchen mit einer Schar ebener Kriimmungslinien wur- 
den ebenfalls von Darboux (Zh. des surf. IV, 200) bestimmt. 
Schneiden sich die Ebenen in einer Geraden (Joachimsthalsche 
Flachen, J. f. Math. 23, 1842, 54, 1854), so ist die zweite Schar 
der Kriimmungslinien sphirisch, und zwar liegen die Mittelpunkte 
der Kugeln auf der Schnittgeraden. 

Betr. des allgemeinen Problems der Flachen mit sphirischen 
Kriimmungslinien sei auf die zusammenfassende Darstellung bei 
Darboux (Zh. des surf. IV, 239—266) verwiesen. 

5. Spiralfldchen (Peterson, Uber Kurven und Fléchen, 
Leipzig 1868; Stickel, Leipz. Ber. 1898) sind Flachen, die bei 
einer Spiraltransformation des Raumes (Drehung um eine Achse, 
verbunden. mit einer Ahnlichkeitsformation von einem Punkte der 
Achse aus) invariant bleiben. Ihre Kriimmungslinien, Minimal- 
kurven. und Asymptotenlinien werden durch Quadraturen, ihre 
geoditischen Linien durch eine Riccatische Differentialgleichung 
bestimmt. Ihre Gleichungen sind: 


(190) 
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(191) =re'' cos (a+ rt), c= ret sin(o + rt), =e! 
wobei 7p, Zo, @ willkiirliche Funktionen eines Parameters 9, h 
und r konstant sind (Lie, Math. Ann. 5; Lie-Scheffers, Vorl. 
tiber Differentialgl. mit bek. inf. Transf., Leipzig 1891; Geometrie 
der Beriihr.-Transf. 1, 162, 1896; Darboux, Th. des surf. 1, 108.) 

6. Isothermfldchen heiBen Flichen, deren Kriimmungslinien 
ein isometrisches Netz bilden (Nr. 26, 1). Sie bilden eine sehr 
umfangreiche, durch eine Differentialgieichung 4. Ordnung (Wein- 
garten, Berlin. Ber. 1883; Knoblauch, J. f. Math. 1038, 1888; 
Frobenius, J.f. Math. 110,1892; R. Rothe, Diss. Berlin 1897; Ca- 
lapso, Palermo Rend. 17, 1903) bestimmte Fliichenklasse, der die 
meisten genaner bekenren Flachen (Flachen 2. Ordnung, Teiden, 
Rotationsflichen, Flachen konst. mittlerer Krammung He 0,) 
angehéren und ae die Gruppe der Inversionen zulaBt. siween 
Flachen, die bei paralleler Zuordnung konform aufeinander be- 
zogen seab sind abgesehen von Ausnahmefiillen isotherm (Chri- 
Bio ffol. y: fi Math. 57, 1867; Bour, J. de l’Ec. Pol. 39, 1862). 
Betrefis der neuesten itcuatou sel Ane die Arbeiten von R. Rothe, 
OC. R. 142, 1906, Math. Ann. 72,1912 und Raffy, Ann. de 
VEe. Norm. (3) 22. 23 (1905—1906) verwiesen. 

Mit der Theorie der Isothermflichen verkniipft sind die 
Guichardschen N-Flichen (C. R 130, 1900); mit jeder der- 
selben ist eine gleichartige Fliche N’ gekoppelt, die dieselbe sphi- 
rische Abbildung hat, und deren Hauptkriimmungsradien 7’, 1,’ 
mit denen der Fliche N durch die Gleichung 
(192) 1% + 17, = konst. 
verkniipft sind (Calapso, Amn. di Mat. (3) 11, 1905; Jonas, 
Site.-Ber. Berlin. Math. Ges. 17, 1918). 

7. Die Petersonschen P-Flichen (Peterson, Uber Kurven 
und Flichen, Leipzig 1868; Vo8, Math. Ann. 39, 1891; Segre, 
Torino Atti 43, 1908) stellen in gewisser Hinsicht die projek- 
tive Verallgemeinerung der Schiebungsflichen dar; sind 2, : a: 
%: %, die homogenen Koordinaten eines Flichenpunktes, so lauten 
ihre Gleichungen 

= U,+ V;; (¢ = 1, 2, 3,4); 
auf ihnen gibt es ein System von konjugierten Kurven, deren 
Laplacesche 1. und — 1. Transformierte in Kurven ausarten. Auf 


den besonderen Fall, da8B das konjugierte System aus Kriimmungs- 
linien besteht, hat P. Stickel (Heidelb. Ak. Ber. 1915) hin- 


gewiesen. 
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8. Die VoBschen und Guichardschen Flachen. Die Flachen, 
auf denen ein konjugiertes System von geodatischen Linien exi- 
stiert, sind von A. Vo8 (Minch. Ber. 1888) untersucht worden; 
das sphirische Bild dieses Systems ist ein 4quidistantes Kurven- 
netz auf der Kugel: ihre Bestimmung ist daher analytisch mit 
dem Problem der pseudosphirischen Flachen (Nr. 54 (170)) gleich- 
wertig. Sie sind Zentraflichen der Guichardschen Fliche, d. h. 
der Brennflaiche der Guichardschen Strahlensysteme (vgl. Nr. 37 
des vorigen Kapitels). 

9. Die Appelschen Flichen s. Nr. 27 im vorigen Kapitel. 


§ 2. Flachensysteme. 
18. Fldchenscharen. Eine Gleichung 
(193) F(a, y, 2) = @, 
in der @ ein Parameter ist, stellt eine Schar von co? Flachen dar. 


Ihre Orthogonaltrajektorien bilden eine Kongraenz von oo? Kur- 
ven, die durch die Gleichungen 


(194) Rey ass 


gekennzeichnet sind. Umgekehrt besitzt eine Kurvenkongruenz, 
deren Differentialgleichung 


dx dy dz 

(195) shah GAT 4 

lautet, dann und nur dann eine Schar von Orthogonalflichen, 
wenn die Beziehung 


(196) X(¥,—Z,)+ ¥(Z,—X,+2Z(X,—Y, =0 


besteht. 

Das Problem der Kongruenzen ebener Kurven, die eine Schar 
von Orthogonalflachen besitzen (Ribaucour, J. de Meth. (4) 7, 
1891, Cosserat, Toulouse Mém. (10) 1, 1901, Carrus, Paris 
C. R. 140, 1905) fiihrt auf eine Differentialgleichung dritter Ord- 
nung. Die Scharen von abwickelbaren Flichen mit ebenen Ortho- 
gonaltrajektorien sucht Mosch, Math. Ann. 63, 1907. 

19. Dreifache Flichensysteme. Krummlinige Koordinaten. 
Drei Gleichungen 


(197) F,(z,¥,2) =, F,(%, 4,2) = 0, F(a, y, £) = @5 
bestimmen drei Flichenscharen, von denen innerhalb eines ge- 
wissen Bereiches durch jeden Raumpunkt je eine Flache jeder der 
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Scharen hindurchgeht. Durch die Angabe der entsprechenden 
Parameterwerte @,, :, 03 ist der Punkt (a, y, z) vollstindig be- 
stimmt, und man kann daher 9, 0, 03 als die krummlinigen Ko- 
ordinaten eines Raumpunktes auffassen. Das Linienelement des 
Raumes wird hier durch 
ds? = Hy? do,” + H,*dg,? + Hs? de5” 

+ 2hy3dQ.dQg + 2hs,doQsdo, + 2hyedo, des 
dargestellt, wobei 


argh 


Sa) Ox Ox 
mOos Ox, 


(198) 


(199) fo 1,253) 


a 


gesetzt ist. Zwischen diesen FundamentalgréBen besteht eine 
groBe Anzahl von Beziehungen, die den Gau8-Mainardischen 
Gleichungen der Flichentheorie entsprechen. Vgl. die eingehenden 
Untersuchungen von Aoust, Annali di Mat. (1) 6, (2) 2, 3,5 
(1865—1873), Brioschi, Annali di Mat. (2) 1, 1868, Co- 
danzi, Annali di science mat. e fis. 8 (1857), Annali di Mat. (2) 
1, 2, 4, 5 (1868—1873). 

Von besonderer Bedeutung sind die dreifach orthogonalen 
Systeme, die auf rechtwinklige krummlinige Koordinaten im Raume 
fiihren. 8. Nr. 21. 

20. Dreifach konjugierte Systeme. Schneiden sich die Flichen 
eines Systems 0,, 0, 03 gegenseitig in konjugierten Kurvenscharen, 
so bezeichnet man das Flichensystem (195) als ein oe kon- 
jugrertes System (Darboux, Ann. de VE. Norm. (2) % , 1878; 
Théorie des surf. 1V, Syst. orth. S. 361). Es sind die egiiieen 
nicht homothetischen ferdropilinigen Koordinatensysteme im Raume, 
die eine Paralleltransformation zulassen, d. h. die sich punktweise 
derart zuordnen lassen, daB in entsprechenden Punkten die Be- 
riihrungsebenen an entsprechenden Flachen parallel sind (Com- 
bescuresche Transformation, Ann. de VEc. Norm. (1) 4, 1867). 

Die rechtwinkligen Koordinaten x,y,z eines Punktes sind 
mit seinen krummlinigen Koordinaten 0,, 0), 9; in einem konju- 
gierten System durch die Gleichungen 

Ou 
(200) ee HT, 
verbunden, in denen H, den Differentialparameter der Kurve 9, 
und U, ihre Richtungskosinus X,, Y,, 7, bedeuten. Diese GréBen 
hangen durch die Gleichungen 
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(201) re — Bex U, (* k — 2 2, 3) 
oa, te) 
(202) Fo, = Bast Sar 


miteinander zusammen, deren Koeffizienten 8,, den sechs Bedin- 
gungen: 


(203) a = By Bix 


zu geniigen haben. 

Alle parallel zugeordneten Systeme haben dieselben f,, und 
U,; man hat also zur Bestimmung aller Parallelsysteme eines 
pegebeneti nur die GréBen H, aus den Gleichungen (202) zu fin- 
den und die Quadraturen 


(204) da, = H,X,do, + Hy Xda, + H; X3de, 


zu lésen. Weitere Transformationen, die aus einem gegebenen 
neue dreifach konjugierte Systeme herzuleiten gestatten, sind: 
Die Komplementdrtransformation (Darboux, Syst. orth. 368, 
Tzitzéica, Ann. de l’Ec. Norm. (3) 16, 1899); hier stehen: ent. 
sprechende Koordinatenlinien und ines aufeinander senkrecht; 
Die Laplacesche Transformation; sie entspricht der Laplace- 
schen Transformation der partiellen Differentialgleichungen 2. Ord- 
nung und entsteht geometrisch folgendermafen: konstruiert man 
auf der Fliche oe, = konst. die Tangenten an die Kurven 9, = 
konst., so bilden diese eine Linienkongruenz, deren zweite Brenn- 
fliche 
y H, 6% 
“LTT Ope est 
Oe; 


ist. Auf dieser bilden wie auf der Ausgangsfliiche die Parameter- 
kurven @;, 0, ein konjugiertes System. Fiihrt man diese Konstruk- 
tion ftir alle Flichen oe, = konst. aus, so erhalt man eine neue 
Flachenschar g,= konst., und die Parameterkurven 0,, 0, auf 
diesen Flichen bilden zwei Scharen von Flachen, die mit der ersten 
ein konjugiertes System bilden. Beispiele fiir Ronee Flachen- 
systeme gibt Darboux, Ann. de V’Ec. Norm. (2) 17,1878; Tzitzéi- 
ca, Ann. de V’Ec. Norm. (3) 16, 1899; Bianchi, Annali di Mat. 
(3) 23, 1914; Carrus, Paris C. R. 147, 148 (1908—09); J 

de V Ee, Pol. 13, 1909). 


21. Dreifach orthogonale Fldchensysteme. Den wichtigsten 
Fall der krummlinigen Koordinaten bilden die Flichensysteme. 
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die sich senkrecht durchsetzen. Sie sind durch das Verschwinden 
der GroBen h,;, gekennzeichnet, d. h. durch die Gleichungen 


On Ox% oy oy 02 02 4,4 =1,2,3 
» 5 caer! Lig i Rass ae ’ eit} f 
20°) 00; Oo, a5 00; OQ, 00; Ae, 0 ( tk ) 


Den Ausgangspunkt ihrer Theorie bilden die Untersuchungen 
Dupins (Développements de géométrie, Paris 1813), die in dem 
Satze gipfeln: 

Die Parameterfldchen eines dreifach orthogonalen Systems 
schneiden sich gegenseitig in Kriimmungslinien, oder in der von 
Darboux (Ann. de l’Ec. Norm. (1) 3, 1866) gegebenen weiteren 
Fassung: 

Werden zwet orthogonale Fldchenscharen von einer dritten 
Flichenschar senkrecht geschnitten, so schneidet jede Fldche der 
ersten Schar jede Fliche der zweiten in Kriimmungslinien. 

Alle Orthogonalsysteme gehéren demnach zu den dreifach 
konjugierten Systemen; sie kénnen daher durch Aufliésung der 
Gleichungen (200)—(203) der vorigen Nummer gefunden werden, 
wenn die 8;, noch den Orthogonalititsbedingungen 


OBix , Bes 
(206) oe =[ ae oe Bis Pre ae 0 


geniigen. Die H, und f;, haben eine einfache kinematische Be- 
deutung; sie sind die drei Schiebungs- und die sechs nicht ver- 
schwindenden D:ehungskomponenten der von drei Parametern ab- 
haingigen Bewegung, die ein rechtwinkliges Dreikant in alle Lagen 
des von den Normalen an die Parameterflichen gebildeten Drei- 
kants tiberfiihrt (Beltrami, Rend. Ist. Lomb. (2) 5, 1872; Dar- 
boux, Systemes orthogonaux, p. 188). 

Die Darbouxschen Gleichungen (203) und (206) sind in- 
haltlich gleichwertig mit den sechs Laméschen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, die zwischen den Differentialparametern 
H, bestehen (Lamé, Coordonnées curvilignes, Paris 1859); in ihrer 
Lésung liegt die Hauptschwierigkeit des Problems. 

Anstatt durch die Lamé-Darbouxschen Gleichungen die 
sechs nicht verschwindenden Drehungskomponenten zu bestimmen, 
kann man auch die Bedingungen dafiir aufstellen, daB bei dieser 
Bewegung des Normalendreikants immer die tibrigen drei Dre- 
hungskomponenten verschwinden miissen. Man erhilt so fiir das 
Problem drei Differentialgleichungen, die sich auf eine Gleichung 
dritter Ordnung 


Pascal, Repertorium. II. 2. 2. Aufl 72 
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Oru Ow 07 Ou Oru 
pee Eee ee 32 \3ty We ee 
(2077) 00, 60.005 er Bae, 00300 O00 00200 


reduzieren lassen (Bonnet, C. R. 54, 1862; Darboux, Systemes 
orthogonaua, p. 406). Nach der Auflisung der Gleichung (207) 
ergibt sich das sphirische Bild X,Y,Z, (i= 1, 2,3) durch die 
Lésung eines Systems von drei simultanen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Wihrend auf einer Fliche eine beliebige Kurvenschar und 
ihre Orthogonaltrajektorien ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
bilden kann, ist es nicht médglich, eine beliebige Fldchenschar 
durch zwei Scharen von Orthogonalfldchen zu eimem dreifach ortho- 
gonalen System zu ergdnzen. Die Bestimmung einer Laméschen 
Fldchenschar, d. hh. einer Schar von Flachen, die einem dreifach 
orthogonalen System angehiéren kann, fiihrt ebenfalls auf eime 
Differentialgleichung dritter Ordnung (Darboux, Amn. de VEc. 
Norm. (1) 8, 1866; OC. R. 76, 1873; Cayley, C. R. 75, 1872). 

Bei der Allgemeinheit der Aufgabe ist es aussichtslos, die 
allgemeine Lisung zu suchen; es kann sich daher nur darum 
handeln, Partikularlésungen aufzufinden und aus diesen durch ge- 
eignete Transformationen neue Lésungen zu bestimmen. Es ist 
offenbar, daB jede konforme Punkttransformation des Raumes drei- 
fach orthogonale Systeme in ebensolche verwandelt. Indessen sind 
diese Transformationen in ihrer Wirkung beschrinkt, da sie durch 
die Inversionen 


k? a key k?z 


py pe Ney pe WWE PA 


erschépft sind. (Liouville, J. de Math. (1) 12, 1847; Note VI 
zur 5. Aufl. von Monges Application de l’anal. a la géom.) Diese 
bilden die Gruppe der Kugelgeometrie, und es ergibt sich daraus: 

Die Bestimmung der dreifach orthogonalen Fldchensysteme 
im Rawme ist ein Problem der Kugelgeometrie. 


(208) 2, = 


Von diesem Standpunkte aus erscheint die Behandlung der 
Aufgabe durch Liesche Fiinfkugelkoordinaten als naturgemaS 
(Darboux, Ann. del Ec. Norm. (2) 7, 1878; Guichard, Ann. de 
VEc. Norm. (3) 20, 1903; Demoulin, C. R. 140, 141, 1905, 
148, 150, 151, 1909—10). 

Weiter tragend ist die fiir allgemeine konjugierte Systeme 
anwendbare Combescuresche Paralleltransformation (Nr. 20); 
sie erfordert die Bestimmung von H, als Partikularlésung eines 
Systems von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
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OH, Bog Bs, oH, Bs2 Bor 0H, 
002005 Bs, Qe Bs, Os” 
0? 1 06, 0H ‘ 
Delgo, hie veg en beehive) aD, 2)s 
wihrend H, und H, sich daraus durch einfache Differentiationen 
ergeben: 


(210) H, 


(209) 


ee eo, sarees 
Be, 00,” 3 Bsi 20s 

Die Ausdriicke der Koordinaten ergeben sich dann durch die 
Quadraturen (204). 

Eine ‘andere Anordnung des Verfahrens ist von Darboux 
(Th. des surf. 1V, p. 288) angegeben worden. 

22. Besondere dreifach orthogonale Systeme. Die einfachsten 
dreifach orthogonalen Systeme sind die rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten, die Polar- und Zylinderkoordinaten sowie die aus 
ihnen durch Inversion hervorgehenden Flichensysteme. 

Jede Schar von co Ebenen oder Kugeln gehirt zu unendlich 


| vielen Orthogonalsystemen; die Erginzungsscharen werden erhalten, 
indem man auf einer Ebene oder Kugel der Schar ein orthogo- 


nales Kurvensystem konstruiert und die Flichen bestimmt, die von 
den Orthogonaltrajektorien der Ebenen- oder Kugelschar langs der 
Kurven des gewihlten Netzes gebildet sind (Enneper, Math. 


_ Ann. 47,1873; Ribaucour, OC. R. 75, 1872; Darboux, Systémes 


orthogonauz, p. 26—35). 
Jede Schar von Parallelfldchen bildet mit den beiden Scharen 


von abwickelbaren Flichen ihrer Normalenkongruenz eim dreifach 
orthogonales System. 

Weitere bemerkenswerte Orthogonalsysteme sind: 

a) Die konfokalen Flichen zweiter Ordnung 


io Op oe 

(211) Ge gras Mi oe a 1 
—~o<a<?<9<0P<oe, <a; 

(Binet, J. de VEc. Pol. (9), cah. 16, 1813; Dupin, Développe- 

ments de géométrie, Paris 1813), sie bilden die von Lamé (J. de 

Math. (1) 2, 1837; Lecons sur les coordonnées curvilignes, Paris 

1859 und Jacobi (J. f. Math. 19, 1839) zuerst angewandten 

,,elliptischen Koordinaten“. 

b) Die zyklidischen Koordinaten (Darboux, C. R. 59, 1864; 
Moutard, ebenda); sie bestehen aus konfokalen Zykliden, die in 
Lieschen Fiinfkugelkoordinaten durch die Gleichungen 

oes 
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dargestellt werden (F. Klein, Math. Ann. 5, 1872; ausfiihrliche 
Diskussion auch der Sonder- und Grenzfille bei B6cher, Kethen- 
entwicklungen der Potentialtheorie, Leipzig 1894). 

c) Die isothermen Orthogonalsysteme. Ein krummliniges Ko- 
ordinatensystem heiBt isotherm, wenn sich in einem homogenen 
Medium ein stationirer Warmezustand einstellen kann, in dem 
eine Schar von Koordinatenflichen die Flachen konstanter Tem- 
peratur werden. Dié reellen Isothermsysteme sind durch die fol- 
gende Reihe erschépft: 

1. Eine Schar von Parallelebenen, die von zwei dazu senk- 
rechten Scharen von isothermen Zylindern geschnitten werden. 

2. Eine Schar konzentrischer Kugeln und zwei Scharen iso- 
thermer konzentrischer Kegel. 

3. Die Scharen konfokaler Rotationsflichen zweiter Ordnung 
und ihre Meridianebenen. 

4. Die konfokalen Flachen zweiter Ordnung. (Lamé, J. de 
Math. (1) 8, 1843; Bonnet, J. de l’Ec. Pol. cah. 30, 1845.) 

Die allgemieine Frage ack den Orthoponaleystetion: die aus 
lauter Isothermflachen (Nr. 17, 6) bestehen, hat Darboux (Ann. 
de VEc. Norm. (2) 7, 1878) eradio® 

d) Die eylblischen Systeme Ribaucours. Die Kreise der nor- 
malen Kreiskongruenzen (Kap. 41, Nr. 40) lassen sich in zwei 
Scharen von einander senkrecht schneidenden Flachen anordnen, 
die von den Orthogonalflichen der Kongruenz zu einem dreifach 
orthogonalen System erginzt werden. Solche Systeme werden als 
zyklische Systeme bezeichnet. 

Konstruiert man zu einer Fliche F' eines heliebigen Ortho- 
gonalsystems O die Kriimmungskreise der Orthogonaltrajektorien, 
so bilden diese eine Kreiskongruenz, dieser entspricht das lings 
der F'liche F' beriihrende zyklische System von O. 

Die zyklischen Systeme, die der Bianchischen Komplemen- 
tirtransformation der pseudosphirischen Flachen entsprechen 
(Nr. 12), enthalten eine Schar von isometrischen pseudosphirischen 
Flachen. 

Die entsprechenden normalen Kreiskongruenzen bestehen aus 
kongruenten Kreisen. 

e) Die Bianchischen Systeme. Die Orthogonalsysteme, die 
eine Schar von pseudosphiarischen Flachen enthalten, sind von 
Bianchi (Amnali di Mat. (2) 3, 14, 1885—86, Vorleswngen, p. 679) 


§ 2. Flachensysteme. Literatur. 1131 


untersucht worden; sie sind bestimmt durch die simultanen Lé- 
sungen der Gleichung (207) und 


O7w O7w sin w COS 
213 a SS So 
ot 00,7 es? B(e,) ? 
c 1 ‘ 
in der — Re das konstante Kriimmungsma8 der Flichenschar 


03 = konst. bedeutet. Sie enthalten als Untergruppe die Systeme, 
bei denen FR = konst. ist (Weingartensche Systeme); fiir diese re- 
duziert sich (207) auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Die Bianchischen Systeme lassen, wie die einzelnen pseudo- 
sphirischen Flaichen, die Bicklundsche Transformation zu. 

f) Aus kinematischen Fragestellungen heraus ergeben sich 
die Orthogonalsysteme mit einer Schar kongruenter Flachen (Dar- 
boux, Ann. de V’Ec. Norm. (2) 7, 1878; L. Lévy, J. de Math. (4) 
8, 1892; Mém. cour. et mém. des sav. étr. de l’Ac. de Belgique 54, 
1896; Haag, Ann. de Vc. Norm. (3) 2%, 1910), die E-Systeme, 
bei denen die sphirischen Bilder der Flachen einer Schar zu- 
sammenfallen (Egorov, C. R. 181, 1900, 131, 1901; Demou- 
lin, C. R. 1386, 1903; Darboux, Syst. orth. p. 429) und die 
Guichardschen Systeme (Systémes triple-orthogonaux, Paris 1905). 

Eine zusammenfassende Darstellung der bisherigen Ergeb- 
nisse geben die oft genannten Legons sur les systémes orthogonuux 
(2. Aufl., Paris 1910) von G. Darboux, zu deren Erginzung 
aber auch die Théorie des surfaces desselben Verfassers heranzu- 
ziehen ist. Auch die Vorlesungen von Bianchi und die Mono- 
graphie von ©. Guichard (Sur les systémes triple-orthogonaux, 
Paris 1905) geben eine ausfihrliche Darstellung einzelner Sonder- 
probleme. Zu nennen ist auch das klassische Werk von Lamé, 
Lecons sur les coordonnées curvilignes, Paris 1859, das ein nament- 
lich ftir physikalische Anwendungen bestimmtes reiches Formel- 
material liefert. 


Literatur. 


Der kurze Uberblick, der auf den voraufgehenden Seiten zu 
geben versucht wurde, zeigt, daB ,,die Differentialgeometrie noch 
in ihren Anfangen steckt“ (Knoblauch, Grundlagen, Vorwort). 
Das Hauptinteresse der Geometrie ist der Fiille der Einzelformen 
und dem Entwirren der geheimnisvoll hin und wieder spielenden 
Verbindungsfiden zugewandt, so daB eine stetig anwachsende 
Zahl yon Einzeltatsachen den Uberblick tiber das Ganze je linger 
je mehr erschwert. Dabei ist angesichts der Schwierigkeit der 


1132 Kap. XLII. Besondere Flachenklassen und Flachensysteme. 


ersten Orientierung in einem weiten Gebiet zunichst die Sorge 
um die Tragweite der einzelnen Ergebnisse vielfach zuriickgetreten, 
die ausschlieBliche Betrachtung des ,,allgemeinen Falles* laBt die 
notwendige Umgrenzung der Singularititen vernachlissigen. Man 
hat in diesem Sinne geradezu von einem Raubbau reden kénnen, 
der die heutige geometrische Forschung charakterisiert (Study, 
Rezension von Bianchis ,,Vorlesungen‘, Arch. Math. Phys. (3) 18, 
1911). Selbst die systematische Gliederung des Stoffes nach 
gruppentheoretischen Gesichtspunkten ist kaum angebahnt; die 
Untersuchung benutzt, soweit sie sich nicht auf rein geometrische 
Anschauung stiitzt, fast durchweg kartesische Koordinaten, auch 
wo es sich um Probleme der affinen, projektiven oder konformen 
Geometrie handelt, und fiihrt andere Koordinaten héchstens ge- 
.legentlich als bequemeres Rechenhilfsmittel, nicht aber als das 
dem im Frage stehenden Problem allein konforme analytische Ge- 
wand ein. Neuerdings ist eine systematische Behandlung der pro- 
jektiven Differentialgcometrie von Wilczynski (Projective diffe- 
rential geometry of curves and ruled surfaces, Leipzig 1906, Project. 
diff. geometry of curved surfaces, Amer. Math. Soc. Trans. 8—10, 
1907—1909, Théorie génér. des congruences, Belg. Mém. (2) 8, 
1910) und seiner Schule sowie von Fubini (Palermo Rend. 48, 
1919 mit weiteren Literaturangaben) in Angriff genommen; auch 
die affine Differentialgeometrie ist, durch W. Blaschke (Leipz. Ber. 
1916—1918) angeregt, weiter ausgebaut worden. Letzterer hat 
auch die bis dahin lange vernachlissigten Probleme der ,,Differen- 
tialgeometrie im Groen“ (vgl. Kreis und Kugel, Leipzig 1915) 
wesentlich gefdrdert. Indessen liegen hier, ebenso wie in den der 
Revision der Grundlagen gewidmeten Arbeiten von Study (Amer. 
J. 32, 1910, Leipe. Ber. 68,1911) erst Ansitze einer Entwicke- 
lung vor, die in der Literatur des Gesamtgebietes noch vereinzelt 
dastehen. In dieser sind es, soweit iiberhaupt auf eine gewisse 
systematische Anordnung des Ganzen Bedacht genommen wird, 
im wesentlichen zwei verschiedene Prinzipien, nach denen der Ge- 
samtstoff geordnet wird. Auf der einen Seite geht man, den Tra- 
ditionen der Mongeschen Schule folgend, von kinematischen Ge- 
sichtspunkten aus; dadurch gelingt es, auch bei weitgehender 
Verwickelung der analytischen Prozesse stets den Anschlu8 an die 
geometrische Anschauung zu bewahren. Ihre klassische Darstellung 
hat diese Forschungsrichtung in der vierbindigen Théorie des 
surfaces yon G. Darboux (Paris 1887—1896) erfahren, auch 
R. v. Lilienthal (Vorl.tib. Differentialgeom., 2 Bd., Leipzig 1908 
—1913) bevorzugt kinematische Vorstellungen. Das analytische 
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Riistzeug von E. Study (Geom. d. Dynamen, Leipzig 1903, Sitz.- 
Ber. Berl. Math. Ges. 12, 1912) ist fir flichentheoretische Pro- 
bleme bisher kaum nutzbar gemacht worden. 

Andererseits geht man im Anschlu8 an GauB und Rie- 
mann (Habilitationsvortrag) von der Theorie der quadratischen 
Differentialformen aus, die, von Christoffel (s. Nr. 10 des Kap.41) 
entwickelt, durch die neuesten physikalischen Vorstellungen (Ein- 
steins allgemeine Relativititstheorie) an allgemeiner Bedeutung 
erheblich gewonnen hat. Sie ist durch die Arbeiten yon Ricci 
(Lezioni s. teor. d. superf., Verona-Padova 1898, Math. Ann. 54, 
1901), Hessenberg (Acta Math. 23,1899, Math. Ann.'78, 1917), 
Levi-Civita (Palermo Rend. 42, 1917) und Weyl] (Math. Zs. 
2, 1918, Rawm, Zeit, Materie, 3. Aufl, Berlin 1919) wesentlich 
gefordert worden. Das grundlegende Lehrbuch ist hier L. Bianchi, 
Lezioni di geometria differenziale, 2. Aufl.,3 Bde., Pisa 1902—1909, 
deutsch Leipzig 1910). Systematisch wird die Flachentheorie 
als Invariantentheorie eines Paares binirer quadratischer Diffe- 
rentialformen von J. Knoblauch, Grundlagen der Differential- 
geometrie, Leipzig 1913, aufgefaBt, doch schligt die vom Verf. 
entwickelte Methode der geometrischen Ableitungen wieder eine 
Briicke zur Kinematik. 

Neben diesen gréBeren Handbiichern, denen als alles um- 
fassende Materialsammlung die Enzyklop. der math. Wiss. Bd. III 
angefiigt sei, ist ene Anzahl von Lehrbiichern zu nennen, die den 
Anfainger in die Theorie einfiihren und zum Verstindnis der Ori- 
ginalarbeiten anleiten wollen: 

F. Joachimsthal, Anw. der Diffentialrechn. auf die allg. 
Theorie der Fldchen, 3. Aufl. Leipzig 1890. 

J. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der Fldchen, 
Leipzig 1888. 

G. Scheffers, Theorie der Fldchen, Leipzig 1913 (Anwen- 
dungen der Differential- und Integralrechnung Ba. I1). 

V.u. K.Kommerell, Allgemeine Theorie der Raumkurven 
und Fldchen, 3 Bde., Leipzig 1909—1911 (Sammlung Schubert 
Bd. 29, 44, 62). 

Demartres, Cows de géométrie infinitesimaie, Paris 1913. 

Vessiot, Lecgons de géométrie supérieure, Lyon 1906. 

Hisenhart, Differential Geometry, Boston 1909. 

Nicht als Lehrbuch, sondern zur Orientierung tiber die Ge- 
samtheit der Probleme gedacht sind die héchst anregenden auto- 
graphierten Vorlesungshefte von . 

F. Klein, Héhere Geometrie, 2 Bde., Leipzig 1892/94. 
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Diagonalen des Vierseits 111 
Diakaustik 445 

Diakaustika 496 
Diametralbtindel (Kreisbiindel) 35 


Diametralebene des Ellipsoids 555 | 


Diametralebene des Paraboloids 
556 

Diametralkreis (beim Kreisbiindel) 
35 i 

Diasymmetrische Kurve und Fliche 
305 

Differentialgeometrie, ebene 484 

Differentialinvarianten einer ebe- 
nen Kurve 494 

Differentialparameter 1071 

Differenzspirale 469 

Differenz zweier Vollscharen 311 

Dilatation 443 

direkte Kongruenz zweier Stranl- 
biischel 133 

Direktorkreis eines Kegelschnitts 
230 

Direktrix der Kegelschnitte206,241 

Direktrix eines Polarsystems 219 

diskordante Projektivitit 117 

Diskriminante einer Punktgruppe 
131 

Diskriminantenindex 301 


Register. 


distributives Gesetz (beim Rech- 
nen mit Strecken) 17 

Doppelelemente einer Involution32 

Doppeleilinie (Miinger) 459 

Doppelkurve bei mehrdeutigen 
Transformationen 366 

Doppelpunkt der Flachen 2. Ord- 
nung 561 

Doppelpunkt einer ebenen alge- 
braischen Kurve 273 

Doppelpunkte der Involution 31 

Doppelpunkt einerPunktinvolution 
52 

Doppelsechs 787 

Doppelstrahlen einer Strahlenin- 
yolution 54 

Doppeltangente einer ebenen al- 
gebraischen Kurve 274 

Doppeltangentialebene einer 
Raumkurve 4. Ordnung 1. Spe- 
zies 642 

doppelte Beriihrung zweier Fla- 
chen 2. Ordnung 624 

Doppelverhiltnis 50 

Doppelverhaltnis yon vier Punk- 
ten einer Raumkurve 4. Ord- 
nung 646 

Doppelvier 865 

Drahtmodelle der Flaichen 2. Ord- 
nung 551 

Drehpunkt 25 

Drehspiegelungen 100 

Drehung (in der Ebene) 25, 100 

Drehzentrum bei Kongruenz 23 

dreiachsige Flichen2.Ordnung 566 

Dreieck, seine Definition 6 

Dreifache Sekanten der Raum- 
kurve 4. Ordnung 645 

Dreiteilung des Winkels 22 

Dreiseit 110 

dualer Satz 109 

dual gleichseitige Flichen 2, Ord- 
nung 576 

Dualitit im Biindel 110 

Dualititsprinzip 109 

Dualitaét im ebenen Feld 110 

dual orthogonale Flache 2. Ord- 
nung 576 

Dupel (von Geraden einer Flache 
3. Ordnung) 786 

Dupinsche Indikatrix 1074 

Dupinsche Zyklide 843, 870, 1090 

Durchmesser der Ellipse 201 


Register. 


Durchmesser des Ellipsoids 555 

Durchmesser des Paraboloids 556 
Durchmesser einer Raumkurve 638 
Dycksche Kurve 4. Ordnung 415 


E 


ebene algebraische Kurven 270 

ebene analytische Enveloppe 138 

ebene analytische Kurve 136 

Ebene, Definition 6 

ebene Kreisgeometrie 26 

Ebenenbiindel 56, 106 

Ebenenbiischel 56, 106 

Ebenenbiischel 3. Ordnung 632 

Ebenenenveloppe 146 

Ebenengewinde 146 

Ebenengewinde 3. Ordnung 632 

Ebenengewinde 4. Ordnung 639 

Ebenenkoordinaten 77 

Ebenenraum 106, 968 

Ebenenteil (Produkt dreier Punkte) 
163 

ebenes Polygon 20 

ebene Schnitte der Flachen 2. 
Ordnung 592 

Eckardtsche Fliche 828 

Kcekardtscher Punkt 828 

ettektive Dimension eines voll- 
stindigen Kurvensystems 335 

Hichkurve (Minkowski) 96 

eigentliche Ebene 104 

eigentliche Flachen 2. Ordnung 561 

eigentliche Gerade 103 

eigentlicher Doppelpunkt 273 

eigentliches Polarsystem 124 

einachsige Flachen 2. Ordnung 
506 

eindeutige Beziehung zwischen 
zwei Figuren 108 

eindimensionaler Komplex (Strek- 
kenkomplex) 177 

Eineck, Definition 11 

einfache algebraische Fliche 649 

einfache algebraische (ebene)Kurve 
272 

einfache Flache 836 

einfaches lineares Flichensystem 
667 

einfaches lineares Kurvensystem 
277 

einfaches Polygon 8 

Einheitsebene im projektiven Ko- 
ordinatensystem 143 
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Hinheitsgerade im homogenen Ko- 
ordinatensystem 136 
Kinheitslinie 88 
Einheitspunkte im affinen Koor- 
dinatensystem 88 
Hinheitspunkt im projektiven Ko- 
ordinatensystem 134, 142 
Hinhiillende von ebenen Kurven495 
einseitige Flichen 180, 183, 720 
einschaliges Rotationshyperboloid 
537 
einschaliges Hyperboloid 542 
Hinschntirungslinie einer Kurven- 
schar 497 
elementare Kombinanten einer ra- 
tionalen Kurve 329 
Elementargeometrie, ihre Grund- 
lagen 3 
elementarverwandte Gebilde 176 
Ellipsoid (allgemeines) 540 
ellipsoidische Komplexe 1018 
elliptische Bewegung 471 
elliptische ebene Kurve 309,316,332 
elliptische Flachen 777 
elliptische Homologie 124 
elliptische Involution 32, 118 
elliptische Koordinaten 258 
elliptische Kurven 4. Ordnung 422 
elliptische Ma8bestimmung 508, 
510 
elliptische Projektivitaét 117, 132 
elliptische Punktinvolution 52 
elliptische Strahleninvolution 54 
elliptischer Kegel 538 
elliptischer Zylinder 538 
elliptisches Kreisbiischel 33 
elliptisches Paraboloid 545 
Ellipsendrehbank 211 
Ellipse, ihre Gestalt 201 
Ellipse, ihre Scheitelgleichung 199 
Ellipse, als Schnitt eines Kegels 
199 
endlicher Flachenmantel (Rohn) 
718 
Enneaeder (auf Fliichen 3.0.) 791 
Ennepersche Flachen 1115 
Ennepersche Minimalfliche 1111 
Epitrochoide (Hpizykloide) 466 
erste Polare ein. Geraden bez. einer 
Flache (Bobillier, Cremona) 660 
erste Polare eines Punktes bez. 
einer ebenen Kurve 278, bez. 
einer Flaiche 659 
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Erzeugende der Flichen 2. Ord- 
nung 560, 582 

Erzeugende des einschaligen Hy- 
perboloids 551 


Erzeugende des hyperbolischen 
Paraboloids 553 
Erzeugnis projektiver Strahl- 


biischel und Punktreihen 232 

Erzeugung algebraischer Kurven 
287 

Erzeugung der Flichen 2. Ord- 
nung 590 

Erzeugung der Kurven 3. Ord- 
nung 382 

Erzeugung der Kurven 4. Ord- 
nung 398 

Erzeugung von Raumkurven und 
Flachen 672 

Euklidisches Axiom 15 

Eulersche Formel fiir 4 Punkte 
eiuer Geraden 49 

Eulersche Formel fiir einfach zu- 
sammenhangende geschlossene 
Flaichen 182 

Kulersche Formel, erweitert 184 

Eulersche Formel fiir » Dimen- 
sionen 193 

Eulerscher Satz 1073 

EKuler-Savarysche Formel 447 

Evolate 441, 491 

Evolute der Kegelschnitte 245 

Evolutenfliiche 1089 

Evolutoide (ebene) 496 

Evolutoiden 444, 1066 

Evolvente 441, 492 

Evolventenflache 1090 

Existentialaxiome d. Topologie 174 

externe Transformation 187 

ExzeB der fundamentalen Ele- 
mente 336 

exzentrische Anomalie 
Ellipse 202 

Exzentrizitat 201 

KF 

Fadenkonstruktion einer Ellipse 
202 

Fadenkonstruktion des Ellipsoids 
610 

Fadenmodell des einschaligen Hy- 
perboloids 552 

Fadenmodell des hyperbolischen 
Paraboloids 553 


bei der 


Register. 


Fadenmodelle der Raumkurven 
4, Ordnung 1. Spezies 644 
Faltenpunkt einer algebraischen 

Flache (Korteweg) 652 
Fanosches Axiom 105 
Fermatsche Spirale 475 
Figur (Definition) 106 
Filarevolute 1053 
Filarevolvente 1052 
Flaiche (topologisch) 177 
Flachengeschlecht 694 
Flachenkomplexe 177, 179 
Flichenmantel 717 
Flachenquotient 94 
flichentreue Abbildungen 1102 
Fliche zweiter Ordnung 537, 556 
Fliche zweiter Klasse 557 
Flache dritter Ordnung 783 
Flache vierter Ordnung 850 
Fliche, algebraische 649 
Flichenelement 1069 
Flachengebiisch 629 
Flachennormale 1067 
Flaichentheorie 1067 
Fluchtebene 148, 969 
Fluchtlinie 140 
Fluchtpunkte zweier eigentlicher 

Punktreihen 132 
Fokalachsen der Flachen 2. Ord- 

nung 603 
Fokale 448, 465 
Fokaleigenschaften der Ellipsoide 

und Hyperboloide 608 
Fokaleigenschaften der Kegel 607 
Fokaleigenschaften der Parabo- 

loide 610 
Fokaleigenschaften 

Raume 969 
Fokalellipse des Ellipsoids 542 
Fokalellipse des einschaligen Hy- 

perboloids 543 
Fokalellipse des 

Hyperboloids 544 
Fokalhyperbel des Ellipsoids 542 
Fokalhyperbel des einschaligen 

Hyperboloids 543 
Fokalhyperbel des zweischaligen 

Hyperboloids 544 


kollinearer 


zweischaligen 


| Fokalkegelschnitte der Flachen 


2. Ordnung 603f. 
Fokalkegelschnitte d.Ellipsoids542 
Fokalkegelschnitte des einschali- 

gen Hyperboloids 543 


Register. 


Fokalkegelschnitte des zweischa- 
ligen Hyperboloids 543 


Fokallinien kollinearer ebener 
Felder 140 

Fokalkurven 869 

Fokalparabeln des elliptischen 


Paraboloids 546 
Formenmodul 920 
Frégierscher Punkt 241 
Frégierscher Satz 241 
Frenetsche Formeln 1045 
Fresnelsche Wellenfliche 861,1026 
Fuchssches Polygon (Poincaré) 186 
Fundamentalgruppe einer Flache 
(Poincaré) 188 
Fundamentalinvolution 329, 943 
Fundamentalkomplexe 1008, 1017 
Fundamentalkurven der biratio- 
nalen Transformation 358 
Fundamentalkurvender rationalen 
Transformation 357, 366 
Fundamentalkurve eines Kurven- 
systems aufeiner alg. Fliche 744 
Fundamentalkurven eines vollstiin- 
digen Systems von Kurven 336 
Fundamentallinien einer Raum- 
transformation 983 
Fundamentalpunkte der biratio- 
nalen Transformation 358 
Fundamentalpunkte derrationalen 
Transformation 357 
Fundamentalpunkte einerF lachen- 
transformation 742 
Fundamentalpunkt eines Systems 
algebraischer Kurven 277 
Fundamentalreihe von Punkten 
einer Geraden 105 
Fundamentalsatz der Adjunktion 
749 
Fundamentalsatz 
759 
Fu8punktkurven 486 
FuBpunkttransformation 443 
G 
Galileische Spirale 475 
Galoissche Gruppe bei den Be- 
riihrungskurven 324 
GauBsche Kugel 1076 
GauBsches Kriimmungsmaf 521, 
1074 
Gau8-Mainardische Gleichungen 
1076 


yon Enriques 
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| gebrochene Hauptfokaldistanzen 
beiF lachen 2.Ordnung : Ellipsoid 
und Hyperboloid 609, Paraboloid 
611 

Gebiisch von algebraischenF lichen 
666 

Gebtisch von Flachen 2. Ordnung 
629 

Geflecht von algebraischen Flichen 
666 

GegenfuBpunktkurve 444 

Geisersche Methode zur Konfigu- 
ration der Doppeltangenten 412 

Geiserscher Satz 823 

Gelenkviereck 474 

gemeine Schraubenlinie 1057 

gemischte Polare 129 

geodatische Abbildung 1103 

geodiitische Dreiecke 1085 

geoditische Ellipsen 1088 

geodatische Hyperbeln 1088 

geoditische Linien 1083 

geoditische Linien auf Kegel- 
flachen 1059 

geoditische Parallelen 1085 

geodatische Parallelkoordinaten 
1088 

geodiitische Polarkoordinaten 1088 

geoditisché Windung 1086 

geometrische ebene Kurven 270 

geometrische Invariante 753 

geometrische Quadratrix von Oza- 
nam 457 

ceometrisches Geschlecht einer al- 
gebraischen Flaiche 751 

geometrisches Mittel 49 

gerade Linien der Flachen 2. Ord- 
nung 551 

gerade Polare eines Punktes bez. 
einer Kurve 8. 0. 378, bez. einer 
Kurve 4. O. 399 

gerader Kreiszylinder 538 

geradlinige Flachen 1105 

Gesimsflichen 1122 

gescharte Involution im Raum 971 

gescharte Kollineation 971 

Geschlecht einer ebenen algebrai- 
schen Kurve 287, 297 


| Geschlecht einer Flache 184 
Geschlecht einer Raumkurve 888 


Geschlecht einer Regelfliche 724 
geschlossener Kurvenzug einer 
ebenen algebraischen Kurve 303 
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Gestalt der ebenen Kurven 4. Ord- 
nung 398 

Gewebe auf einer Flache 1089 

Gewebe algebraischer Kurven 276 

Gewebe vonalgebraischen Flachen 
666 

Gewinde von Strahlen 996 

gewohnliche Singularitaten einer 
algebraischen Fliche 689 

gewohnlicher Riickkehrpunkt 273 

gleichférmige Polaritaten 121 

Gleichheit, als affine Beziehung 97 

gleichseitige Flichen 2. Ordn. 575 

gleichseitige Hyperbel 204, 229 

gleichseitige Punktinvolution 53 

gleichseitige Strahleninvolution 54 

Gleichung der Flachen 649 

Gleichung der algebr. Kurven 272 

Gleichung der Flachenschar 2. Ord- 
nung in Punktkoordinaten 619 

Gleichang der Flache 2. Ordnung 
in Strahlen- und Achsenkoordi- 
naten 582 

Gleichung des Flichenbiischels 2. 
Ordnung in Achsenkoordinaten 
619 

Gleichung des Flichenbiischels 2. 
Ordnung in Ebenenkoordinaten 
618 

Gleichung der geraden Linie in 
der Ebene 68 

Gleichung einer Ebene 77 

Gleichung einer Fliche 2. Ord- 
nung in Punkt- oder Kbenen- 
koordinaten 581 

Gleichung einer Schar von Fli- 
chen 2. Ordnung 616 

Gleichung eines Bindels von Fla- 
chen 2. Ordnung 627 

Gleichung eines Flachenbiischels 
2. Ordnung 616 

Gleichung eines Kegelschnitts in 
Polarkoordinaten 206 

Gleichwinkelinvolution 233 

Glissetten (Gleitkurven) 447 

Gépelsches Tetraeder 856 

Grad eines linearen, ebenen Kur- 
vensystems 278 

Grad der rationalen Funktionen 
einer Kurve (Weierstra8) 309 

Grad eines linearen Flichensy- 
stems 668 

Grad einer Regelfliche 723 


Register. 


graphische Higenschaften der Fi- 
guren 55 

Graphen 179 

GraBmannsche Erzeugungsart der 
Flichen 3. Ordnung 806 

GraBmannsche Erzeugungsart 
einer Kurve 3. Ordnung 383 

GraBmannsche Punktrechnung 161 

Gratlinie 1051 

Grenzpunkt zweier Strecken 112 

Grenzpunkte bei Strahlenkongru- 
enzen 1093 

Grunddreieck beim projektiven 
Koordinatensystem 134 

Grundelemente eines projektiven 
Koordinatensystems 127 

Grundflachen einer Schar vonFli- 
chen 2. Ordnung 616 

Grundflichen eines Btischels von 
Flachen 2. Ordnung 616 

Grundgebilde 106 

Grundkurve eines Biischels von 
Flachen 2. Ordnung 616 

Grundlinie eines linearen Fla- 
chensystems 667 

Grundoperationen der projektiven 
Geometrie 108 

Grundpunkte des Biindels von 
Flachen 2. Ordnung 627 

Grundpunkte eines Kegelschnitt- 
biischels 246 

Grundpunkt eines linearen Fla- 
chensystems 667 

Grundpunkte beim projektiven Ko- 
ordinatensystem 134, 142 

Grundtangenten einer Kegel- 
schnittschar 253 

Grundtransformation 100 

Grundtetraeder 162 

Grundtetraeder beim projektiven 
Koordinatensystem 142 

Gruppe im biniren Gebiet 129 

Gruppen gleichen Niveaus 309 

Guichardsche Flichen 1124 

Guichardsche Kongruenzen 1096 


H 
Habichscher Satz tiber Rollkurve 
494 
Halbebene, Definition 6 
Halbdrehung nach Hjelmsley 532 
Halbraum, Definition 10 
Halbstrahl, Definition 11 


Register. 


Halbstrahlen als orientierte Ge- 
rade 43 
Hamiltonsches 
179 
harmonische algebraische Kurven 
280 
harmonische Ebenen (Definition) 
112 
harmonische Gerade des Wende- 
punktes einer Kurve 3. 0. 385 
harmonische Flaiche bei Flichen 
3. O. 798 
harmonische Kurve 353 
harmonische Kurve3. Ordnung 375 
harmonische Pole (Steiner) 216 
harmonische Polarebenen 580 
harmonische Polare 216 
harmonische Pole der Kegelschnitt- 
netzkurven 262 
harmonische Pole in bezug auf 
eine Flache 2. Ordnung 579 
harmonische Punkte 29, 112 
harmonische Punktmenge 114 
harmonische Strahlen 32, 112 
harmonischer Komplex 1025 
harmonisches Mittel 49 
Harmonizantezweier algebraischer 
Kuryen (Battaglini) 280 
Hartscher Satz fiir Kurven 3.0.375 
Hauptachse des elliptischen Kegels 
539 
Hauptachse des Paraboloids 545 
Hauptachsen des Ellipsoids und 
Hyperboloids 540 
Hauptachsenkoeffizienten bei Fla- 
chen 2. Ordnung 564, 594 
Hauptachsenproblem der Flachen 
2. Ordnung 563, 594 
Hauptachsenrichtungen der Fla- 
chen 2. Ordnung 564, 594 
Hauptbrennpunkte des einschali- 
gen Hyperboloids 543 
Hauptbrennpunkte des Ellipsoids 
542 
Hauptbrennpunkte des Ellipsoids 
und Hyperboloids 603 
Hauptbrennpunkte des 
schen Paraboloids 545 
Hauptbrennpunkte des hyperboli- 
schen Paraboloids 547 
Hauptbrennpunkte des zweischa- 
gen Hyperboloids 543 
Hauptdreikantd.Raumkurven1044 


Pascal, Repertorium If. 2. 2. Aufl. 


Dodekaederspiel 


ellipti- 
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Hauptebenen bei einem Flaichen- 
biischel 2. Ordnung 620 
Hauptebenen beim  elliptischen 
Kegel 539 
Hauptebenen des Ellipsoids und 
Hyperboloids 540 
Hauptebenen des Paraboloids 545 
Hauptebenen eines Strahlenkom- 
plexes 994 
Hauptebenen bei 
gruenzen 1093 
Hauptkorrelation 1010 
Hauptkreis eines Kegelschnitts 230 
Hauptkreisschnittebenen desEllip- 
soids 549 
Hauptkreisschnittebenen des ein- 
schaligen Hyperboloids 549 
Hauptkreisschnittebenen des zwei- 
schaligen Hyperboloids 550 
Hauptnormale 1042 
Hauptproblem des Nexus 183 
Hauptpunkte eines Strahlenkom- 
plexes 994 
Hauptpunkte bei einem Flachen- 
biischel 2. Ordnung 620 
Hauptsehnen der Raumkurve 4. 
Ordnung 2. Spezies (Bertini) 646 
Hauptstrahl eines Flaichengebii- 
sches 2. Ordnung 630 
Hauptstrahlen bei quadratischen 
Raumtransformationen 986 
Hauptschnitte des einschaligen 
Hyperboloids 542 
Hauptschnitte des Ellipsoids 541 
Hauptschnitte des  elliptischen 
Paraboloids 545 
Hauptschnitte des hyperbolischen 
Paraboloids 546 
Hauptschnitte des zweischaligen 
Hyperboloids 543 
Haupttangenten einer algebrai- 
schen Fliche 652, einer allge- 
meinen Flache 1031 
Haupttangenten bei Zykeln 44 
Henkel beizweiseitigenFlachen184 
Hennebergsche Minimalflache 1111 
Hermitesche Kurve eines Kegel- 
schnittgewebes 264 
Hermitesche Kurve eines Kegel- 
schnittnetzes 263 
Herzlinie 460 
Hessesche Flache einer alg. Fliche 
683 


Strahlenkon- 


73 
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Hessesche Flache einer Fliche 3. | 
| Homologieachsen 123 


Ordnung 630, 795 
Hessesche Gruppe 130 
Hessesche Gruppe der Kurventan- 
genten in einem vielf. Punkte 284 
Hessesche Konfiguration 384 
Hessesche Kovariante 394, 804 
Hessesche Kurve einer ebenen alg. 
Kurve 283 
Hessesche Kurve 
schnittnetzes 263 
Hessesche Kurve eines algebrai- 
schen Kurvennetzes 283 
Hessesche Kurve eines 
schnittgewebes 263 
Hessesche Kurve einer Kurve 3. 
Ordnung 379 


eines Kegel- 


Kegel- 


Hessesche Methode zur Konfigu- | 


ration der Doppeltangenten einer 
Kurve 4. Ordnung 410 

Hessesche Normalform der Ebe- 
nengleichung 80 

Hessesche Normalform der Linien- 
gleichung 69 

Hessescher Kegel 684 

Hilbertsche charakteristische 
Funktion eines Formenmoduls 
920 

de la Hiresche Kreise 448 

Hjelmslevsche Begriindung der 
ebenen Geometrie 531 

héhere Hyperbeln 479 

héhere Kreisinvolventen 475 

héhere Parabeln 479 

homaloidisches lineares Flichen- 
system 668 

homaloidisches Netz ebener al- 
gebraischer Kurven 278 

homogene_ kartesische Ebenen- 
koordinaten 77 

homogene kartesische Koordinaten 
einer geraden Linie 71 

homogene kartesische Koordinaten 
eines Punktes 71 

homogene Koordinaten der gera- 
den Linie 78 

homogene projektive Koordinaten 
eines Punktes 128, 134, 142 

homogene projektive Koordinaten 
einer Ebene 143 

homogene projektive Linienkoor- 
dinaten 136 


| hyperbolische 


homographische ebene Felder 119 | 


Register. 


homographische Raume 122 


Homologieebene 123 
homologes Element 108 
Homologie als Kollineation zwi- 
schen zwei Raumen 123 
Homologiezentrum 123 
hom6omorphe Gebilde 176 
homéomorphe Flachen 183 
homothetische Kegelschnitte 231 


| homothetische Transformation 99 


homotope Gebilde 187 

Homotopie 187 

Hornzyklide 871 

Horozykel 519 

Hurwitzsches Korrespondenzprin- 
zip 347 

Hyperbel, ihre Gestalt 203 

Hyperbel als Schnitt eines Kegels 
199 

Hyperbel, ihre Scheitelgleichung 
199 

hyperbolische Erzeugende einer 
Regelflache (VoB) 725 


| hyperbolische Geometrie 15 


hyperbolische Homologie 124 
hyperbolische Involution 32, 118 
MaB8bestimmung 
509, 515 
hyperbolische Projektivitat117,132 
hyperbolische Punktinvolution 52 
hyperbolische Spirale 468 
hyperbolische Strahleninvolution 
54 
hyperbolisches Kreisbiindel 34 
hyperbolisches Paraboloid 546 
hyperbolischer Zylinder 538 
Hyperboloid 540 
hyperboloidische Komplexe 1018 
hyperelliptische ebene Kurve 309, 
316, 332 
hyperelliptische Kurven 4. Ord- 
nung 421 


Hyperoskulationspunkte ebener 
Kurven 331 
Hyperoskulationspunkte von 


Raumkurven 944 
Hyperzykloide 470 
Hypotrochoide (Hypozykloide) 466 


I 


| identische Ebenen 6 


imaginire algebraische Fliche 649 


Register, 


imaginire Gerade 831 

imaginiive Kreise 48 

imaginiires Klement eines Grund- 
gebildes 128 

imaginiires Kreispunktepaar 226 

infinitesimale Deformation 1100 

Inhaltsmafh 20 

inhomogene kartesische 
koordinaten 65 

inhomogene Kbenenkoordinaten 77 

inhomogene Koordinaten einer ge- 
raden Linie 71 

inhomogene projektive Koordina- 
ten 134 

innerer Ahnlichkeitspunkt zweier 
Kreise 28 

innerer Umfang eines Polygons 21 

inneres Produkt zweier Vektoren 
(GrafBmann) 158 

Integrale zu einer alg. Vliche 766 

intermediiire Basis 766 

intrinseke (nattirliche) Koordina- 
ten 44% 

Invariante (Kurvensystem auf einer 
algebraische Vliche) 751 

Invarianten einer Fliche 3. Ord- 
nung 808 

Invarianten einer Kurve 3. Ord- 
nung 394, einer Kurve 4, Ord- 
nung 404 

Invarianten einer projektiven Be- 
siehung 131 

Inverse einer Matrix 171 

inverse Kongruenz zweier Strahl- 
btischel 183 

inverse Punkte 29, 42 

Inversion 41, 975 

Involution 52, 118 

Involution alsalgebraisches Punkt- 
system 308 

Involutionen (auf dem Kreise) 31 

Involutionen auf einer algebrai- 
schen Kurve 350 

Involution harmonischer Pole 579 


Punkt- 


_ inyolutorische Homologie 124, 868 


involutorische Kollineation 120, 
971 

involutorische Komplexe 1000 

involutorische Korrelation 120, 124 

involutorische Korrespondenz 344 

involutorische Projektivitét 117 

‘mvolutorische Verwandtsachaften 


982 
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involutorische Zuordnung 81 

Inzidenz zweier Raumelemente 58 

irrationale Involution einer alge- 
braischen Kurve 850 

irreduzible algebraische Wliiche 649 

irreduzible algebraische ebene 
Kurve 272 

irreduzible Raumkurve 882 

irreduzibles lineares!liichensystem 
667 

irreduzibles lineares Kurvensystem 
TA5 

irreduzibles System algebraischer 
Kurven 277 

irregulire Wlichen 757 

Irregularitit, einer Iliche 757 

Isogonalkurven einer Kurvenschar 
501 

isolierter Doppelpunkt 273 

isologische Kurven 860 

isologische ‘Transformation 359 

isometrische Ilichen 1099 

isomorphe Gebilde 176 

Isophoten (einer Regelfliiche) 739 

isoptische Kurve 446 

Isothermensysteme 1086 

Isothermfliichen 1123 

isothermes orthogonales Kurven- 
netz 49% 

isothermisches Flichensystem 869 

isotope Gebilde 187 

Isotopie 189 

isotropische Kurve 437 

Ivoryscher Satz 612 


J 

Jacobische Fliiche 780, 852 

Jacobische Fliche eines Flichen- 
gebiisches 2, Ordnung 629 

Jacobische Flichen von vier Fla- 
chen 681 

Jacobische Fokaleigenschaft des 
Elipsoids 613 

Jacobische Gruppe einer linearen 
Schar 315 

Jacobische Gruppe zweier Fli-~ 
chen 680 

Jacobische Gruppe zweier Punkt- 
gruppen 134. 

Jacobische Kurve dreier Flachen 
680 

Jacobische Kurve eines Flaichen- 
btindele 2. Ordnurg 628 
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Jacobische Kurve eines 
schnittnetzes 263 

Jacobische Kurve eines Netzes al- 
gebraischer Kurven 282 

Jacobische Kurve von fiinf Flachen 

. 682 

Jacobische Mannigfaltigkeit alg. 
Uberflichen 678 

Jacobische Punktgruppe von sechs 
Flachen 682 

Jacobische Schar von Punktscharen 
315 

-Joachimsthalsche Methode 274 

Jordanscher Kurvensatz 9 

Jonquiéressche Transformatiou359 


K 


Kampyla (Eudoxus) 459 

Kanalflache 1090, 1122 

kanonische Gewinde 1008 

kanonische Gleichung der Kur- 
ven 3. O. 388 

kanonische Gleichungen der Fli- 
chen 2. Ordnung 568 

kanonische Linienkoordinaten 151 

kanonisches Kurvensystem einer 
alg. Flache 750 

kanonische Schar einer ebenen 
algebraischen Kurve 312 

Kappakurve 461 

Kartesische Koordinaten in der 
Ebene 65, im Raume 73 

Kardioide 460 

kardioidische Bewegung 472 

Kartonmodelle der Flichen 2. Ord- 
nung 550 

Katakaustik 445 

Katakaustika 496 

Katenoid 1111 

Kaustik 445 

Kegel des Hachette 577 

Kegel des Pappus 577 

Kegel mit rechtwinkligen Fokal- 

, linien 577 

Kegel mit rechtwinkligen Kreis- 
schnittebenen 577 

Kegelschnittbiischel 246, 618 

Kegelschnitte im.Altertum 197 

Kegelschnitte als Erzeugnis pro- 
jektiver Strahlenbiischel yon 
Punktreihen 232 

Kegelschnittgewebe 263 

Kegelschnittnetze 262 


Kegel- 


Register. 


Kegelschnittsysteme 246 


| Kegelschnittscharen 253 


Kegelschnittzirkel 212 

Kegel zweiter Klasse 557, 559 

Kegel zweiter Ordnung 557 

Kehlellipse des einschaligen Hy- 
perboloids 543 

Keil (nach Clifford-Study) 167 

Kernflaiche eines Flichengebtisches 
2. Ordnung 629 

Kernflache einer Fliche 3. Ord- 
nung (Steiner) 630, 796 

Ketten 190 

Kettenlinie 476 

Kettenlinie gleichen Widerstandes 
479 

Kirkmansche Punkte 800 

Kissoide des Diokles 455 

Kissoide zweier Kurven 439 

Klasse einer algebraischen Flache 
663 

Klasse einer ebenen algebraischen 
Kurve 285 

Klasse einer Raumkurve 895 

Klasse eines Zweiges einer alge- 
braischen Kurve 293 

Klassengleichung einer Kurve 276 

Klassenmittelpunkt (Steiner) 435 

Klassifikation der ebenen Kurven 
4. Ordnung 398 

Klassifikation der Flachen 2. Ord- 
nung 601 

Klassifikation der Kegelschnitte 
222 

Klassifikation der Raumkurven 
923 

Kleinsche Forme] fiir die Singu- 
laritaten einer algebraischen 
Kurve 302 

Kleinsche Koordinaten 993 

Kleinsche Kurve 402, 415 

Klothoide 478 

Knoten 189 

Knotenproblem 176 

Knotenpunkt 1068 

Knotenpunkt einer ebenen alge- 
braischen Kurve 295 

Késtlinscher Satz fiir rationale 
ebene Kurven 440 

Kohlenspitzenkurve 458 

Koinzidenzkurve bei zyklischen 
birationalen Transformationen 
368 


Register. 


Koinzidenzpunkte bei Kurven 3. 
Ordnung (Halphen) 381 

kollineare ebene Felder 119 

kollineare Riume 122 

Kollineation 119 

Kollineationsebene 971 

Kollineationskomplexe 1026 

Kollineation zwischen zwei Rau- 
men 122 

kollokale Grundgebilde 132 

Kombinanten einer linearen For- 
menschar 133 

Kombinanten 
Kurve 329 

Kombinanten eines Netzes alge- 
braischer Kurven 282 

kommutatives Gesetz (beim Rech- 
nen mit Strecken) 17 

komplementiire Strecke 112 

Komplexbitischel 1004 

Komplex, algebraischer Strahlen- 
komplex 994, 1009, linearer 996, 
quadratischer 1013 

Komplex 3. Grades der Transver- 
salen einer Raumkurve 3. Ord- 
nung 633 

Komplexfliche 1011 

Komplexkegel 994 

| Komplexkurve 994, 1062 
Komplexraum 1004 

Komplex 4. Grades der Trans- 
versalen einer Raumkurve 4. 
Ordnung 641 

_Komplexe von ebenen algebrai- 
schen Kurven 340 

komplexe Zahlen, ihre geometri- 
sche Theorie 152 

Kompositionscharaktere 
703 

Konchoide 440 

Konchoide des Nikomedes 459 

konfokale Ellipsen und Hyperbeln 
257 

_konfokale Ellipsoide und Hyper- 

boloide 626 

_ konfokale Flichen 2. Ordnung 545 

konfokale Kegel 540 

konfokale Kegelschnitte 257 

konfokale Parabeln 259 

kontokale Paraboloide 548, 626 

konfokale Systeme von Flichen 
2. Ordnung 603 

konforme Abbildung 42, 498, 1101 


einer rationalen 


(Segre) 
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Kongruenz 23, 968 

Kongruenzen als Affinitaten 99 

Kongruenz (topologisch) 178 

Kongruenz der Pseudogeometrie 
529 

Kongruenz (Strahlensystem) 1029 

konische Polare 379, 399 

konischer Doppelpunkt einer al- 
gebraischen Fliche 654 

konjektive Grundgebilde 132 

konjugierte algebraische Kurven 
(Rosanes) 280 

konjugierte Diametralebene beim 
Ellipsoid 555 

konjugierte Diametralebene beim 
Paraboloid 556 

konjugierte Durchmesser bei El- 
lipsoiden und MHyperboloiden 
555 

konjugierte Durchmesser der 
Kegelschnitte 223 

konjugierte Ebenen einer Flache 
2. Ordnung 582 

konjugierte Ebenen im raum- 
lichen Polarsystem 124 

konjugierte Elemente einer Fliiche 
2. Ordnung 582 

konjugierte Elemente einer Invyo- 
lution 118 

konjugierte Gerade einer Flache 
2. Ordnung 582 

konjugierte Gerade im ebenen Po- 
larsystem 120 

konjugierteKernkurven ebener alg. 
Kurven (Steiner) 284 

konjugierte Kurvennetze 1078 

konjugierte Lage von Kegel- 
schnitten 264 

konjugierte Lage von Kegelschnitt- 
systemen 266 

konjugierte lineare Kurvensysteme 
280 

konjugierte Polaren eines Kegel- 
schnittes 216 

konjugierte Pole 
schnittes 216 

konjugierte Pole der Kurven eines 
Kegelschnittnetzes 262 

konjugierte Pole einer Geraden 
bez. einer alg. Kurve (Cremona) 
279 

konjugierte Punkte bez. 
Fliche 2. Ordnung 582 


eines Kegel- 


einer 
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konjugierte Punkte im ebenen | 


Polarsystem 120 

konjugierte Punkte im raumlichen 
Polarsystem 124 

konjugierte Punkte in bezug auf 
ein Flichenbiindel 2. Ordnung 
627 


konjugierte Punkte in bezug auf | 
ein Flichengebiisch 2. Ordnung | 


630 
konjugierte Quaternion 159 
konjugierte Tangenten einer alge- 
braischen Flache 652 
konjugierte Tangenten einer Fla- 
che 2. Ordnung 582) 
konjugierte Trieder 789 
konjugierte imaginire Doppelele- 
mente 132 
konjugiert imaginire Punkte 136 
konjugierter Pol einer Achse der 
Flache 2. Ordnung 586 


konjugierter (isolierter) Doppel- | 


punkt einer ebenen algebrai- 
schen Kurve 273 
konjugiertes n-Eck einer alge- 
braischen Kurve 281 
konkordante Projektivitit 117 
Konstruktion der Kurven 3. Ord- 
nung 382 
Konstruktionen in der 
Archimedischen Geometrie 18 


Konstruktionen. mit Hilfe des Zir-: | 
kels allein (Mascheroni) 46, mit | 


Hilfe des Lineals und eines 
Kreises (Steiner) 32 

Kontingenzwinkel 490, 1042 

Kontravarianten einer Kurve 4. 
Ordnung 403 

konzentrische Kreise als konfo- 
kale Kegelschnittschar 259 

konzentrische Mittelpunktsflichen 
2. Ordnung 625 

Koordinatenachsen im Raume 73 

Koordinatenachsen in der Ebene 
65 

Koordinaten der geraden Linie 78, 
990 

Koordinatenebenen 73 

Koordinaten in der Ebene 65, im 
Raume 73, auf einer Flache 
1066, 1086. 

Koordinatenlinien auf einer Fliche 
1069 


nicht- | 


| 
| 


Register. 


Koordinaten, nattirliche 492 
Koordinatenursprung im Raume 
73 


| Koordinatenursprung in der Kbene 


| korresiduale 


66 
Koordinatentransformation 
Raume 83 
Koordinatentransformation in der 
Ebene 72 
Koppelkurve 474 
koreziproke Gewinde 1008 


im 


| Korrelation 119 


Korrelation im Raume 579, 123 
korrelative ebene Felder 119 
korrelative Riume 122 
korrelativer Satz 109 
korresiduale Kurven 916 
Punktgruppen auf 
alg. Kurven (Brill-Noether) 310 
Korrespondenzen zwischen alge- 
braischen Kurven 342 
Korrespondenzen zwischen ratio- 
nalen Kurven 344 
Korrespondenzen zwischen zwei 
Ebenen 356 
Korrespondenzprinzip in der Ebene 
371 


| Korrespondenzprinzip von Cayley- 


Brill 346 

Korrespondenzprinzip von Chasles 
344 

Korrespondenzprinzip von Hurwitz 
347 

kosingulare Komplexe 1013 

Kovariante einer Kurve 4. Ord- 
nung 401 

kovariante Kurven eines algebra- 
ischen Kurvenretzes 282 


| kovariante Punktgruppe 130 
| Kreisbtindel 35 


Kreisbtischel 33 

Kreis, seine Definition 15 

Kreisperipherie, Definition ihrer 
Lange 21 

Kreisevolvente, allgemeine 467 

Kreispunkte des elliptischen Pa- 
raboloids 550 

Kreispunkte des Ellipsoids 549 

Kreispunkte des zweischaligen 
Hyperboloids 550 

Kreisscharen 500 

Kreisschnitte der Flichen 2. Ord- 
nung 548, 598 


Register. 


Kreisverwandtschaft 43, 167 

Kreuzhauben bei einseitigen Fli- 
chen 184 

Kreuzkurve 458 

Kreuzschleifengetriebe 211 

Kriimmung ebener Kurven 490 

Krimmung einer algebraischen 
Fliche 739, einer allgemeinen 
Flache 1063 

Kriimmung einer Raumkurve 1042 

Kriimmungskreis bei ebenen Kur- 
ven 488 

Krtimmungskreis derKegelschnitte 
243 

Kriimmungskreis bei Raumkurven 
1043 : 

Kriimmungslinien 1079 

Krimmungsmaf der Flichen 1073 

Krtimmungsmittelpunkt bei ebe- 
nen Kurven 489 


Kriimmungsmittelpunkt einer 
Raumkurve 1043 

Kriimmungsradius bei ebenen 
Kurven 489 

Krtimmungsradius bei Raum- 


kurven 1043 

Kriimmungssehne bei Kegelschnit- 
ten 243 

Kriimmungsschwerpunkt 435, 444, 
731 

kritische Exponenten eines Zwei- 
ges (Smith) 300 

kubische Ellipse 637 

kubische Hyperbel 637 

kubische hyperbolische Parabel 
637 

kubische Parabel 637 

kubische Polare 399, 798 

kubische Quaternarform 802 

kubische Regelfliche 836 

kubischer Kegelschnitt 632 

kubische Ternirform 394 

kubisches Ebenengewinde 874 

Kugelfliche als Unterart der Flache 
2. Ordnung 575 

Kummersche Flache 780, 854, 988 

Kummersche Gruppe von Doppel- 
tangenten einer Kurve 4. O. 413 

Kummerscher Kegel 865 

Kummersche Konfiguration von 16 
Ebenen und 16 Punkten 413,855 

Kurve gleicher Potenz zu einer 
gegebenen Kurve 445 
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| Kurve zweiter Klasse 220, 228 


Kurvenarten einer Kegelschnitt- 
schar 255 

Kurve 2. Ordnung 214, 228 

Kurven auf einer alg. Fliche 754, 
auf einer allgemeinen Fliche 
1078 

Kurve 3. Ordnung 373 

Kurvenarten eines Kegelschnitt- 
biischels 249 

Kurve 1. Ordnung 397. 

Kurvenfamilie 924 

Kurven konstanter Kriimmung 1061 


| Kurven konstanter Torsion 1061 


Kurvennetze in der Ebene 497 

Kurvennetze ohne Umwege 501 

Kurvenscharen in der Hbene 495 

Kurven von der ersten Kategorie 
(Halphen) 440 

Kuspidalindex (Smith) 288, 301 


L 


Laguerresche Linieninversion 45 
Laguerrescher Satz in der pro- 
jektiven Mafgeometrie 508 

Lamésche Kurven 481 
Laplacesche Transformation 1126 


| Legendrescher Satz in der nicht- 


euklidischen Geometrie 505 
Leitkegel bei ebenen Schnitten 
einer Fliche 2. Ordnung 597; 
Leitkegel der gleichseitig hyper- 
bolischen Schnitte einer Flache 
2. Ordnung 597 


Leitkegel der parabolischen 
Schnitte emer Flache 2. Ord- 
nung 597 


Leitlinie bei algebraischen Kurven 
436 
Leitlinie der Kegelschnitte 206 


| Leitlinien zweier projektiver Fel- 


der 141 
Lelieuvresche Formeln 1082 
Linealkonstrukéionen (Steiner) 32 
lineare Exzentritit einer Ellipse 
201 
lineare Kurvenkongruenz 668 
lineare Schar von Punktgruppen 
auf einer ebenen algebraischen 
Kurve 307 
linearer Stabwald 996 
linearer Zusammenhang 
Flaiche 767 


einer 
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linearer Zweig einer algebraischen 
Kurve 293 


lineares Gewebe von Flichen 2. 


Klasse 629 
lineares Kurvensystem 276, 744 


lineares System yon alg. Flachen | 


679 
lineares System von Flachen 2. 
Ordnung 629 


lineares System von Kagelschnitten | 


266 
Lineopolar-Enveloppe (Caylay) 379 
Liniengebilde 994 
Linieninversion 45 
Linienkomplex 994 
Linienkongruenz 994 
linearer Komplex (Strahlenkom- 
plex) 996 
Linienkoordinaten 136, 149, 990 
Liniensystem 177 
Linienteil (Produkt zweier Punkte) 
163 
Lituus (Cotes) 475 


Lobatscheffskysche Geometrie 534 | 


Logarithmoide 482 

logarithmische Spirale 470 

Loxodromen 1063 

Ludolphsche Zah] 22 

Liickensatz fiir alg. Kurven (Weier- 
straB) 314 

Ltirothsche Kurve 4. Ordnung 418 


M 


Mac Cullaghsche Fokaleigenschaft 
614 

Mac Laurinscher Satz vom Sehnen- 
sechseck 235 

Mantel vom Typus der Geraden 
718 : 

Mantelzykel 709 

Maltattisches Problem 38 

Mannheimsche Kurve 450 


Mannigfaltigkeiten (Complexus) 
177 
Mannigfaltigkeiten, dargestellt 


durch das Verschwinden einer 
Matrix 676 
Mascheronische Konstruktionen 46 
Matrix, als lineare Transforma- 
tion 169 
Matrix von alg. Formen 676 
mechanische ebene Kurven 270 


Register. 


| mehrfache Punkte einer alg. Kurve 


272 
mebrfache Punkte und Linien 
einer algebraischen Flache 656 
mehrdimensionale Mannigfaltig- 
keiten 192 
Meridiankurve 
flache 1011 
Meridianebene 1011 
Meusnierscher Satz 1072 
Minimalbasis 766 
Minimalflachen 1109 


einer Komplex- 


| Minimalgerade 1105 
| Minimalkurven 1046, 1080 


Minimalscharen 317 


| Mittelenveloppe 1099 
| Mittelflache 1090 


Mittelpunkt der Ellipse 201 

Mittelpunkt der Flachen 2. Ord- 
nung 561 

Mittelpunkt des Ellipsoids und 
Hyperboloids 540 

Mittelpunkt einer alg. Kurve 435 

Mittelpunkt einer Punktinvolution 
52 


| Mittelpunkt eines Biindels 56 
| Mittelpunkt eines Kreises (Defi- 


nition) 15 
Mittelpunkt 
biischels 50 
Mittelpunkt kollinearer 
Felder 140 


eines Strahlen- 


ebener 


| Mittelpunktsgerade einer Kegel- 


schnittschar 254 
Mittelpunktskegelschnitt 
Kegelschnittbtischels 249 
mittlere Kriimmung 1073 
Modul einer komplexen Zahl 154 
Modul einer Matrix 169 
Moduln einer Klasse von alge- 
braischen Kurven 319 


eines 


| Mébiussche Normal- oder Grund- 


form einer Flache 186 
MGbiussche kubische Regelfiaiche 
842 
Mébiussches Band 181 
Momentanpol 446 
Momentanzentrum 446 
Moment zweier Geraden 992 


| Mongesche Gleichung 1056 


Mongesche Kugel 615 


| monoidale Darstellung einer alg. 


Raumkurve 885 


Register. 


Monoid (Cayley) 658 

Multiplizitat des Schnittes eines 
Zweiges mit einer alg. Flache 
293 i 

Multiplizitét des Schnittes zweier 
. algebraischen Kurven 295 

Muschellinie (Diirer) 459 


N 


natiirliche Gleichung einer Kurve 
449 

natiirliche Koordinaten 448, 492 

Neilsche Parabel 245, 479 

Nennerstrecke (bei der Darstellung 
einer komplexen Zahl) 156 

Nephroide 473 

Netz 1001 

Netz algebraischer Kurven 276, 
339 

_ Netz von algebraischen F lichen 
666 

Neunflache 791 

neutrale Punktepaare im Kurven- 
komplex 340 

neutrale Punktetripel im Kurven- 
komplex 341 

Nexus 176, 183 

n-gonale ebene Kurve 309 

nichtarchimedische Geometrie 
nach M. Dehn 528 

nichteuklidische Geometrie 505 

nichteuklidische nichtarchimedi- 
sche Geometrie nach F. Schur 
522 

nicht - Legendresche 
nach Dehn 530 

nicht-speziale lineare Schar von 
Punktgruppen 312 

Nodalindex (Smith) 301 

Noethersche Zusammensetzung 
eines vielfachen Kurvenpunktes 
292 

Noetherscher Fundamentalsatz 
fiir alg. Kurven 306 

Normalebene einer Raumkurve 
1040 

Normale einer ebenen Kurve 485 

Normale einer Flache 1067 

Normalen der Kegelschnitte 241 

Normalenflache 737 

Normalform der Ebenengleichung 
80 


Geometrie 
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Normalform der Liniengleichung 
in der Ebene 69 

Normalformen fiir 
(Nexus) 183 

Normalkurve 317, 916 

Normalwert eines Punktes bez. 
einer algebraischen Kurve (El- 
ling Holst) 437 

Nullbiindel (Kreisbiindel) 35 

Nullebene 125, 997 

Nullkreise 34 

Nullinien eines Nullsystems (Moe- 
bius) 125 

Nullpunkt 125, 997 

Nullsystem 124, 148, 972, 996, 
1031 

Nullsystem (bei einer Raumkurve 
3. Ordnung) 635 

numerische Exzentrizitat 
Ellipse 201 

numerische Invariante 753 

numerisches Geschlecht einer Fla- 
che 756 


eine Flaiche 


einer 


0 


Operation der Adjunktion 750 

Ordinate 66 

Ordnung eines Zweiges einer al- 
gebraischen Kurve 293 

Ordnungskegelschnitt 121 

Ordnungskurve eines Polarsystems 
219 

Ordnungsmittelpunkt 435 

orientierte Kreise 43 

Orthogonalbiindel (Kreisbiindel) 35 

orthogonale Flachen 2. Ordnung 
576 

orthogonale reziproke Beziehung 
142 

orthogonale Strahleninvolution 54 

Orthogonalitat 60 

Orthogonalitiit zwischen zwei Btin- 
deln 142 

Orthogonalkreis beim Kreisbiindel 
35 

Orthogonalmetrik 61 

Orthogonalsystem (Kurvennetze) 
497 

orthoptische Kurve 445 

orthosymmetrische algebraische 
Kuryen 305 

Oskulauten 330 
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Oskulationspunkt bei einer alge- 
braischen Fliche 652 
Oval bei Kurven 3. Ordnung 389 


Oval (paarer Fliichenmantel) 718 | 
| Pascalsche Gerade 800 


Ovalpunkt 829, 834 
Ovalwerk 211 


Lk 


paarer Ast bei Kurven 3. Ordnung 
389 

paarer Flachenmantel 718 

paarer Raumkurvenzug 717 

paarer Zug einer ebenen algebra- 
ischen Kurve 304 

Painvinscher Komplex 1026 

Pampolare eines Punktes bez. 
eines Flachenbiischels 679 

panalgebraische Kurven 483 

de Paolissche Methode zur Kon- 
figuration der Doppeltangenten 
412 

Parabel, als Schnitt eines Kegels 
199 

Parabelgleichung 227 

Parabel, ihre Gestalt 206 

Parabel, ihre Scheitelgleichung 199 

parabolische Homologie 124 

parabolische Involution 118 

parabolische Koordinaten 259 

parabolische Linie einer alge- 
braischen Flache 685 

parabolische MaSbestimmung 509 

parabolische Projektivitat 117, 
132 

parabolische Spirale 475 

parabolischer Punkt einer alge- 
braischen Flache 652 

parabolischer Zylinder 538 

parabolisches Kreisbiischel 34 

Paraboloid 545 

Parallelflache 1091 

Parallelkoordinaten in der Ebene 
66 

Parallelkurve 442, 492 

Parallelmetrik 60 

Parallelschnitte der Flachen 2. 
Ordnung 595 

Parallelverschiebung 23, aus zwei 
Spiegelungen zusammengesetzt 
25 

Parameter der Kegelschnitte 199 

Parazykloide 470 


Register. 


Parameterkurven 1069 

partielle lineares Kurvensystem 
334 

Pascalsche Geometrie 91 


Pascalsche Gerade eines Sehnen- 
sechsecks 235 

Pascalsche Schnecken 460 

Pascalscher Satz 18, 55, 91, 114, 
115, 235 

Pascalsches Sechsseit 591 

Paschscher Satz 114 

Pentaeder 783 

pentaspharische Koordinaten 868 

perspektive Abbildungen 57 

perspektive Grundgebilde 109 

perspektive Kollineation 120, 140 


| perspektive Zuordnung 111 


Perspektivitat 109 
Petersonsche P-Flichen 1123 


| Picardsche Flache 780 
| Picardsche Mannigfaltigkeit 762 


Picardsche Relation 772 
Pinch-plane 691 


| Pinch-point (Cayley) 690 


Planevolvente 1053 

Pliickersche Aquivalente 301 

Pliickersche Ebenen 801 

Pliickersche Ebenenkoordinaten 
U7, ST 

Pliickersche Formeln 286, 298 

Pliickersche Koordinaten 71 


| Phiickersches Konoid 848 


Poinsotsche Spirale 469 
Point-pince (Zeuthen) 690 


| Polarachse eines raéumlichen Sy- 


stems 84 
Polarachse im ebenen System 72 
Polardreieck eines Kegelschnittes 
221 


| Polardeotecteielion Pointed 


Polardreieck eines Kegelschnitt- 
btischels 247 

Polardreiseit 222 

Polardreiseit einer Kegelschnitt- 
schar 254 


| Polare bei Kurven 3. Ordnung 378 


Polare bei Kurven 4. Ordnung 399 
Polare beim Kegelschnitt 216 
Polare beim Kreise 30 
Polarkurve bei Polarkoordinaten84 


| Polarebene eines Punktes beziigl. 


einer Kugel 63 


Register. 


Polarebene eines Punktes beztigl. 
der Flachen eines Biischels 2. 
Ordnung 620 

Polarebene eines Punktes beziigl. 
einer Fliche 2. Ordnung 579 

Polarebenen eines Punktes beziigl. 
eines Flachenbiindels 2. Ordnung 
627 

Polarebene eines Punktes beziigl. 
einer Raumkurve 3. Ordnung 
635 

Polare einer Ebene beziigl. der 
Flachen einesBiindels2.0Ordnung 
627 

Polare einer Geraden beziigl. einer 
algebraischen Fliche 660 

Polare eines Punktes beziigl. einer 
algebraischen Flache 654 

Polare eines Punktes beziigl. einer 
algebraischen Kurve 278 

polares Ftinfeck 805 

polares r-Seit einer algebraischen 
Kurve 280 

polare Verwandtschaft in der 
Ebene 216, im Raume 591 

Polarfliche einer Raumkurve 1048 

Polargerade 796 

Polargruppe 129 

_ Polarhexaeder 798 
Polaritiit 62, 120, 124, 141, 148 

Polarkegel 795 

Polarkegelschnitt bei einer Kegel- 
schnittschar 255 

Polarkegelschnitt beztigl. 
Kurve 3. Ordnung 378 

Polarkoordinaten in der Kbene 72, 
im Raume 84 

Polarkurve 1051 

Polarnormale einer ebenen Kurve 
485 

Polarreziprozitat 219 


einer 


Polarsubnormale einer ebenen 
Kurve 485 

Polarsubtangente einer, ebenen 
Kurve 485 


Polarsystem 120, 124, 219, 972 

Polartangente einer ebenen Kurve 
485 

Polartetraeder 125 

Polartetraeder der Fliche 2. Ord- 
nung 587 

Polarvieleck (Reye) 222 

Polarvielseit (Reye) 222 


Polbahn 446 
Pol beim Kegelschnitt 216 
Pol beim Kreise 30 


| Pole einer Ebene beziigl. der Fla- 


chen eines Biischels 2. Ordnung 
620 

Pol einer Ebene beziigl. einer 
Raumkurve 3. Ordnung 635 

Pol einer festen Kbene beziigl. 
einer Flache 2. Klasse 580 

Polkegelschnitt 248 

Ponceletscher SchlieBungssatz 238 

Polocayleyana 400 

Polohessiana (Caporali) 400 

Polokonik 379 

PoleinesKegelschnittbogens(Reye) 
211 

Polsechsflach 798 

Polyeder 791 

Polygon, Definition 7 

polyzomale Kurve 462 

Postulation der Basisgruppe eines 
linearen Flachensystems 670 

Postulation der Basisgruppe eines 
linearen Kurvensystems 335 

Postulation einer Fundamental- 
kurve 336 

Postulation einer Kurve fiir eine 
Flache 915 

Postulationsformel (Cayley, Noe- 
ther) 335 

Potenzachse dreier Kugeln 624 

Potenz (beim Kreise) 27 

Potenz des Halbstrahls beztigl. des 
Zykels 44 

Potenzebene zweier Kugeln 624 

Potenz eines Punktes beztigl. einer 
algebraischen Kurve 437 

Potenzkreis (Steiner) 37 

Potenzlinie eines Kreisbtichels 33 

Potenzpunkt dreier Kreise 35 

Potenzpunkt von vier Kugeln 624 

Prinzipalaquivalente  (Zeuthen) 
801 

Problem der ebenen Projektivitit 
863 

Problem der Spezialgruppen auf 
einer alg. Kuve 317 

Produkt zweier Kreisverwandt- 
schaften 168 

Produkt zweier Matrices 169 

Produkt zweier Verwandtschaften 
109 
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Prohessiana 685 
Projektionsachse 108 
Projektionszentrum 108 
projektive Astroide 425 
projektive Begriffe 59 
projektive Beziehungen 59 
projektive Higenschaften der Figu- 
ren 55, 108 


projektive Geometrie 48, 59, 102 


projektive Gruppe 59 
projektive homogene Koordinaten 
eines Raumpunktes 142 
projektive Inversion 369 
projektive Lemniskate 424, 458 
projektive Koordinaten in den 
Grundgebilden 1. Stufe 127 
projektive Koordinaten in den 
Grundgebilden 2. Stufe 134 
projektive Koordinaten in den 
Grundgebilden 3. Stufe 142 
projektive Korrespondenz 344 
projektive Transformation 58 
projektiver Lehrsatz 59 
projektives Koordinatensystem 
134 
Projektivitiitsachse 116 
Projektivitatszentrum 116 
Projektivitit zwischen Grundge- 
bilden 2. Stufe 118 
Projizieren 108 
Proportionsgleichheit, Definition 
16 
Proportionenlehre 16 
Prospektivitat (Schur) 113 
Pseudogeometrie (Dehn) 529 
Pseudokatenarien 476 
pseudokatenarische Flichen 1114 
pseudosphirische Kongruenzen 
1096 
Pseudospiralen 481 
Pseudotraktrizen 477 
Pseudotrochoidon 468 
Pseudozykloidale 470 
Pseudozykloide 470 
Ptolemaeus, Lehrsatz 26 
Punktfeld, ebenes 56, 106 
Punktgréwe 162 
punktierte Gerade 831 
Punktinvolution 52 
Punktkoordinaten in der Ebene 65 
Punktkorrespondenzen zwischen 
algebraischen Kurven 342 
Punktraum 106 


| Quaternarformen 649, 


Register. 


Punktrechnung (Grafmann) 161 

Punktreihe 50, 160 

Punktquadrupel auf einer Ravens 
kurve 4. Ordnung 643 


Quadratur der Kegelschnitte 209 


Quadratur des Kreises 22 

quadratische Grundform der Basis 
der Kurven einer alg. Flache 
765 

quadratische Grundform einer alg. 
Flache 766 

quadratische Komplexe 1013 

quadratische Transformation 249, 
862 

Quadrupel 786 

Quadrupelkurve eines Flachenbiin- 
dels 2. Ordnung 628 

kubische 
802 

Quaternionen (Hamilton) 157 


Quintupel von Geraden einer 
Flache 786 
Quirl (nach Clifford und Study) 167 


R 


Radiale einer Kurve 451, 492 

Radiusvektor eines raumlichen 
Systems 84 

Radiusvektor im ebenen System 72 


| Rang einer Regelflache 723 


Rang einer Raumkurye 896 

Rang einer ebenen algebraischen 
Kurve (Weierstra8) 297 

Rang einer Flache 2. Ordnung 591, 
587 

rationale algebraische, ebene Kurve 
274, 316, 326 

rationale Funktionen einer ebe- 
nen algebraischen Kurve( Weier- 
straB) 309 

rationale Involution auf einer al- 
gebraischen Kurve 350 


| rationale Korrespondenz zwischen 


algebraischen Kurven 342 
rationale Kurven 4. Ordnung 423 
rationale Raumkurven 941 


| rationale Raumkurven 4. Ordnung 


675, 946 
rationale Residualfunktionen 768 
rationale Transformationen des 
Raumes 963 


Register. 


rationale Transformationen der 
Kbene 356 

Raum, Definition 9 

Raumkurve 3. Klasse 632 

Raumkurve 3. Ordnung 632 

| Raumkurve 4. Ordnung 639, 645 
Raumkurven, algebraische 881. 

Raumkurven, allgemeine 1040 

Raumkurven 5. bis 7. Ordnung 
952, 956, 958 

Raumteil (Produkt von 4 Punkten) 
164 

raumliche Polaritét 124 

raiumliches Polarsystem 124 

Rechtwinkelinvolution 233 

rechtwinklige Hyperbel 204 

rechtwinklige Koordinaten in der 
Ebene 66 

rechtwinklige 
Raume 73 

Reduktionssatz (fiir eine Vollschar) 
312 

reduzible algebraische Fliche 649 

reduzible algebraische (ebene) 
Kurve 272 

reduzibles lineares Flachensystem 
667 

reduzibles lineares Kurvensystem 

745 

_reduzibles System algebraischer 
Kurven 277 

reelle algebraische Flache 649 

van Reessche Fokale 465 

Regelflache 723, 775, 994 

Regelflache 3. Grades 836 

Regelfliche 4. Grades 874 

regelmaBiges Dreiblatt 474 

regulare Flachen 757 

regulirer Komplexstrahl 1009 

regulires Kurvensystem auf einer 
Flache 761 

regulires lineares Flichensystem 
670 

regulares vollstiindiges Kurven- 
system 335 

reines adjungiertes System von 
Punktgruppen 336 

Rektifikation der Kegelschnitte 
209 

Rektifikation des Kreises 21 

Rektifikation von Raumkurveni047 

rektifizierende Hbene 1042 

rektifizierende Fliche 1049 


Koordinaten im 
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Reliefperspektive 971 

residuale Kurven 915 

residuale Punktgruppen 310 

Residuenvoneinander beziigl. einer 
Volischar mit einer alg. Kurve 
311 

Residuum eines Doppelintegrals 
774 

Rest einer Punktgruppe 310 

Restkegel 694 

Restmethode fiir ale. Raumkurven 
(Noether) 928 

Restsatz (Brill-Noether) 310 

Resultante zweier Punktgruppen 
auf einer geraden Linie 131 

Reyesche Konstruktion fir die 
quadratischen Verwandtschaf- 
ten 363 

Reyesche Polsechsflache 798 

Reyescher Komplex 1026 

Reziprokalflachen 690 

reziprok. aufeinander 
Raume 148 

reziproke ebene Felder 119, 141 

reziproke Flachenbtindel 673 

reziproke Polaren 124, 581, 620, 
627, 635, 997 

reziproke Pole 795 

reziproke Quaternionen 161 

reziproke Raume 122 

reziproker Satz 109 

reziproke Verwandtschaften 
Raume 579 

Reziprozititssatz 313 

rhombisches Kurvennetz 398 

Ribaucoursche Kurven 477 

Richtungskosinus 74,1040 

Richtungskurven 442 

Richtungsverhiltnis einer Geraden 
in der Ebene 69 

Riemann-Rochscher Satz 312, 761 

Riemannsche Flachen 191 

Riemannsche Normalkurve 318 

Rinezyklide 871 

Rodriguessche Formeln 1080 

Rohrenfliche 739, 1121 

rémische Fliche Steiners 671, 872, 
978 

Rollkurven 447, 486 

Rosenhainsches Tetraeder 856 

Rosenkurve 467 

’ Rotationsellipsoid 537 

Rotationsflachen 1108 


bezogene 


im 
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Rotationsflichen 2. Ordnung 537 | 

Rotationshyperboloid 537 

Rotationsflache als Unterart der 
Flache 2. Ordnung 575 

Rotationskegel 538 

Rotationsparaboloid 538 

Rotationszylinder 538 

Rouletten 447 

Riickkehrkreis 448 

Riickkehrpunkt einer ebenen Kurve | 
273, 488 

Riickkehrschnitte einer Fliiche 185 

Riickkehrtangente eimer Kurve | 
275, 488 


S 


Salmonsche Formeln fir alg. Raum- 
kurven 899 

Salmonsche Punkte 237, 801 

Salmonscher Satz fiir Kurven 3. 
Ordnung 374 

Salmonscher Satz fiir die vier- 
punktigen Tangenten einer alg. 
Flache 698 

Satellitflaiche 66 

Savarysche Formel 447 

Schar algebraischer Kurven 276 

Scharschar oder Kegelschnittge- 
webe 263 

Scharschar von algebraischen Fli- 
chen 666 

Scharschar vonF lachen2.Klasse627 

Schar von algebraischen Flaichen 
666 

Schar von Flachen 2. Ordnung 616 

Scheitel der Ellipse 201 

Scheitel einer Parabel 207 

Scheitel eines Biindels 56 

Scheitelerzeugende des hyperboli- 
schen Paraboloids 548 

Scheitellinien des Ellipsoids 541 

Scheitelpunkte des Ellipsoids 541 

Scheitel eines Strahlenbiischels 50 

Scheitelgleichung der Kegelschnit- 
te 199, 205 

Scherksche Minimalfliche 1111 

Schiebungsflichen 1109 

schiefe Fufpunktskurven 444 

schiefe Kissoide 455 

schiefer Kreiskegel 539 

schiefer Kreiszylinder 538 

Schleifkurbel 460 


Schleifschieber 460 


Register. 


SchlieBungssatz von Poncelet 238 

SchlieBungssatz von Steiner 42 

Schmiegungsebene einer Raum- 
kurve 1041 


| Schmiegungsebene einer Raum- 


kurve 3. Ordnung 632 
Schmiegungsebene einer Raum- 
kurve 4. Ordnung 640 
Schmiegungshyperboloid einer Re- 
gelflache 725 
Schmiegungskegelschnitt der 
Raumkurve 8. Ordnung 634 
Schmiegungsknoten 691, 707 


| Schmiegungskugel 1043 
| Schmiegungsstrahl einer Raum- 


kurve 3. Ordnung 632 
Schmiegungstetraeder der Raum- 

kurve 3. Ordnung 633 
Schmiegungsschraubenlinie 1065 


| Schnabelpunkt einer ebenen al- 


gebraischen Kurve 274 
Schnabelspitze 488 
Schneiden, Definition 108 


| Schnittkurve einer Ebene mit der 


Flache 2. Ordnung 592 


| Schraubenflachen 1108 


Schraubenflichen konstanter 
Kriimmung 1115 

Schraubenlinien 1056 

Schurscher Satz fiir projektive 
Punktreihen 115 

Schwarzsche Minimalflache 1111 

Sehne (Bisekante) einer Raum- 
kurve 3. Ordnung 632 

Sehne einer Raumkurve 4. Ord- 
nung 641 


| Sektrix-Kurven 474 


sekundire Kaustik (Quételet) 445 
Selbstberiithrungspunkt einer ebe- 
nen algebraischen Kurve 273 
selbstkonjugierte Ebene im rium- 

lichen Polarsystem 124 
selbstkonjugierte Gerade 121, 124 
selbstkonjugierter Punkt 120, 124 
selbstprojektive Kurven 4. Ord- 

nung 415 
semieuklidische Geometrie nach 

Dehn 531 
Serpentine (unpaarer Ast) bei Kur- 

yen 3. Ordnung 389 
Sechsseite auf dem Hyperboloid 

561 
sextaktische Punkte 325 


Register. 


Sextupel 786 

Seydewitzsche Konstruktion fiir 
die quadratischen Verwandt- 
schaften 362 

Simsonsche Flache 847 

Simsonsche Formel 49 

Simsonsche Gerade 252 

Sinusspiralen (de la Goupilliére) 
724 

simultane Invariante 1000 

singulare Korrespondenz 348 

singulire Flaiche 1011 


singulare Tangente in einem 
Pinch-point 691 
singulire Tangentialebene in 


einem Close-point 691 


singularer Strahlenkomplex 1010 


singulirer Komplexstrahl 1009 

singulirer Punkt der Flachen 
2. Ordnung 561 

Singularitaiten einer ebenen Kurve 
487, einer ale. Kurve 291, einer 
alg. Flache 699, beliebiger 
Flachen 1068 

Singularititenfliche 1011 

Singularititenkongruenz 1011 

Sinuslinie 468 

Skalar (Hamilton) 157 

Sonnenuhrkurven 1063 

| Spateck (GraBmann) 159 

| speziale lineare Schar von Punkt- 

| gruppen 312 

Spezialgruppensatz 312 

Spezialitatsindex einer linearen 
Schar von Punktgruppen 312 

Spezialititsindex eines Kurven- 
systems 761 

Spezies der Flichen 2. Orduung 589 

sphirische Abbildung 1104 

spharische Flachen 1114 

sphirische Kegelschnitte 1063 

sphirische Schraubenlinie 1058 

Spezies der ebenen Schnitte einer 
Flache 2. Ordnung 598 

| sphiarische Kegelschnitte 644 

| sphirisches Bild einer Raumkurve 
1045, einer Fliche 1076 

Spiegelung am Inversionskreis 42 

| Spiegelung, Definition 24 

| Spindelzyklide 871 

| Spiralen 468, 470 

| Spirale des Pappus 1063 

Spiralflachen 1122 
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_ spirische Linien des Perseus 463 


Spitze einer ebenen algebraischen 
Kurve 295 


| Spitze einer ebenen Kurve 488 
| subadjungierte Flache 754 


Subnormale einer ebenen Kurve 485 

Subtangente einer ebenenKurve485 

Summe zweier linearer Punktscha- 
ren auf einer alg. Kurve 311 

Summenspirale 469 

superlinearer Zweig einer alge- 
braischen Kurve 293 

Stabflache 1004 

Stabgebilde 994 

Stabkoordinaten 990 

Stabwald 995 

stationare Beriihrung zweier al- 
gebraischer Flachen 654 

stationiire Ebene bei einer alge- 
braischen Fliche 653 

stationadre Erzeugende einer Re- 
gelfliche 724 

stationire Tangenten der Raum- 
kurve 4. Ordnung 645 

Staudtsche Kurve 248, 254 

Staudtscher Fundamentalsatz 114 

Stauungslinie einer Kurvenschar 
497 

Steiner-Pliickersche Geraden beim 
Pascalschen Seckseck 237 

Steiner-Pliickersche Methode zur 
Konfiguration der Doppeltan- 
gente 408 

Steinersche Erzeugung der Flaiche 
3. Ordnnng 808 

Steinersche Flache 646, 671, 826, 
872, 978 

Steinersche Flache einer Flache 
3. Ordnung 630 

Steinersche Fliche eines Flachen- 
gebtisches 682 

Steinersche Gerade bei Flaichen 3. 
Ordnung 800 

Stemersche Gruppe von Doppel- 
tangenten bei Kurven 4. UO. 409 

Steinersche Kernfliche 795, 853 

Steinersche Konstruktionen mit 
Lineal und festem Kreis 32 

Steinersche Konstruktion fiir die 
quadratischen Verwandtschaften 
362 

Steinersche Kurve einer Kurve 
4. Ordnung 402 
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Steinersche Kurve eines Netzes 
algebraischer Kurven 283 
Steinersche Parabel 244, 260 
Steinersche Punkte beim Pascal- 
schen Sechseck 237, bei Fla- 
chen 3. Ordnung 800 
Steinerscher Potenzkreis 37 
Steinerscher Satz tiber Rollkur- 
ven 494 
Steinerscher SchlieBungssatz 42 
Steinersche Trieder 789 
Steinersches Paar von Punkten bei 
Kurven 3. Ordnung 377 


Steinersches Polygon fiir Kurven | 


3. Ordnung 377 
Steinersches Sechseck 377 
Steinersches Theorem 381 
Steinersches Viereck 377 
Steinersche Hypozykloide 473 
Steiners 

Flache 3. Ordnung 813 
stereographische Projektion der 

Kugel 40 


stereometrische Multiplikation 805 | 


Stetigkeitsaxiom 105 
Strahlenbindel 56, 106 
Strahlenbtischel 50, 106 


Strahlenbiischel eines Nullsystems | 
| Tangentenfliche einer Raumkurve 


1031 
Strahlenfeld 106 
Strahlengebtisch 996 
Strahlengewinde 996 
Strahleninvolution 32, 53 
Strahlenkongruenz der Raumkur- 
ve 3. Ordnung 633 
Strahlenkoordinaten 990 
Strahlennetz 1001 
Strahlenraum 106 
Strahlensystem 994 
Strecke, Definition 5, 24 
Streckenkomplex 177 
Streckenkongruenz in der nicht- 
euklidischen Geometrie 525 
Streckenverhiltnisse zur Darstel- 
lung der gemeinen komplexen 
Zahlen 156 
Streckenzug, Definition 8 
Striktionslinie 1106 
Striktionslinie einer Kurvenschar 
497 
Strophoide 454 
Stufentransformation der Fliche 
2. Ordnung 588 


schiefe Projektion der | 


Register. 


Sturmsche Spirale 475 

Sturmscher Punkt 940 

Sylvestersches Pentaeder 829, 834 

Symmetrie 23 

symmetrische Riemannsche Fli- 
chen 305 

Symmetroid 853 

syzygetische Dreiseite bei Kurven 
4, Ordnung 384 

syzygetische Schar 387 

syzygetische Steinersche Gruppen 
409 

syzygetisches Biindel 386 

syzygetisches Tetraeder 856 


Ab 


tabellarische Ubersicht iiber die 
Flachen 2. Ordnung 572, tiber 
die quadratischen Strahlenkom- 
plexe 1020 

Tangente einer ebenen Kurve 484 

Tangente einer Raumkurve 632, 
1040 

Tangente einer Raumkurve 4. Ord- 
nung 640 


| Tangenten der Flachen 2. Ordnung 


559 


896, 1047 
Tangentengleichung einer Kurve 
276 


| Tangentialebene 1067 


Tangentialebene der Flachen 2. 
Ordnung 559, 579 

Tangentialebene einer algebrai- 
schen Flache 651 

Tangentialebene einer Raumkurve 
3. Ordnung 632 

Tangentialebene einer Raumkurve 
4. Ordnung 642 

Tangentialkomplexe 1012 

Tangentialkoordinaten eines pro- 
jektiven Koordinatensystems 128 

Tangentialkriimmung 1083 

Tangentialpunkt eines Kurven- 
punktes bei Kurven 3. Ordnung 
375 

Teilpolygon 8 

Teilschar von Punktgruppen auf 
einer alg. Kurve 310 

Tensor 157 

Tetraeder, Definition 9 


Register. 


tetraedrale 

151 

_ tetraedraler Strahlenkomplex 620, 
1026 

Tetraetroid 859, 1026 

Theorem von Ivory 612 

Topologie 174 

Torsallinie einer 
Flache 686 

Torsallinie einer Regelflache 724 

Torsion 1042 

Torsionszahl einer Mannigfaltig- 
keit (Poincaré) 198 

Totalkurve eines linearen Kurven- 
systems 747 

Trager einer Punktreihe eines 
Punktfeldes 106 

Traktrix 476 

Transformation der Koordinaten 
in der Ebene 72 

Transformation der Koordinaten 

| im Raume 83 

_ Transformation der Mittelpunkts- 
kegelschnitte auf die Achsen 
224 

Transformation der Parabel auf 

__ Achse und Scheiteltangente 227 
Transformation durch reziproke 
Halbstrahlen 44 

Transformation durch reziproke 
Radien 42, 369 

Transformationen der Ebene 357, 
des Raumes 963 

Transformationsachse 44 

Transformierte einer Matrix 171 

Translationen als affine Transfor- 
mationen 99 

Transponierte einer Matrix 170 

Transyersale beiStrahlenkongruen- 
zen 1033 


Koordinatensysteme 


algebraischen 


Transyersale einer Raumkurve 
3, Ordnung 632 
Transyersale einer Raumkurve | 


4. Ordnung 641 
transzendente ebene Kurven 270 
trilineare Koordinaten 135 
trimetrische Koordinaten 135 
Tripel von Geraden einer Fliche 
3. Ordnung 786 
Tripel auf einer 
4. Ordnung 644 
Tripelkurve eines Kegelschnitt- 
netzes (Steiner) 263 


Raumkurve 


Pascal, Repertorium. II 2. 2, Aufl. 


1159 


triangulir-symmetrische Kurven 
481 

Trisekante von Delanges 461 

Trisektrix des Maclaurin 456, 467 

Trisektrix von de Longchamps 458, 
467 


| Trochoidale 466 


Trochoiden 467 
Tschebyscheffsches Gewebe von 
Kurven einer Fliche 1089 
Tschirnhausens Kubik 456 
typische Systeme der linearen 
Kurvensysteme 337 
U 
Ubergangskurve bei mehrdeutigen 
Transformationen 366 
Uberschu8 eines linearen Flichen- 
., systems 670 
UberschuB eines vollstiindigen 
Kurvensystems 335 
tiberschtissiges lineares Flichen- 
system 670 
tiberschiissiges vollstiindiges Kur- 
vensystem 335 
Umlaufssinn, Definition 10 
unbestimmtachsige Flachen 2, 
Ordnung 566 
Undulationspunkt einer ebenen 
algebraischen Kurve 278 


| uneigentliche Ebene 58, 104 
/ uneigentliche Elemente 102 
| uneigentliche Gerade 103, nach 


Hjelmslev 533 
uneigentliche Matrix 170 
uneigentliche Punkte 71 
unendlicher Flichenmantel 718 
ungerainderte Kombinanten einer 
rationalen Kurve 329 
ungleichformige Polaritaten 121 
unikursale Kurven (Cayley) 326 
uniplanarer Doppelpunkt einer 
algebraischen Flache 657 
unpaarer Ast einer Kurve 3. Ord- 
nung 389 
unpaarer Flichenmantel 718 
unpaarer Raumkurvenzug 717 
unpaarer Zug einer ebenen alge- 
braischen Kurve 304 
Untergruppe einer projektiven 
Gruppe 60 
unvollstindiges lineares Flichen- 
system 669 
74 
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unvollstandiges lineares Kurven- 
system 334, 746 

Ursprung eines kartesischen Ko- 
ordinatensystems 66 

Ursprung eines projektiven Ko- 
ordinatensystems 128 


vy 
Valenz einer Fundamentalkurve 
336 
Vektoren 157, 162 
Vektorprodukt 159 
Verdichtungsstelle einer Funda- 
mentalreihe 105 


Verdoppelungstheorem (Steiner) 


bei den Kurven 3. Ordnung 377 | 


Verfoloungskurven derGeraden482 
vergleichbare Bogen (Reye) 210 
Verkettung 190 
verlingertesRotationsellipsoid 537 
Versiera der Agnesi 457 
Verteilungsparameter 1106 


Verzweigungspunkt bei einer 
Punktkorrespondenz 343 
Verzweigung einer singularen 


Stelle einer algebraischen Kurve 
298 

vielfacher Punkt einer linearen 
Punktschar 308 

Vierfarbenproblem 179 

Vierseit 110 

Viervier 857 

virtuelle Dimension eines voll- 
standigen Kurvensystems 335 

virtueller Grad eines linearen 
Kurvensystems auf einer alg. 
Flache 748 

virtuelles Geschlecht eines linea- 
ren Kurvensystems 748 

Vivianische Fenster 644 

Vivianische Kurve 1063 

Vollschar von Punktgruppen 310 

vollstiindiger Winkel 25 

vollstandiger Zug einer ebenen 
algebraischen Kurve 303 


vollstaindiges lineares Flachen- 
system 669 

volistiindiges lineares Kurven- 
system 334, auf einer alg. 
Fliche 745 


vollstindiges Viereck 51, 110 
volistindiges Vierseit 51, 110 
VoBsche Flachen 1124 


Register. 


W 
Wallacesche Gerade 252, 474 
Wattsche Kurve 474 
Weddlesche Fliche 852, 984 
WeierstraBsche g-Funktion 391 


| WeierstraBsche Punkte 314 
| WeierstraBscher Liickensatz 314 


Weingartensche Flichen 1120 

Weingartensche Formeln 1077 

Wendeberiihrungsebene einer 
Raumkurve 4. Ordnung 642 

Wendekreis 447 

Wendelflache 1111 

Wendepo! 447 

Wendepunkt 488 

Wendepunkt einer ebenen alge- 
braischen Kurve 273 

Wendetangente 487 

Wertigkeit der rationalen Funk- 
tion einer Kurve (Klein) 309 

Wertigkeit einer Korrespondenz 
346 

Wertigkeitskorrespondenz 348 

wesentliche Ditferentialinvariante 
einer ebenen Kurve 495 

Wienersche Typen bei Kurven 
3. Ordnung 390 

Winkelabszisse 73 

WinkelgréBe 61 

Winkelkongruenz 138, 14 

Winkelkongruenz in der nicht- 
euklidischen Geometrie 525 

winkeltreue Abbildung 42, 498 

Winkel zweier Kreise 35 

W-Kurven erster Art 479 

W-Kurven zweiter Art 480 

Wurfrelationen 813 

Wiirfelverdoppelung 23 


Z 


Zahlerstrecke (bei der Darstellung 
einer komplexen Zahl) 156 
Zenitdistanz im Polarkoordinaten- 
system 84 
Zeuthensche Formeln 343, 899 
Zentrale eines Kreisbiischels 33 
zentrale Transformationen 984 
Zentralkollineation 971 
Zentralperspektive 967 
Zentralprojektion 967 
Zentralspat eines quadratischen 
Strahlenkomplexes 1017 
zentrische Homologie 123 


Register. 


zentrisch-perspektive Kollineation 
147, 148 

Zentrum der harmonischen Mittel 
eines Poles auf einer Geraden 
129 

Zentrum der mittleren Entfer- 
nungen 130 

Zentrum einer affinen Raumtrans- 
formation 101 


Zentrum einer affinen ebenen 
Transformation 98 
zerfallende algebraische ebene 


Kurve 272 

zerfallende algebraische Fliche 
649 

Zerlegungsaxiome 175 

Zeuthen-Segreschelnvariante einer 
alg. Flache 754 

zirkulare Inversion 443 

zirkulares Geradenpaar (Gundel- 
finger) 231 

zusammengesetztes lineares Fla- 
chensystem 667 

zusammengesetztes lineares Kur- 
vensystem auf einer alg. Flache 
745 

zusammengesetztes lineares Sy- 
stem ebener algebraischer Kur- 
ven 278 ; 

Zusammenhangszahlen 192 


| zylindrokonische 
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zweidimensionaler (topologischer) 
Komplex 177 

Zweig einer algebraischen Kurve 
293 

Zweig einer Raumkurve 892 

Zweihorn 461 

zweischaliges Hyperboloid 543 

zweischaliges Rotationshyperbo- 
loid 537 

zweiseitige Fliichen 180, 183, 720 

Zylinderflachen 2. Ordnung 537 

Zylindroid 848 

Zykeln (Kreise) 43 

Zykeln als Punktgruppen einer 
Projektivitat 118 

Zykelnetz 45 

Zykelreihe 45 

Zykliden 843, 867 

zyklifizierende Flachen 1066 

zyklische Kollineation 972 

zyklische Koordinaten 1129 

zyklische Kurven 465, 644 

zyklische Projektivitat 118 

zyklische Strahlensysteme 1097 

Zyklographie 45 

Zykloidale 466 

Zykloide 467 

Zylindroid 1004, 1093 

Schmiegungs- 

schraubenlinie 1065 


74* 


Berichtigungen und Zusiatze. 


Erste Halfte. S. IX, Zeile 4 v. u. lies ,Summe oder Differenz“ 
statt ,Summe O der Differenz“. 

S. 6, Zeile 6 v. o. fiige hinzu nach ,,enthalt also“ ,,u. a.“. 

S. 8, Zeile 14 v. o. lies ,der Verlangerung der Strecke FG“ 
statt ,der Geraden F'G“. 

Zeile 10 v. o. lies: ,,Es wird nun die Verlangerung von 
GF ebenso wie“ statt Es werden nun“. 

Zeile 24 v. o. fiige hinzu nach ,,zweier“ ,,markierten 
Strecken der“. 

S. 9, Zeile 16 v. o. fiige hinzu nach ,,Flaiche BCD“ ,ein- 
ander“. 

S. 11, Zeile 3 v. u. lies ,,beiden entgegengesetzten“ statt 
yletzteren beiden“ und erginze nach ,,zwei andern“ ,,Halbstrahlen 
des Umlaufsinnes“. 

S. 18, Zeile 9 und 4 v. u. lies ,,h statt ,,a™. 

S. 14, Zeile 14 v. o. lies ,,Rev.de Math. statt ,,Riv. di Math“. 

S. 17, Zeile 5 v. o. lies ,,bringen hier Hilberts“ statt ,,brin- 
gen hier die“. 

Zeile 6 v. o. lies ,,Berl. Sitzungsber.“ statt ,,Sitzungsber. 
der Berl. Math. Ges.“. 

S. 64 unten erginze: ,Zweiter Band im Erscheinen. Vel. 
auch L. Heffter, Die Grundlagen der Geometrie als Unterbau fiir 
die analytische Geometrie, Leipzig u. Berlin 1921. 

8. 202, Zeile 6 v. u. Der eingeklammerte Satz ist durch 
folgende Bemerkung zu ersetzen: ,,Die Fadenkonstruktion der 
Ellipse findet man in der Literatur zuerst im 6. Jahrh. n. Chr. 
und zwar bei Anthemius, vgl. T. L. Heath, Bibl. math. (3) 7, 
227 (1906, 07).“ 

8. 206, Zeile 11—9 v. u. sind zu ersetzen durch: ,,wo das 
obere oder untere Vorzeichen zu stehen hat, je nachdem die von 
F nach dem nichsten Scheitel des Kegelschnitts sich erstreckende 
Richtung zu & = mw oder zu & = O gehirt.“ 

Zeile 4 v. u. lies ,, ¥-Achse statt ,y-Achse“. 
8. 207, Zeile 16 v. u. nach ,,Radius 7 ist einzuschalten 
m*, 


ye 
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S. 215, Zeile 19 v. 0. fiige hinzu: ,,Pasch, Monatsh. Math. 
Phys. 29, 277 (1918)*. 

S. 246, Zeile 5v. u. fiige nach ,,Diskriminanten“ ein: ,,(Deter- 
minanten).“ 
. 259, Zeile 10 v. o. lies ,,Seiten“ statt ,,Seietn'‘. 
. 346, Zeile 23 v. o. lies ,,51% statt ,,50°. 
. 352, Zeile 2 v. u. lies ,,235% statt ,,.285“. 
. 353, Zeile 4 v. o. lies ,,199" statt ,,119%. 
. 362, Zeile 2 v. o. lies 206 (1873) statt ,,223 (1875). 
. 363, Zeile 19 v. 0. lies ,,346“ statt ,,336" 
. 372, Zeile 7 v. o. lies ,,d1 statt ,,50%. 
. 409, Zeile 16 v. o. lies ,,azygetisch" statt ,ayzygetisch“. 
. 414, Zeile 4 v. u. lies ,,Doppeltangenten“ statt ,,Doppel- 
punkte“. 

8. 445, Zeile 19 v. o. lies ,,1715“ statt 1815.“ 

S. 462, Zeile 16 v. u. nach (1871) fiige hinzu ,,E. Czuber, 
Zischr. Math. Phys. 32, 257 (1887)“. 
| S. 497, Z. 11 v. o. lies , nicht senkrecht, so ist z. B.“ statt 
| ,8enkrecht, doch ist z. B.“ 
8. 508, Zeile 15 v. o. lies perc none statt ,,allgemeine“. 
S. 512, Zeile 12 v. o. lies ,,5 log(wa’ &&')" statt ng (wa §'). 

Zeile 15 v. o. lies ,,einen‘ statt ,rechten“. 
Zeile 16 vy. o. lies ,,anderen“ statt ,,linken“. 

1513, Zeile 3,5, 7:v. 0.. lies:,20  statt 2h “. 
. 522, Zeile 16 v. u. lies ,,in dieser“ statt ,,in diesen“. 
. 528 Zeile 9 u. 8 v. u. lies ,,Geraden o statt ,,Geraden“. 
. 532, Zeile 8 v.u. lies ,AA,, BB,, CC,‘ statt ,4A,, BB,, 
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S. 631, Zeile 7 v. u. lies ,,,“* statt ,,°. 

S. 633, nach Zeile 11 fiige hinzu: ,,O. Staude, Anal. Geom. 
der kubischen Kegelschnitte, Leipzig 1913". 

S. 648, Zeile 6 v. u. lies ,,4. Ordnung“ statt ,,2. Ordnung“. 

S. 671, Zeile 1 v. u. lies 1887“ statt ,,1886%. 

S. 700, Zeile 29 v. o. streiche ,,521“. 

S. 721, Zeile 2 v. u. lies ,,Comessatti“ statt ,,Commessatti“. 

S. 722, Zeile 17, 24 v. u. desgl. 
| S. 743, Zeile 12 v. o.fiige hinzu: ,,Noether, Berliner Sitzwngs- 

ber. 1888, 8.123, hat zuerst betont, daB jede Flache F einer F” 

mit gewoéhnlichen Singularitiiten birational aquivalent ist.“ 

5S. 743, Zeile 15 v.u. fiige hinzu: ,,Die erste Entdeckung der aus- 
PPeihneien Kuiven ist Noether, Theorie II,S. 521 zu verdanken™. 

S. 745 nach Zeile 21 v. o. ‘Sige fina Uber den Satz, daB 
der veranderliche Teil der allgemeinen Kurve eines reduziblen 
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linearen Systems auf einer Fliche immer aus den Kurven eines 
Biischels besteht, s. Noether, Math. Annalen 3, 171 (1870), 
Theorie Il, 8. 524. 

S.745, Zeile 5 v.u. fiige hinzu: ,,Kine Fliche kann nicht un- 
endlich viele irrationale Biischel vom Geschlecht p > 1 enthalten. 
Vgl. De Franchis, Rend. Cire. M. 36, 276 (1913). Tatsachliche 
Beispiele von Flichen mit unendlich vielen elliptischen Biischeln 
wurden yon Comessatti, Rend. Cire. M. 81, 321 (1911) und 
Zorelli, Rom. Acc. Linc. Rend. (5), 21, 453 (1912) angegeben.“ 

S. 763 nach Zeile 10 v. u. fiige hinzu: 


»6. Die Moduln einer Klasse von algebraischen Flachen. 

Hine Klasse (§ 1, Nr. 1) von algebraischen Flichen hingt 
von einer endlichen Anzahl verinderlicher Parameter ab, wenn 
man zwei birational Aquivalente Flachen als identisch ansieht. 
Diese Parameter heiBen die Moduln der Klasse. Wenn die Fliache 
F regulir ist (p = p, = p,) und die Postulationsformeln voll- 
stindig giiltig sind, dann ist 


M = 10p — 2p + 12 


die Anzahl der Moduln der Klasse, welcher F angehért, wo p?) 
das Kurvengeschlecht (§ 3, Nr. 3) der Flache bezeichnet. Vel. 
Noether, Berliner Sitzungsber. 1888, 8.123. Allgemeiner hat 
Enriques, Rom. Acc. Linc. Rend. (5), 17, 690 (1908); Torino 
Atti 47 (1912) bewiesen, daB 


M=10p,—p, — 29% +1240 


wird, wo @ eine neue Invariante der Flache ist. Fiir die reguliren 
Flachen vom Geschlecht p(= p, = p,) > 3 mitirreduzibelm kano- 
nischen System ist 0 > p.“ 

8.770, Zeile18 v. o. fiige hinzu: ,,Castelnuovo-Enriques, 
Ann. éc.norm. (3) 12,342 (1906) haben bewiesen, daB die +q(q+1) 
Normalperioden der einfachen Integrale erster Art der Fldchen von 
der Irreguliritat ¢ keine Gleichung zu erfiillen brauchen. Fiir Abel- 
sche Integrale erster Art giltbekanntlich keine analoge Eigenschaft.“ 
. 806, Zeile 10 v.\o0. lies 176" statt ,,175°. 

. 810, Z. 8 v. o. ist nach ,,sind“ die Klammer zu schlieBen. 
. 825, Zeile 11 v. o lies ,,.XXI“ statt ,,XI“. 

. 993, Zeile 6 v. u. lies ,4Q(p)* statt 9 (p)“. 

. 1005, Zeile 9 v.o. lies ,und 1. Klasse“ statt ,und Klasse“. 
. 1025, Z. 4 v. o. fiige hinzu: ,,Wenn in der Spalte ,,Doppel- 
gerade des Komplexes“ auf friihere Nummern verwiesen ist, so 
bedeutet dies, daB die Anordnung der Doppelgeraden als Sonder- 
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fall der entsprechenden friheren Anordnung aufgefaBt werden 
kann. Dies schlieBt ein Zusammenfallen gewisser Doppelgeraden 
nicht aus. Genaueres hieriiber findet man in Sturm, Z. G. III, 
‘S$. 355—488 und in den ausfiihrlicheren Angaben der entspre- 
chenden Tafel I der Nr. 35 des Artikels III C, 8 (Algebr. Linien- 
igeometrie) der Enz. d. Math. Wiss.‘ 

8. 1029, Z. 6 v. u. lies ,,k + 2“ statt ,,ki. 

S. 1037, Zeile 13 v. u. lies ,m — 2“ statt ,n — 2“. 

8. 1057, Zeile 2,3 v. o. sind die Formeln zu ersetzen durch 
mpeeude: c=—V'sinv — V” cos», 
y= — V'cosv+ V" sin v. 


S. 1058, Zeile 12 v. u. lies ,2a//1 — c™ statt ,,2a*. 
Zeile 2 v. u. nach ,,Polarkurve ist zu erginzen: 
,,wenn ihre Steigung > betrigt“. 
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Von Pascals Repertorium der héh. Mathematik erschienen bisher: 
I. Band: Analysis. I. Halfte: Algebra, Differential- und Integralrechnung. 
Geb. M. 64.— (IL Halfte unter der Presse 1921.) II.. Band: Geometrie. 
I. Halfte Grundlagen und ebene Geometrie. Geb. M. 64.— 


Elemente der Mathematik. Von Dr. £. Borel, Prof. an der Sorbonne zu 
Paris. In 2 Bdn. Dtsch. Ausg. besorgt von Geh. Hofrat Dr. P. Stackel, weil. Prof. 
a.d.Univ. Heidelberg. I. Bd.: Arithmetik u. Algebra nebst d.Elementen d. Diffe- 
rentialrechnung. 2. Aufl. Mit 56 Textfig. u. 3 Taf. [XVI u. 404 S.] 8. 1918. Geh. 
M.72.—, geb. M. 88.—. II. Bd.: Geometrie. Mit einer Einfiihrung in die ebene 
Trigonometrie. 2. Aufl. Mit 442 Fig. i, Text u. 2 Taf. [XVI u. 380S.] 8. 1920. 
Geh. M. 64.—, geb. M. 80.— 


Arithmetik, Algebra und Analysis. Von Dr. 4. Weber, weil. Prof. 
an der Universitat Strafburg. 4. Aufl. neu bearbeitet von Dr. P. Epstein, 
Prof. an der Universitat Frankfurt a. M. Mit Fig. im Text. (1. Bd. der 
Encyklopadie der Elementar-Mathematik.) [U. d. Pr. 1921.] 


Grundlehren der Mathematik. Fiir Studierende u, Lehrer. In 2 Teilen. 
Mit vielen Fig. gr. 8. I. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik u. Algebra. 
Bearb. von Geh. Hofrat Dr, Z. Nez¢o, weil. Prof. an der Univ. GieBen, und Dr. 
C. Farber, weil. Oberrealschulprof. in Berlin. 2 Bande. I. Band: Arithmetik. 
Von C. Farber. Mit 9 Fig. [XV u. 410 S.] 1911, Geb. M.88.— IL. Band. 
Algebra. Von Z. Ned¢éo. [XII u. 232 S.] 1915. Geb. M.72.—. II. Teil: Die 
Grundlehren der Geometrie. Bearb. von Geh. Reg,-Rat Dr. W. Frz. Meyer, 
Prof, an der Univ. Kénigsberg, und Realgymnasialdir. Prof. Dr. H. Thieme, 
2 Bande. J, Band: Die Elemente der Geometrie, Bearb. von H. Thieme. 
Mit 323 Fig. [XII u. 394 S.] 1909. Geb. M. 88.—. II. Band. [In Vorb.]} 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An- 
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch. 
Braunschweig. gr.8. I. Bd.: Differentialrechnung. 2.u.3. Aufl. Mit 129 ind. Text 
gedr. Fig., 1Samml.v. 253 Aufg.u. 1 Formeltab. [XII u.388S.]1921.Geh. M.80.—, 
geb.M.96.—. II. Bd.: Integralrechnung. 2.u.3.Aufl. Mit roo in d. Text gedr. Fig., 
1 Samml. v. 242 Aufg.u.1 Formeltab. [IV u. 406S.] 1921. Geh. M.80.—, geb.M.96.— 
Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der hdheren Mathematik an den Tech- 
nischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen und 
in Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur 
wesentlich beeinfluBt. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsen. 
Fragen der Elementargeometrie. Aufsatze von U. Amaldi, E. Baron, 
F, Bonola, B. Calo, G. Castelnuovo, A. Conti, E. Daniele, F. Enrigues, 
A. Giacomini, A. Guarducct, G. Vailati, G. Vitali. Gesammelt u. zusammen- 
gestellt von Dr. 7, Enrigues, Prof. a. d. Univ. Bologna. I. Teil: Die Grund- 
lagen d. Geometrie. Deutsche Ausg. v. Realgymnasialdir. Prof. Dr. H. Thieme 
in Bromberg. Mit 144 Fig. [X u. 356 S.] gr. 8. 1911. Geb. M. 48.— II. Teil. 
Die geometr. Aufgaben, ihre Lésung und ihre Lésbarkeit. Deutsche Ausg. von 
Realschulprof. Dr. H. Fleischer in Kénigsberg. Mit 135 Fig. [XII u. 348 S.] 
gr. 8. 1907. Geb. M. 40.— 
Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. David Hilbert, Prof. 
a. d. Univ. Gottingen. 5., durch Zusatze u. Literaturhinweise von neuem verm. 
u. m. 7 Anhang. vers. Aufl. Mit zahlr. Fig. [VI. u. 258S.] 8. [U. d. Pr. 21.] 
...Das Buch stellt im besten Sinne des Wortes ein Meisterwerk dar und ist fiir jeden 


Naturwissenschaftler, mag er nun die Mathematik als Haupt- oder Nebenfach betreiben, aufs 
angelegentlichste zu empfehlen.“ (Zeitschrift fiir Elektrotechnik usw.) 


Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 


Preisdnderung vorbehalten 
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Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-kritische Darstellurg ihrer 
Entwicklung. Von Dr. R. Bonola, weil. Prof.a.d. Univ. Bologna. Aut. deutsche 
Ausg. besorgt von Dr. H. Liebmann, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Miinchen. 
Bout (Mit -52° Fig. im Text. [V u. 207'Si)" ‘gr. 8: 1919. Geh. M.48.—, 
geb. M. 56.— 

»,Das Buch ist als leicht verstandlich und reich belehrend allen zu empfehlen, die von 


dieser geistigen Schépfung der neueren Mathematik bequem sich eine Vorstellung verschaffen 
wollen.“ (Deutsche Literaturzeitung.) 


Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. Friedrich Schur, Prof. 
a.d.Univ.Breslau. Mit 63 Fig. [Xu.192S.] gr.8. 1909. Geh. M. 26.40, geb. M.35.20 

»Der durch seine erfolgreiche Mitarbeit an der Aufklarung der Grundlagen der Geometrie 
bekannte Verfasser bietet uns in einer durchsichtigen und leicht faBlichen Darstellung einen 


klaren Uberblick iiber den gegenwartigen Stand der auf den logischen Aufbau der Geometrie 
gerichteten Forschungen.“ (Naturwissenschaftl. Wochenschrift.) 


Die Elemente der analytischen Geometrie. Mit zahlreichen Ubungs- 
beispielen. I. Teil: Die analytische Geometrie der Ebene. Von Dr. H. Ganter, 
weil. Prof. an der Kantonsschule in Aarau, und Dr. /. Rudio, Prof. am 
Polytechnikum in Ziirich. Mit 53 Fig. 9., unv. Aufl. [VIII u.191S.] gr. 8. 
1920. Geb. M. 26.40 II. Teil: Die analytische Geometrie des Raumes. Von 
Dr. F. Rudio, Mit 61 Fig. 4. Aufl. [Xu. 206S.] gr. 8. 1920. Geb. M. 26.40 

Das Lehrbuch sucht von vornherein den zu behandelnden Stoff bei méglicher Vollstin- 
digkeit, verbunden mit einer streng wissenschaftlichen Darstellung, in enge, einem ernsten 
Studium entsprechende Grenzen einzuschlieBen. Es wendet sich in erster Linie an die oberen 


Klassen héherer Lehranstalten, ist aber auch so gehalten, daB es mit Vorteil zum Selbst- 
studium benutzt wird. 


Analytische Geometrie der Ebene. Elementares Lehrbuch fiir héhere 
Lehranstalten. Von Oberlehrer Dr. £. Lutz. Mit 132 Fig. [Xu. 301 S.] gr.8. 
1909. Geh. M. 20.—, geb. M. 24.— 

»,Die Darstellung ist, auch in den schwierigeren Teilen, klar und leicht verstandlich; die 


wissenschaftliche Strenge ist vereinigt mit einer geschickten induktiven Lehrmethode und einer 
wirklich vorbildlichen Eleganz der Darstellung.“ (Ztschr. f. d. math. u. naturw. Unterr.) 


Analytische Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. &. /vicke, Prof. a, d. Techn. 
Hochsch. Braunschweig. Mit 96 Fig. [VI u.135 S.] 8. 1915. (TL 1.) Kart. M. 11.20 

Die hier gebotene Darstellung der Elemente der ,,Analytischen Geometrie“ ist zwar aus 
Vorlesungen, die an einer Technischen Hochschule gehalten sind, hervorgegangen, doch 


diirfte das Biichlein auch neben Vorlesungen an anderen Universitatsanstalten sowie zum 
Selbstunterricht brauchbar sein. 


Analytische Geometrie der Ebene. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, 
Prof. an der Univ. Gottingen. Mit 75 Fig. [IV u.198S.] gr.8. 1908. Kart.M.24.— 


»Das vorliegende Lehrbuch zeichnet sich besonders durch die starke Beriicksichtigung 
der Praxis aus.... Es ist zu wiinschen, da nicht nur Techniker, sondern auch Studierende 
der Mathematik das Buch durcharbeiten.“ (Jahrb. itiber d. Fortschritte d. Mathematik.) 


Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Dr. Z. Heffier, Prof.a.d. 
Univ. Freiburg i. Br., und Dr. C. Koehler, Prof.a.d. Univ. Heidelberg. I. Bd. 
Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. Mit 136 Fig. 
[XVI u. 526S.] gr. 8. 1905. Geb. M. 56.— (II. Bd. in Vorbereitung.) 


»Das Charakteristische an diesem Buche ist die friihzeitige Einfilhrung des Begriffs der 
Transformationsgruppen und eine Abweichung von der iiblichen Reihenfolge insofern, als zuerst 
die projektive Gruppe, dann erst ihre Untergruppen behandelt werden.“ (Math.-naturw. Bl.) 


Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 


Preisdnderung vorbehalten 
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Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Dr. O. Fort und Sachs. 
Geh.-Rat a. D. Dr. O. Schlomilch, weil. Professoren an der Techn. Hochsch. 
Dresden. In 2 Teilen. Mit Holzschn. 7. Aufl. von Studienrat Prof. Dr. Rk. Heger 
in Dresden. I. Teil. Analyt. Geometrie der Ebene v. O. Fort. [XVII u. 268 S.] 
gr.8. 1904. Geh. M. 120.—, geb. M.140.— II. Teil. Analyt. Geometrie d. Raumes 
v. O. Schlimitch. (VIM u. 326 S.] gr. 8. 1913. Geh. M. 132.-, geb. M. 152.— 


»Dieses hervorragende Werk zeichnet sich vor allem dadurch aus, da es aus dem reichen 
Material, welches die Theorie der Kegelschnitte darbietet, ein engbegrenztes, insbesondere fiir 
konstruktive Anwendungen bedeutsames Gebiet zur Anwendung bringt.“ (Zeits.f.d.Realschlw.) 


Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene. Von Prof. 
Dr. A. Hochheim, weil. Prov.-Schulrat zu Berlin. gr. 8. I. Heft: Die gerade 
Linie, der Punkt, der Kreis. 4., verm. Aufl., bearbeitet von Gymnasialprof. 
O. Jahn in Halle a.S. und Gymnasialprof. Dr. Fx. Hochheim in Weifenfels, 
A. Aufgaben. [VI u. 104S.] Geb. M. 14.40 B. Auflésungen. [I] u. 136S.] Geh. 
M.17.60. 2. Heft: Die Kegelschn. A. Aufgaben. Vergriffen. B. Auflésungen. 
[106 S.] 1908. Geh. M. 15.20, 3. Heft: Die Kegelschnitte. 2. Abt. 2. Aufl, 1911. 
A. Aufgaben. [69S.] Kart. M. 10.40. B. Auflésungen. [100S.] Geb. M. 12.80. 


Die Aufgaben, die teilweise unter sich in innerem Zusammenhang stehen, bilden einen 
vollstandigen Lehrgang, so daB der Gebrauch der Sammlung die gleichzeitige Benutzung eines 
Lehrbuches nicht nétig macht. 

Die Grundlagen der Geometrie als Unterbau fiir die analytische Geometrie. 
Von Dr. L. Heffter, Prof. a.d. Univ. Freiburg i. Br. Mit 11 Fig. im Text. 
(IV, 27 u. VIII S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 9.60 

Eine in erster Linie fiir die Studierenden bestimmte, méglichst knapp gehaltene Dar- 

stellung der Grundlagen der Geometrie. 
Vorlesungen tiber algebraische Geometrie. Geometrie auf einer 
Kurve Riemannsche Flachen. Abelsche Integrale. Von Dr. 7”. Sever, Prof. an 
der Univ. Padua. Berecht. dtsche. Ubersetzung v. Dr. £. Léffier, Oberreg.-Rat 
im wiirtt. Kultusminist., Stuttg. [XVI u. 408 S.] gr.8. 1921. M. 140.—, geb. M. 152.— 


Die in méglichst einfacher Darstellung wiedergegebenen Vorlesungen behandeln die 
Geometrie auf einer algebraischen Kurve“ nach zwei sich erganzenden Gesichtspunkten: 
einmal nach der von Brill und Noelten begriindeten algebraisch-geometrischen Methode 
und dann von dem durch Abel und Riemann begriindeten transzendenten Standpunkt aus. 
Dadurch werden sehr wertvolle Vergleiche und Vereinfachungen erzielt. 


Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Von G. Sa/mon. Nach der 
freien Bearbeitung von Dr. W. Fiedler, Prof. am Eidgen. Polytechnikum Ziirich. 
Neu herausgegeben von Geh. Hofrat Dr. . Dingeldey, Prof.a.d.Techn. Hoch- 
schule Darmstadt. I. Teil. 8. Aufl. [XXX u. 452 S.] gr. 8. 1915. Geb. M. 72.— 
II. Teil. 7. Aufl. [X u. 445 S.] gr.8. 1918. Geh. M.56.—, geb. M. 67.20 

Das Buch bietet viele Vorziige: Die auBergewohnliche Vollstandigkeit und Beriicksichtigung 
der wichtigen Resultate bis auf die neueste Literatur, die reichhaltige Angabe von Quellen, das 
Hervorheben der grundlegenden Prinzipien und Methoden und daneben das Eingehen auf an- 
schauliche Spezialfalle bis herab auf einfachste Zahlenbeispiele.« (Archiv d. Math. u. Physik.) 
Analytische Geometrie des Raumes. Von G. Sa/mon. Deutsch bearb. 
von Dr. W. Fiedler, Prof. am Eidgen. Polytechnikum Ziirich. 2 Teile. gr. 8. 
Einzeln: I. Teil: Die Elemente und die Theorie der Flachen zweiten Grades. 
5. Aufl. Mit Holzschnitten. II. Teil: Analytische Geometrie der Kurven im 
Raume der Strahlensysteme und der algebraischen Flachen. 4. Aufl. Mit 
Holzschnitten. [Neuauflage in Vorb.] 


Die ,,analytische Geometrie des Raumes“, die Salmons Gesamtdarstellung der analytischen 
Geometrie abschlieSt, ist vom Herausgeber (unter Mitwirkung des Verfassers) erganzt und in 
seinen Literaturangaben vervollstandigt, so daB sie in allseitigster Darstellung unter weitgehend- 
ster Beriicksichtigung der Literatur die genaueste Orientierung iiber das weitreichende Gebiet 
der algebraischen Raumgeometrie erméglicht. 
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Vorlesungen itber Differentialgeometrie. Von Dr. L. Bianchi, Prof. 
an der Univ. Pisa. Autor. deutsche Ubers. von JZ. Lukat. Bi verm. u. verb. 
Aufl, [XVIIIu.721S.] gr. 8. 1910. Geh. M. 120.—, geb. M. 144.— 


Grundlagen der Differentialgeometrie. Von Dr. /. Knoblauch, Prot 
a. d. Univ. Berlin. [X u. 634 S.] gr. 8. 1913.-Geh. M. 72.— 


Darstellende Geometrie. Von Dr. /. Grofmann, Prof. a. d. Eidgen. 
Hochsch. Ziirich. I. Bd. Mit 134 Fig. [IVu. ark 8. 1921. (TL2.) Kart M.16,.— 
II. Bd. 2. erw. Aufl. Mit 144 Fig. [VI u. 154S.] 8. rg21. (TL3.) Kart. M. 32.— 


Lehrbuch der darstellenden Geometrie fiir Technische Hochschulen. 
Von Hofrat Dr. £, Muller, Prof. a. d. Techn. Hochschule Wien. I. Bd. 3. Aufl. 
Mit 289 Fig. u. 3 Taf. [XIV u. 370S.] gr. 8. 1920. Geh. M. 84.—, geb. M. 96.— 
II. Bd. Mit 328 Fig. [X u. 361 S.] 1919. Geh. M. 84.—, geb. M. 96.— II, Band 
auch in 2 Heften erhaltlich: 1. Heft. 2.Aufl. Mit 140 Fig. [VII u. 129 S.| 1919. 
Geh. M. 28.— 2. Heft. 2. Aufl. Mit 188 Fig. [VII u. 233 S.] 1920. Geh. M. 56.— 


Vorlesungen tiber darstellende Geometrie. Von Dr. F. v. Dalwigh, 
Prof. a. d. Univ. Marburg. In 2 Banden. I. Bd.: Die Methoden der Parallel- 
projektion. Mit 184 Fig. [XV1u. 364S.] gr. 8. 1911. Geb. M. 52.— II. Bd.: 
Perspektive, Zentralkollineation und Grundziige der Photogrammetrie. Mit 
uber 130 Fig. [XIu. 322S.] gr. 8. 1914. Geh. M. 40.—, geb.. . M. 44.— 


Darstellende Geometrie. Von Dr. /. Hjelms/ev, Prof.a.d.Techn. Hochsch 
Kopenhagen. Mit 305 Abb. [IX u. 320S.] 8. 1914. eon der ang. Math. 
cles) Gelw Vly 24. SED ce eg - oo M. 36:— 


Uber die Anwendungen der darstellenden Geontenic! insbes. tib. 
die Photogrammetrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. 7. Schilling, Prof.a.d.Techn 
Hochschule Danzig. Mit 353 Fig. u. 5 Teor [VI u. 196S.] gr. 8. 1904 
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Vorlesungen tiber projeisive Geomiecnie Von Dr. F. Enrigues, Prof. 
an der Univ. Bologna. Autorisierte deutsche Ausgabe von Realschulprof, 
Dr. H. Fleischer in Konigsberg. 2. Aufl. Mit Einfiihrungswort von Geh. 
Reg.-Rat Dr. 7. K/ein, Prof. an der Universitat Géttingen, und 186 Fig. 
[XIV u. 3745.] gr. 8. 1915. Geh. M. 48.—, geb. M. 72.— 


Synthetische Geometrie der Kegelschnitte. Fiir die Prima héherer 
Lehranstalten bearbeitet von Studienrat Dr. P. Schafheitlin in Berlin. Mit 
62 Fig. [VI u. 96S.] gr. 8. 1907. Geb. M. 7.20 


Vorlesungen tiber synthetische Geometrie. Von Dr. /. Steiner, weil. 
Prof. an d. Universitat Berlin. gr. 8. I. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte 
in elementarer Darstellung. Bearbeitet v. Dr. C. #. Gezser, Prof. am Schweiz. 
Polytechnikum in Ziirich. 3. Aufl. Mit 141 Holzschnitten. [VIII u. 208 S.] 
1887. Geh. M. 24.—, geb. M. 28.— II. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte, 
gestiitzt auf projektive Eigenschaften. Bearbeitet von Dr. H. Schroeter, weil. 

Prof, a. d Univ. Breslau. 3. Aufl. Durchges. v. Geh. Rat Dr. R. Sturm, Prof. 
a.d, Univ. Breslau. Mit 103 Fig. [XVII u. 537 S.] 1898. M. 56.—, geb. M. 60.— 


Einftthrung in die Nomographie. I. Teil: Die Funktionsleiter. Von 
Studienrat P. Luckey in Elberfeld. Mit 24 Figuren im Text und 1 Tafel 
[IV u. 43 S.] 8. 1918. IL. Teil: Die Zeichnung als Rechenmaschine. Mit 
34 Figuren. [IV u.63S.] 8. 1919. (MPhB 28 u. 37.) Kart. je M.6.— 
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Konforme Abbildung. Von Dr. Leo Lewent, weil. Oberlehrer in Berlin. Hrsg. von weil. Geh. 
Bergrat Prof. Dr. Eugen Jahnke. Mit Beitrag von Dr. Wilh. Blaschke, Prof. an der 
Univ. Kénigsberg. Mit 40 Abb. [VI u. 118 S.] 1912. Steif geh.M. 12.80... . (Bd. XIV,) 


Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Dr. P.Schafheitlin, Prof. am Sophien-Real- 
gymnasium zu Berlin. Mit 1 Figurentafel. [V u. 129 S.] 1908. Steif geh. M. 12.80 (Bd. IV.) 


Theorie der elliptischen Funktionen. Von weil. Geh. Hofrat Prof. Dr. Martin Krause antes 
Mitwirkung von Dr. Emil Naetsch, Prof. an der Technischen Hochschule Dresden. Mi 


25 Figuren. [VII u. 186 S.] 1912. Steif geh.M.16.—....-.-...-+6- (Bd. XI.) 
Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E.Netto, weil. Professor an der Universitat GieBen’ 
CVI019120),.S3) 1910. (Sleit weh. My14,00=— =n) hee oe ee (Bd. IX. 


Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr.E. Jahnke, weil. Prof. an de: 
Technischen Hochschule zu Berlin, und F. Emde, Prof. an der Technischen Hochschul« 
zu Stuttgart. 2. Aufl. Mit Figuren. (In Vorb. 1921.] (Bd. V.) 


Graphische Methoden. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, Prof. an der Universitat Gottingen 
2. Aufl. Mit 94 Fig. im Text. [IV u. 130 S.] 1919. Steif geh.M.22.—. . . . (Bd. XVIII. 


Leltfaden zum graphischen Rechnen. Von Dr. R. Mehmke, Professor an der Technische 
Hochschule in Stuttgart. [VIII u. 152 S.J Steif geh.M. 3440 ....-..... (Bd. XIX. 


Theorie der Krafteplane. Von Dr. H. E. Timerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braun 
schweig. Mit 46 Figuren. [VI u.99 S.J] 1910. Steif geh.M.12— ...... (Bd. VIL. 


Die Vektoranalysis und ihre Anwendung in der theoretischen Physik. Von Dr. W. v. Igna 
towsky. In 2 Teilen: I. Die Vektoranalysis. 2. Aufl. Mit 27 Figuren. [VIII u.112S.] 1921 
Steif geh. M. 18.40. II]. Anwendung der Vektoranalysis ‘in der theoretischen Physik. 2. Aufl 


Mit 14 Figuren, [IV u. 123 S.)] 1921. Steif geh.M.17—....... -«. . (Bde 
Einfiihrung in die Theorie des Magnetismus. Von Dr. R. Gans, Dir. d. phys. Instituts d. Univ 
La Plata. Mit 40 Figuren. [Vl u.110 S.] 1908. Steif geh.M.11.20 ...... (Bd. f. 


Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus. Von Di 
Cil.Schaefer, Prof. an der Universitat Breslau. Mit Bildnis J. C. Maxwells und 32 Fig) 
2yAutl. (In VorbereLO2i eee. o crrn soce a ete ep chee) =, tree inn eae ee (Bd. tl. 


Grundziige der mathematisch-physikalischen Akustik. Von Dr. A.Kalahne, Professor a 
der Technischen Hochschule Danzig. 2 Teile. |.: [VII u.144S.] 1910. Steif geh. M. 14.4( 
II. Teil: Mit 57 Fig.im Text. [X u.225 S.] 1913. Steif geh.M.24—...... (Bd. XI. 


Einfihrung in die kinetische Theorie der Gase. Von Dr. A. Byk, Professor an der Universit?! 
und der Techn. Hochschule Berlin. 2 Teile. I.: Die idealen Gase. Mit 14 Figurer 
[V u. 102 S.J] 1910. Steif geh. M. 12.80. — Il. in Vorbereitung. ......... (Bd. X° 


Dispersion und Absorption des Lichts in ruhenden isotropen Kérpern. Theorie und ihre Folge) 
rungen. Von Dr.D.A.Goldhammer, Professor an der Universitat Kasan. Mit 28 Fig) 
[Vlew31443S.] 21912; -Stetitgeh Mo 16i—1 3 < ole 2 taste ona ene - (Bd. XVI 


Die Theorie der Wechselstréme. Von Geh. Reg.-Rat Dr. E. Orlich, Mitglied der Phys.-Tech 
Reichsanstalt Charlottenburg. Mit 37 Fig. [IV u.94 S.] 1912. Steif geh. M. 11.20 (Bd. XII 


Elektromagnetische Ausgleichsvorginge in Freileitungen und Kabeln. Von Professor Dr. K. V 
Wagner, Mitglied der Phys.-Techn. Reichsanstalt Charlottenburg. Mit 23 Fig. [iV u. 109S 
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Die mathematischen Instrumente. Von Geh. Reg.-Rat Professor Dr. A. Gall Potsd 1 
Mit 86 Abbildungen. [VI u.187S.} 1912. Stat ZEN O20 Sree Seis : aa 3 i. X\ 


Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse. Von Professor Dr. P. Schwahr) 
weil. Direktor der Gesellschaft u. Sternwarte ,,Urania" in Berlin. Mit 20 Fig. [VI a. 128 S}) 
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